
МОСКОВСКИЙ ГОСУДАРСТВЕННЫЙ УНИВЕРСИТЕТ  
имени М. В. ЛОМОНОСОВА

Факультет космических исследований

ЛИНЕЙНАЯ АЛГЕБРА

Под общей редакцией И. В. Садовничей

МОСКВА – 2022



УДК 512(075.8)
ББК 22.14я73

Л59

Коллектив авторов:
С. В. Панферов, А. М. Савчук, И. В. Садовничая, В. В. Сазонов

В подготовке издания принимали участие студенты:
А. А. Костин, А. И. Моисеева

Л59
Линейная алгебра : учебное пособие / С. В. Панферови др.; под ред. И. В. Садовничей. — 

Москва : МАКС Пресс, 2022. — 76 с.
ISBN 978-5-317-06771-7
Учебное пособие представляет собой необходимый минимум теоретических знаний и учит решать 

характерные задачи.
Предназначено для студентов ФКИ МГУ имени М. В. Ломоносова.
Ключевые слова: 

УДК 512(075.8)
ББК 22.14я73

ISBN 978-5-317-06771-7
© Авторы, 2022
© Оформление. ООО «МАКС Пресс», 2022

maksp
Выделение
Добавить 5-6 ключевых слов.



Ñîäåðæàíèå

1 Ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà. Áàçèñû 4

2 Ëèíåéíûå îïåðàòîðû 19

3 Êîðíåâûå ïîäïðîñòðàíñòâà. Æîðäàíîâà ôîðìà 39

4 Åâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâà 53

5 Îïåðàòîðû â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå 61

6 Áèëèíåéíûå è êâàäðàòè÷íûå ôîðìû 67

3



1 Ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà. Áàçèñû

Çàíÿòèå 1

Îïðåäåëåíèå 1. Ëèíåéíûì âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì (íàä ïîëåì K, ãäå K = R èëè C) íà-
çûâàåòñÿ ìíîæåñòâî V ïðîèçâîëüíûõ ýëåìåíòîâ (âåêòîðîâ), â êîòîðîì îïðåäåëåíû îïåðàöèè
ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ è óìíîæåíèÿ âåêòîðà íà ÷èñëî:
1) ëþáûì äâóì âåêòîðàì x, y ∈ V ïîñòàâëåí â ñîîòâåòñòâèå ýëåìåíò èç V, îáîçíà÷àåìûé x+ y
è íàçûâàåìûé ñóììîé ýëåìåíòîâ x è y;
2) ëþáîìó âåêòîðó x ∈ V è ëþáîìó λ ∈ K ïîñòàâëåí â ñîîòâåòñòâèå ýëåìåíò èç V, îáîçíà÷àå-
ìûé λx è íàçûâàåìûé ïðîèçâåäåíèåì ÷èñëà λ è ýëåìåíòà x;
ïðè÷¼ì ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå àêñèîìû:
1. x+ y = y + x ∀ x, y ∈ V � êîììóòàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ;
2. (x+ y) + z = x+ (y + z) ∀ x, y, z ∈ V � àññîöèàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ;
3. ∃ 0V ∈ V, ∀ x : x+ 0V = 0V + x = x � ñóùåñòâîâàíèå íåéòðàëüíîãî ýëåìåíòà ïî ñëîæåíèþ;
4. ∀x ∈ V ∃ (−x) ∈ V : x+ (−x) = 0V � ñóùåñòâîâàíèå îáðàòíîãî ýëåìåíòà ïî ñëîæåíèþ;
5. ∀ λ ∈ K, ∀ x, y ∈ V : λ(x+ y) = λx+ λy � äèñòðèáóòèâíîñòü;
6. ∀ λ, µ ∈ K, ∀ x ∈ V : (λ+ µ)x = λx+µx � äèñòðèáóòèâíîñòü;
7. ∀ λ, µ ∈ K, ∀ x ∈ V : λ(µx) = (λµ)x � àññîöèàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ;
8. ∀ x ∈ V : 1 · x = x � ñâîéñòâî åäèíèöû.

Îïðåäåëåíèå 2. Íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî M ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà V (íàä ïîëåì K) íàçû-
âàåòñÿ ëèíåéíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì ïðîñòðàíñòâà V, åñëè äëÿ ëþáûõ x, y ∈ M è äëÿ ëþáîãî
λ ∈ K âûïîëíåíî: x+ y ∈ M , λx ∈ M .

Îïðåäåëåíèå 3. n�ìåðíûì äåéñòâèòåëüíûì âåêòîðîì íàçûâàåòñÿ óïîðÿäî÷åííàÿ ñîâîêóïíîñòü
n äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, íàçûâàåìûõ êîìïîíåíòàìè âåêòîðà, êîòîðàÿ îáîçíà÷àåòñÿ

x⃗ = (x1, x2, . . . , xn).

Äâà âåêòîðà íàçûâàþòñÿ ðàâíûìè, åñëè îíè ðàâíû ïîêîìïîíåíòíî:

x⃗ = y⃗, ãäå x⃗ = (x1, x2, . . . , xn), y⃗ = (y1, y2, . . . , yn), åñëè xi = yi ∀i = 1, n.

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ñîâîêóïíîñòü âñåõ n−ìåðíûõ äåéñòâèòåëüíûõ âåêòîðîâ ñ ââåäåííûìè
íà íèõ îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ñêàëÿð îáðàçóåò ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì R.
Ýòî ïðîñòðàíñòâî áóäåì îáîçíà÷àòü Rn. Ïî îïðåäåëåíèþ, ñóììà äâóõ âåêòîðîâ x⃗ = (x1, x2, . . . , xn)
è y⃗ = (y1, y2, . . . , yn):

z⃗ = x⃗+ y⃗, ãäå z⃗ = (z1, z2, . . . , zn), åñëè zi = xi + yi ∀i = 1, n.

Óìíîæåíèå âåêòîðà íà ÷èñëî λ ∈ R:

z⃗ = λx⃗, ãäå z⃗ = (z1, z2, . . . , zn), åñëè zi = λxi ∀i = 1, n.

Îïðåäåëåíèå 4. Âåêòîð x⃗ íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗m, åñëè íàé-
äóòñÿ òàêèå λ1, λ2,. . .,λm ∈ R, ÷òî x⃗ = λ1a⃗1 + λ2a⃗2 + . . .+ λma⃗m

Îïðåäåëåíèå 5. Ñèñòåìà âåêòîðîâ {a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗m} íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìîé, åñëè ñóùå-
ñòâóþò òàêèå êîíñòàíòû λ1, λ2,. . .,λm ∈ R, íå âñå îäíîâðåìåííî ðàâíûå íóëþ, ÷òî

λ1a⃗1 + λ2a⃗2 + . . .+ λma⃗m = 0. (1)

Îïðåäåëåíèå 6. Ñèñòåìà âåêòîðîâ {a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗m} ëèíåéíî íåçàâèñèìà, åñëè ñîîòíîøåíèå (1)
âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî ïðè λ1 = 0, λ2 = 0, . . ., λm = 0.
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Îïðåäåëåíèå 7. Ãîâîðÿò, ÷òî âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî V ïîðîæäàåòñÿ ìíîæåñòâîì S, åñ-
ëè ëþáîé âåêòîð x⃗ ∈ V ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå êîíå÷íîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè âåêòîðîâ
ìíîæåñòâà S. Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî V íàçûâàåòñÿ êîíå÷íîìåðíûì, åñëè îíî ïîðîæäàåòñÿ
ìíîæåñòâîì S, ñîäåðæàùèì êîíå÷íîå ÷èñëî âåêòîðîâ.

Åñëè ïðîñòðàíñòâî íåëüçÿ ïîðîäèòü íèêàêîé êîíå÷íîé ñèñòåìîé âåêòîðîâ, òî îíî, ïî îïðåäå-
ëåíèþ, áåñêîíå÷íîìåðíî.

Îïðåäåëåíèå 8. Áàçèñîì ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà V íàçûâàåòñÿ (óïîðÿäî÷åííàÿ) ëèíåéíî íåçà-
âèñèìàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ, ïîðîæäàþùàÿ ýòî ïðîñòðàíñòâî.

Òåîðåìà 1. Âñÿêîå êîíå÷íîìåðíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî V îáëàäàåò áàçèñîì. Áîëåå òî÷íî,
èç âñÿêîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà âåêòîðîâ S, ïîðîæäàþùåãî ïðîñòðàíñòâî V, ìîæíî âûáðàòü
áàçèñ ýòîãî ïðîñòðàíñòâà.

Òåîðåìà 2. Âñå áàçèñû êîíå÷íîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà V ñîäåðæàò îäèíàêîâîå ÷èñëî âåêòîðîâ.

Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì 1 è 2 ñì. â [?], Ëåêöèÿ 5, ï. 10. Òàì æå ìû îòìå÷àëè, ÷òî åñëè ñè-
ñòåìà ñîñòîèò èç n âåêòîðîâ, ïðè÷åì n = dimV, òî ëþáîå èç óñëîâèé � ¾ñèñòåìà ëèíåéíî
íåçàâèñèìà¿ èëè ¾ñèñòåìà ïîðîæäàåò V¿ � âëå÷åò ¾ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì V¿.

Îïðåäåëåíèå 9. Êîëè÷åñòâî âåêòîðîâ â ëþáîì èç áàçèñîâ ëèíåéíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà
V íàçûâàåòñÿ åãî ðàçìåðíîñòüþ è îáîçíà÷àåòñÿ dimV.

Òàêèì îáðàçîì, â ëþáîì êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ëþáàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ, ÷èñëî êîòîðûõ
ïðåâûøàåò ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà, çàâåäîìî ëèíåéíî çàâèñèìà. Â áåñêîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàí-
ñòâå äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ìîæíî óêàçàòü n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ ýòîãî ïðîñòðàí-
ñòâà. Áîëåå òîãî, ýòî êðèòåðèé áåñêîíå÷íîìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà (äîêàæèòå ýòî ñàìè).

Óòâåðæäåíèå 1. Ëþáóþ ëèíåéíî íåçàâèñèìóþ ñèñòåìó S âåêòîðîâ êîíå÷íîìåðíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà V ìîæíî äîïîëíèòü äî áàçèñà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü â ñèñòåìå m âåêòîðîâ, à dimV = n. Ìû óæå çíàåì, ÷òî m ≤ n, ïðè÷åì â
ñëó÷àå m = n ñèñòåìà óæå ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì, ò.å. äîïîëíÿòü åå íå íóæíî. Ïóñòü m < n. Åñëè áû
Lin(S) = V, òî ñèñòåìà áûëà áû áàçèñîì, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò m ̸= n. Çíà÷èò, åñòü âåêòîð x⃗ /∈ Lin(S).
Äîáàâèì åãî â ñèñòåìó � íîâàÿ ñèñòåìà îñòàíåòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìîé, à ÷èñëî åå âåêòîðîâ
óâåëè÷èòñÿ íà 1. Åñëè m + 1 < n, òî ïîâòîðèì íàøè ðàññóæäåíèÿ, äîáàâèì åùå îäèí âåêòîð, è
áóäåì äåëàòü òàê, ïîêà ÷èñëî âåêòîðîâ â ñèñòåìå íå ñðàâíÿåòñÿ ñ n. Â ðåçóëüòàòå, ïîëó÷èì ëèíåéíî
íåçàâèñèìóþ ñèñòåìó èç n âåêòîðîâ, ò.å. áàçèñ â V.

Ïóñòü â ëèíåéíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V ââåäåíî äâà ðàçëè÷íûõ áàçèñà: E = {e⃗1, e⃗2, . . . , e⃗n}
è E ′ = {e⃗ ′

1, e⃗
′
2, . . . , e⃗

′
n}. Ïðåäñòàâèì âåêòîðû áàçèñà E ′ â âèäå ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé âåêòîðîâ

áàçèñà E : 
e⃗ ′
1 = c11e⃗1 + c21e⃗2 + · · ·+ cn1e⃗n,

. . .

e⃗ ′
n = c1ne⃗1 + c2ne⃗2 + · · ·+ cnne⃗n.

(2)

Îïðåäåëåíèå 10. Ìàòðèöà C =


c11 c12 . . . c1n
c21 c22 . . . c2n
...

... . . .
...

cn1 cn2 . . . cnn

 íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ïåðåõîäà îò áàçèñà

E ê áàçèñó E ′.

Çàìåòèì, ÷òî â ìàòðèöå C ïî ñòîëáöàì ñòîÿò êîîðäèíàòû âåêòîðîâ íîâîãî áàçèñà E ′ â ñòàðîì
áàçèñå E . Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ
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Òåîðåìà 3. 1) Åñëè C � ìàòðèöà ïåðåõîäà îò áàçèñà E ê áàçèñó E ′, à D � ìàòðèöà ïåðåõîäà
îò áàçèñà E ′ ê áàçèñó E ′′, òî CD � ìàòðèöà ïåðåõîäà îò áàçèñà E ê áàçèñó E ′′.
2) Íåâûðîæäåííûå ìàòðèöû (è òîëüêî îíè) ÿâëÿþòñÿ ìàòðèöàìè ïåðåõîäà îò îäíîãî áàçèñà ê
äðóãîìó.
3) Åñëè C � ìàòðèöà ïåðåõîäà îò áàçèñà E ê áàçèñó E ′, òî C−1 � ìàòðèöà ïåðåõîäà îò áàçèñà
E ′ ê áàçèñó E.
4) Ïóñòü C � ìàòðèöà ïåðåõîäà îò áàçèñà E ê áàçèñó E ′. Åñëè âåêòîð x⃗ èìååò êîîðäèíàòû
(x1, . . . , xn) è (x′

1, . . . , x
′
n) â áàçèñàõ E è E ′ ñîîòâåòñòâåííî, òîx1

...
xn

 = C ·

x′
1
...
x′
n

 ,

x′
1
...
x′
n

 = C−1 ·

x1
...
xn

 . (3)

Îáðàòèòå âíèìàíèå íà ôîðìóëó (3). Ìàòðèöà C ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé ïåðåõîäà îò áàçèñà E ê
áàçèñó E ′, íî äëÿ êîîðäèíàò âåêòîðà ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå: ñòîëáåö êîîðäèíàò â ñòàðîì áàçèñå
ðàâåí ìàòðèöå C, óìíîæåííîé íà ñòîëáåö êîîðäèíàò â íîâîì áàçèñå.

Åñëè â ïðîñòðàíñòâå V ââåäåí ëèíåéíûé áàçèñ {e⃗1, . . . , e⃗n}, òî êàæäîìó âåêòîðó x⃗ ∈ V ìû
ìîæåì ñîïîñòàâèòü åãî êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ïî ýòîìó áàçèñó x⃗ =

∑n
k=1 xke⃗k, ò.å. ïîëó÷àåì

îòîáðàæåíèå A : x⃗ 7→ (x1, . . . , xn). Ýòî îòîáðàæåíèå êîððåêòíî îïðåäåëåíî, ïîñêîëüêó êîýôôè-
öèåíòû ðàçëîæåíèÿ ïî áàçèñó îïðåäåëÿþòñÿ âåêòîðîì x⃗ îäíîçíà÷íî. Ýòî îòîáðàæåíèå ëèíåéíî
(ýòî î÷åâèäíî). Ïî íàáîðó ñâîèõ êîýôôèöèåíòîâ âåêòîð âîññòàíàâëèâàåòñÿ îäíîçíà÷íî, ò.å. A �
ëèíåéíàÿ áèåêöèÿ V è Rn.

Îïðåäåëåíèå 11. Ëèíåéíûå áèåêöèè îäíîãî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà íà äðóãîå íàçûâàþò ëè-
íåéíûìè èçîìîðôèçìàìè ïðîñòðàíñòâ.

Òàêèì îáðàçîì, ëþáîå n�ìåðíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî V íàä ïîëåì R èçîìîðôíî Rn. Òî÷íî
òàê æå ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ëþáîå n�ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä C èçîìîðôíî Cn. Ýòîò èçîìîð-
ôèçì ïîçâîëÿåò íàì ñâîäèòü îïåðàöèè â ïðîèçâîëüíîì àáñòðàêòíîì êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå
ê ïðèâû÷íûì îïåðàöèÿì íàä âåêòîðàìè.1

Çàäà÷à 1. Èññëåäóéòå íà ëèíåéíóþ íåçàâèñèìîñòü ñèñòåìó ôóíêöèé {1, ln t, ln(2t)} â ëèíåéíîì
ïðîñòðàíñòâå âñåõ íåïðåðûâíûõ íà t ∈ (0,+∞) ôóíêöèé.

Ðåøåíèå.Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî äàííàÿ ñèñòåìà ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìîé,
äîñòàòî÷íî óêàçàòü òàêèå α, β, γ ∈ R, íå âñå ðàâíûå íóëþ, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

α · 1 + β ln t+ γ ln(2t) = 0, t ∈ (0,+∞).

Ýòî ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ, íàïðèìåð, äëÿ α = − ln 2, β = −1, γ = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, äàííàÿ
ñèñòåìà ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìîé.
Îòâåò: ëèíåéíî çàâèñèìà.

Çàäà÷à 2. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòðàíñòâî âñåõ âåùåñòâåííûõ ìíîãî÷ëåíîâ p(t) = a0+a1t+ · · ·+ant
n

(n ∈ N ïðîèçâîëüíî) áåñêîíå÷íîìåðíî.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî ñèñòåìà ìíîãî÷ëåíîâ p0(t) = 1, p1(t) = t, p2(t) = t2, . . . ëèíåéíî
íåçàâèñèìà. Äåéñòâèòåëüíî, èõ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ åñòü ìíîãî÷ëåí p(t) = c0 + c1t + . . . + cnt

n,
êîòîðûé òîæäåñòâåííî ðàâåí íóëþ òîëüêî äëÿ íóëåâûõ cj (ïî îñíîâíîé òåîðåìå àëãåáðû âåùå-
ñòâåííûé íåíóëåâîé ìíîãî÷ëåí èìååò íå áîëåå n êîðíåé). Çíà÷èò, äëÿ ëþáîãî n ìû íàøëè ëèíåéíî
íåçàâèñèìóþ ñèñòåìó èç n âåêòîðîâ, òî åñòü íàøå ïðîñòðàíñòâî áåñêîíå÷íîìåðíî.

1Âåçäå äàëåå ìû, ïî óìîë÷àíèþ, ñ÷èòàåì, ÷òî óìíîæåíèå ìàòðèöû íà âåêòîð ïðîèñõîäèò ïî ïðàâèëó Ax⃗, ò.å.
ìàòðèöà ñòîèò ñëåâà îò âåêòîðà. Òàêèì îáðàçîì, âñå íàøè âåêòîðû � ýòî âåêòîðû ñòîëáöû. Îäíàêî ìû î÷åíü ÷àñòî
áóäåì çàïèñûâàòü èõ êîîðäèíàòû â ñòðî÷êó. Ýòî ñäåëàíî ïðîñòî äëÿ óäîáñòâà � ñòîëáöû íà ïå÷àòè çàíèìàþò î÷åíü
ìíîãî ìåñòà. Ìîæíî êîíå÷íî ïèñàòü íàä êàæäûì âåêòîðîì�ñòðîêîé çíàê òðàíñïîíèðîâàíèÿ, ïîêàçûâàÿ ÷èòàòåëþ,
÷òî íà ñàìîì äåëå çàïèñàí âåêòîð�ñòîëáåö, íî ìû íàäååìñÿ, ÷òî íàøè ÷èòàòåëè ñàìè â ñîñòîÿíèè ïðåäñòàâèòü ñåáå
ýòîò çíàê òðàíñïîíèðîâàíèÿ òàì, ãäå îí íóæåí. Èòàê: ïî óìîë÷àíèþ, âñå íàøè âåêòîðû � ýòî ñòîëáöû.
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Îïðåäåëåíèå 12. Ïóñòü V � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì K; a⃗1, . . . , a⃗n ∈ V. Ëèíåéíîé
îáîëî÷êîé âåêòîðîâ {a⃗1, . . . , a⃗n} íàçûâàþò ìíîæåñòâî âñåõ èõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé

Lin{a⃗1, . . . , a⃗n} =

{
n∑

k=1

cka⃗k | ck ∈ K, k = 1, . . . , n

}
.

Î÷åâèäíî, ÷òî ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ íåñêîëüêèõ òàêèõ ñóìì åñòü âíîâü ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ
âåêòîðîâ a⃗k, ò.å. ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà åñòü ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Ïðè ýòîì, êàæäûé âåêòîð
èç L = Lin{a⃗1, . . . , a⃗n} ðàñêëàäûâàåòñÿ ïî ñèñòåìå {a⃗1, . . . , a⃗n} â ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ. Åñëè
äîïîëíèòåëüíî èçâåñòíî, ÷òî ñèñòåìà {a⃗1, . . . , a⃗n} ëèíåéíî íåçàâèñèìà, òî îíà ïðåâðàùàåòñÿ â
áàçèñ â L. Â ÷àñòíîñòè, ëþáîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî åñòü ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ñâîèõ áàçèñíûõ
âåêòîðîâ.

Çàäà÷à 3. Äîêàæèòå, ÷òî âåêòîðû âèäà (b,−a, a+ 3b), a, b ∈ R, îáðàçóþò ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàí-
ñòâî â ïðîñòðàíñòâå R3. Íàéäèòå åãî áàçèñ è ðàçìåðíîñòü. Äîïîëíèòå áàçèñ ïîäïðîñòðàíñòâà äî
áàçèñà âñåãî ïðîñòðàíñòâà.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî òàêèõ âåêòîðîâ ÷åðåç M è ïðîâåðèì, ÷òî îíî ÿâëÿåòñÿ ëè-
íåéíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì. Ïóñòü âåêòîðû x⃗ = (x1, x2, x3) è y⃗ = (y1, y2, y3) ∈ M . Òîãäà

x3 = −x2 + 3x1, y3 = −y2 + 3y1.

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûå α, β ∈ R è îáîçíà÷èì z⃗ = αx⃗ + βy⃗. Äëÿ êîîðäèíàò âåêòîðà z⃗ ïîëó÷èì
ñîîòíîøåíèÿ:

z3 = αx3 + βx3 = α(−x2 + 3x1) + β(−y2 + 3y1) = −(αx2 + βy2) + 3(αx1 + βy1) = −z2 + 3z1.

Çíà÷èò, M � äåéñòâèòåëüíî ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî.
Íàéäåì áàçèñ. Åñëè ïîëîæèòü x1 = 1, x2 = 0, òî ïîëó÷èì, ÷òî x3 = 3, òî åñòü x⃗ = (1, 0, 3). Åñëè

ïîëîæèòü y1 = 0, y2 = 1, òî y3 = −1, òî åñòü y⃗ = (0, 1,−1). Î÷åâèäíî, ÷òî âåêòîðû x⃗ è y⃗ ëèíåéíî
íåçàâèñèìû.

Ïîêàæåì, ÷òî îíè îáðàçóþò áàçèñ â ïîäïðîñòðàíñòâå M . Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé âåêòîð âèäà
(b,−a, a + 3b). Åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå (b,−a, a + 3b) = bx⃗− ay⃗. Çíà÷èò, ýòî äåéñòâèòåëüíî
áàçèñ. Îí ñîñòîèò èç äâóõ âåêòîðîâ, ñëåäîâàòåëüíî, ðàçìåðíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâà ðàâíà äâóì.

Äîïîëíèì áàçèñ ïîäïðîñòðàíñòâà äî áàçèñà âñåãî ïðîñòðàíñòâà. Ïóñòü âåêòîð z⃗ îðòîãîíàëåí
âåêòîðàì x⃗ è y⃗. Òîãäà {

z1 + 3z2 = 0,

z2 − z3 = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæåì âçÿòü z1 = 3, z2 = −1, z3 = −1, òî åñòü z⃗ = (3,−1,−1).
Îòâåò: ðàçìåðíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâà ðàâíà äâóì; áàçèñ ïîäïðîñòðàíñòâà ñîñòîèò, íàïðèìåð, èç
âåêòîðîâ x⃗ = (1, 0, 3) è y⃗ = (0, 1,−1); äîïîëíÿåòñÿ äî áàçèñà âñåãî ïðîñòðàíñòâà, íàïðèìåð, âåêòî-
ðîì z⃗ = (3,−1,−1).

Èòàê, ïåðâûé ñïîñîá çàäàòü ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî � óêàçàòü ïîðîæäàþùóþ ñèñòåìó âåê-
òîðîâ. ×àñòî ïðèõîäèòñÿ ðåøàòü ñëåäóþùóþ çàäà÷ó: äàíà ñèñòåìà âåêòîðîâ {a⃗1, . . . , a⃗n}, êîòîðûå
ñâîèìè ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè ïîðîæäàþò íåêîòîðîå ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî Lin{a⃗1, . . . , a⃗n}.
Íåîáõîäèìî óêàçàòü áàçèñ â ýòîì ïîäïðîñòðàíñòâå. Ðåøèòü ýòó çàäà÷ó íå ñëîæíî. Íàäî ñîñòàâèòü
ìàòðèöó, çàïèñàâ êîîðäèíàòû âåêòîðîâ ïî ñòðîêàì. Çàòåì ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè íàä
ñòðîêàìè ïðèâåñòè ìàòðèöó ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó. Íåíóëåâûå ñòðîêè ôèíàëüíîé ìàòðèöû è åñòü
áàçèñ â ïîäïðîñòðàíñòâå.

Äåéñòâèòåëüíî, îíè ïîëó÷åíû â ðåçóëüòàòå ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé èñõîäíûõ ñòðîê, ò.å. ëåæàò
â ïîäïðîñòðàíñòâå. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðîâîäÿ âñå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñïðàâà íàëåâî, ïîëó÷èì èñõîä-
íûå ñòðîêè â âèäå ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ñòðîê ôèíàëüíîé ìàòðèöû. Íó à òîãäà è ëþáîé âåêòîð
ïîäïðîñòðàíñòâà � ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ èñõîäíûõ ñòðîê � åñòü ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ñòðîê ôè-
íàëüíîé ìàòðèöû. Íàêîíåö, ñòðîêè ôèíàëüíîé ìàòðèöû ëèíåéíî íåçàâèñèìû (ýòî ïîòîìó, ÷òî
ôèíàëüíàÿ ìàòðèöà ñòóïåí÷àòàÿ � ïîäóìàéòå, ïî÷åìó).
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Çàäà÷à 4. ÏîäïðîñòðàíñòâîX ⊂ R5 ïîðîæäåíî âåêòîðàìè a⃗1 = (2, 1, 0,−5, 8), a⃗2 = (0, 1,−1,−1, 1),
a⃗3 = (0, 0, 1, 0, 1) è a⃗4 = (−1, 0, 2, 2,−1). Íàéäèòå áàçèñ â X.

Ðåøåíèå. Çàïèøåì äàííûå âåêòîðû â ìàòðèöó è ïðèâåäåì åå ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó:
2 1 0 −5 8
0 1 −1 −1 1
0 0 1 0 1
−1 0 2 2 −1

 ∼


1 0 −2 −2 1
0 1 −1 −1 1
0 0 1 0 1
0 1 4 −1 6

 ∼


1 0 −2 −2 1
0 1 −1 −1 1
0 0 1 0 1
0 0 5 0 5

 ∼


1 0 −2 −2 1
0 1 −1 −1 1
0 0 1 0 1
0 0 0 0 0

 .

Èòàê, áàçèñîì ÿâëÿþòñÿ âåêòîðû e⃗1 = (1, 0,−2,−2, 1), e⃗2 = (0, 1,−1,−1, 1) è e⃗3 = (0, 0, 1, 0, 1).
Îòâåò: e⃗1 = (1, 0,−2,−2, 1), e⃗2 = (0, 1,−1,−1, 1), e⃗3 = (0, 0, 1, 0, 1).

Âòîðîé ñïîñîá çàäàòü ïîäïðîñòðàíñòâî � óêàçàòü ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íà êîîðäèíàòû
âåêòîðîâ, ëåæàùèõ â ïîäïðîñòðàíñòâå.

Çàäà÷à 5. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî M âñåõ ãåîìåòðè÷åñêèõ âåêòîðîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëî-
âèþ îðòîãîíàëüíîñòè: (x⃗, a⃗) = 0, ãäå a⃗ = (1,−2, 0), ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì â ïðî-
ñòðàíñòâå R3. Íàéäèòå åãî áàçèñ è ðàçìåðíîñòü. Äîïîëíèòå áàçèñ ïîäïðîñòðàíñòâà äî áàçèñà âñåãî
ïðîñòðàíñòâà.

Ðåøåíèå. Äîêàæåì ëèíåéíîñòü. Ïóñòü âåêòîðû x⃗ è y⃗ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ îðòîãîíàëüíî-
ñòè, òî åñòü (x⃗, a⃗) = 0, (y⃗, a⃗) = 0.

Óìíîæèì ïåðâîå èç ñîîòíîøåíèé íà α, âòîðîå íà β è ñëîæèì. Ïîëó÷èì, ÷òî

(αx⃗+ βy⃗, a⃗) = 0,

à çíà÷èò, âåêòîð αx⃗+ βy⃗ îðòîãîíàëåí a⃗ ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ α è β. Ëèíåéíîñòü äîêàçàíà.
Íàéäåì áàçèñ. Âîçüì¼ì, äîïóñòèì, âåêòîðû x⃗ = (2, 1, 0) è y⃗ = (0, 0, 1). Îíè ëèíåéíî íåçàâèñèìû

è îðòîãîíàëüíû âåêòîðó a⃗. Äîêàæåì, ÷òî îíè îáðàçóþò áàçèñ â íàøåì ïîäïðîñòðàíñòâå. Ïóñòü
ïðîèçâîëüíûé âåêòîð b⃗ = (b1, b2, b3) îðòîãîíàëåí âåêòîðó a⃗, òîãäà b1 − 2b2 = 0. Çíà÷èò, ìîæåì

ïðåäñòàâèòü åãî â âèäå b⃗ = 0, 5b1 · x⃗+ b3 · y⃗. Äîêàçàëè, ÷òî âåêòîðû x⃗ è y⃗ äåéñòâèòåëüíî îáðàçóþò
áàçèñ ïîäïðîñòðàíñòâà. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàçìåðíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâà ðàâíà äâóì.

Äîïîëíèì áàçèñ ïîëó÷åííîãî ëèíåéíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà äî áàçèñà âñåãî ïðîñòðàíñòâà. Ïî-
ñêîëüêó ðàçìåðíîñòü âñåãî ïðîñòðàíñòâà ðàâíà 3, òî íàì íóæíî íàéòè åùå îäèí âåêòîð, êîòîðûé
áóäåò îðòîãîíàëåí âåêòîðàì x⃗ è y⃗. Ïóñòü îí èìååò âèä z⃗ = (z1, z2, z3), òîãäà åãî êîîðäèíàòû äîëæ-
íû óäîâëåòâîðÿòü ñèñòåìå {

2z1 + z2 = 0,

z3 = 0.

Âîçüìåì, íàïðèìåð, z1 = −1, ïîëó÷èì z2 = 2, òî åñòü z⃗ = (−1, 2, 0).
Îòâåò: ðàçìåðíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâà ðàâíà äâóì; áàçèñ ïîäïðîñòðàíñòâà ñîñòîèò, íàïðèìåð, èç
âåêòîðîâ x⃗ = (2, 1, 0) è y⃗ = (0, 0, 1); äîïîëíÿåòñÿ äî áàçèñà âñåãî ïðîñòðàíñòâà, íàïðèìåð, âåêòîðîì
z⃗ = (−1, 2, 0).

Â ïðåäûäóùåé çàäà÷å ïîäïðîñòðàíñòâî çàäàâàëîñü îäíèì óðàâíåíèåì: x1 − 2x2 = 0. ßñíî,
÷òî â êà÷åñòâå âåêòîðà a⃗ ìîæíî áûëî áû âçÿòü ïðîèçâîëüíûé âåêòîð, ò.å. ìíîæåñòâî âåêòîðîâ
x⃗, êîîðäèíàòû êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ a1x1 + · · · + anxn = 0 âñåãäà åñòü ëèíåéíîå
ïîäïðîñòðàíñòâî.

Çàìåòèì ïðîñòóþ âåùü: ïåðåñå÷åíèå äâóõ ëèíåéíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ åñòü ëèíåéíîå ïîäïðî-
ñòðàíñòâî, ïîñêîëüêó ëèíåéíûå êîìáèíàöèè âåêòîðîâ èç ïåðåñå÷åíèÿ íå âûâîäÿò çà ïðåäåëû íè
ïåðâîãî, íè âòîðîãî ïîäïðîñòðàíñòâà. Òîãäà ìíîæåñòâî âåêòîðîâ, êîîðäèíàòû êîòîðûõ óäîâëåòâî-
ðÿþò äâóì óðàâíåíèÿì îïèñàííîãî âûøå âèäà, òîæå îáðàçóþò ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Òî æå
âåðíî äëÿ òðåõ óðàâíåíèé è ò.ä. Ýòî è åñòü âòîðîé ñïîñîá çàäàíèÿ ïîäïðîñòðàíñòâà.

Çàäà÷à 6. Âûÿñíèòå, ÿâëÿþòñÿ ëè çàäàííûå ìíîæåñòâà ïîäïðîñòðàíñòâàìè ïðîñòðàíñòâà Rn. Â
ñëó÷àå ïîëîæèòåëüíîãî îòâåòà íàéäèòå áàçèñ è ðàçìåðíîñòü ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîäïðîñòðàíñòâà.
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1. Ìíîæåñòâî âñåõ âåêòîðîâ x⃗ = (x1, . . . , xn), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ x1 + x2 + ...+ xn = 0;

2. Ìíîæåñòâî âñåõ âåêòîðîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ x1 + x2 + ...+ xn = 1;

3. Ìíîæåñòâî âñåõ âåêòîðîâ (x1, x2, . . . , xn), ó êîòîðûõ âñå êîìïîíåíòû xi � öåëûå ÷èñëà.

Ðåøåíèå.

1. Ìíîæåñòâî âñåõ âåêòîðîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ x1 + x2 + . . . + xn = 0. Óìíîæåíèå
òàêèõ âåêòîðîâ íà ëþáîå ÷èñëî è ñëîæåíèå äâóõ òàêèõ âåêòîðîâ äàþò âåêòîð, ñóììà êîîðäè-
íàò êîòîðîãî òàêæå ðàâíà íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî, äàííûå âåêòîðû îáðàçóþò ïîäïðîñòðàíñòâî
ïðîñòðàíñòâà Rn. Â êà÷åñòâå áàçèñà ìîæíî âûáðàòü âåêòîðû, îáðàçóþùèå áàçèñíîå ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ x1 + x2 + . . .+ xn = 0 :

e⃗1 = (1, 0, 0, . . . , 0,−1);
e⃗2 = (0, 1, 0, . . . , 0,−1);
e⃗3 = (0, 0, 1, . . . , 0,−1);

...
e⃗n−1 = (0, 0, 0, . . . , 1,−1).

Çíà÷èò, ðàçìåðíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâà ðàâíà n− 1.

2. Ìíîæåñòâî âñåõ âåêòîðîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ x1+x2+...+xn = 1, íå îáðàçóåò ïîäïðî-
ñòðàíñòâî, ïîñêîëüêó ïîñëå óìíîæåíèÿ òàêîãî âåêòîðà, íàïðèìåð, íà 2, ïîëó÷àåòñÿ âåêòîð,
äëÿ êîòîðîãî äàííîå ðàâåíñòâî íå âûïîëíÿåòñÿ, ò.å. íå ïðèíàäëåæàùèé äàííîìó ìíîæåñòâó.

3. Ìíîæåñòâî âñåõ âåêòîðîâ, ó êîòîðûõ êîìïîíåíòû xi � öåëûå ÷èñëà, íå îáðàçóåò ïîäïðî-
ñòðàíñòâî, ïîñêîëüêó ïîñëå óìíîæåíèÿ òàêîãî âåêòîðà, íàïðèìåð, íà π, ïîëó÷àåòñÿ âåêòîð,
ó êîòîðîãî íåò íè îäíîé öåëî÷èñëåííîé êîîðäèíàòû (èíà÷å ÷èñëî π îêàçàëîñü áû ðàöèîíàëü-
íûì), ò.å. íå ïðèíàäëåæàùèé äàííîìó ìíîæåñòâó.

Îòâåò: 1) ÿâëÿåòñÿ, áàçèñ: e⃗1 = (1, 0, 0, . . . , 0,−1), e⃗2 = (0, 1, 0, . . . , 0,−1), e⃗3 = (0, 0, 1, . . . , 0,−1), ...
, e⃗n−1 = (0, 0, 0, . . . , 1,−1); ðàçìåðíîñòü ðàâíà n− 1; 2) íå ÿâëÿåòñÿ; 3) íå ÿâëÿåòñÿ.
Îòìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî â ïóíêòå 2) ïðåäûäóùåé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ àôôèííûì ïîäïðîñòðàíñòâîì
â Rn.

Îïðåäåëåíèå 13. Ìíîæåñòâî M â Rn èëè Cn íàçûâàåòñÿ àôôèííûì ïîäïðîñòðàíñòâîì, åñëè
íàéäåòñÿ òàêîé âåêòîð x⃗0, ÷òî ìíîæåñòâîM0 = {x⃗−x⃗0 : x⃗ ∈ M} � ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî.

Èíûìè ñëîâàìè, àôôèííîå ïîäïðîñòðàíñòâî � ýòî ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, ïîäâåðãíóòîå ñäâè-
ãó (ïàðàëëåëüíîìó ïåðåíîñó).

Çàäà÷à 7. Ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî X â R5 çàäàíî ñèñòåìîé óðàâíåíèé
x1 − x2 + 2x3 − 2x4 = 0,

x1 + x2 + x3 + x4 + x5 = 0,

2x1 − x2 + 3x3 − x4 + x5 = 0.

Óêàæèòå áàçèñ â ýòîì ïîäïðîñòðàíñòâå.

Ðåøåíèå. Ðåøèì ñèñòåìó ìåòîäîì Ãàóññà. Âû÷òåì èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîå, âû÷òåì èç
òðåòüåãî óðàâíåíèÿ óäâîåííîå ïåðâîå, ïîëó÷èì

x1 − x2 + 2x3 − 2x4 = 0,

2x2 − x3 + 3x4 + x5 = 0,

x2 − x3 + 3x4 + x5 = 0.
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Óìíîæèì òðåòüå óðàâíåíèå íà äâà è âû÷òåì âòîðîå, ïîëó÷èì
x1 − x2 + 2x3 − 2x4 = 0,

2x2 − x3 + 3x4 + x5 = 0,

−x3 + 3x4 + x5 = 0.

Âûáåðåì x4 è x5 ñâîáîäíûìè ïåðåìåííûìè è âûðàçèì
x1 = −4x4 − 2x5,

x2 = 0,

x3 = 3x4 + x5.

Âçÿâ x4 = 1, x5 = 0, ïîëó÷èì âåêòîð x⃗ = (−4, 0, 3, 1, 0). Âçÿâ x4 = 0, x5 = 1, ïîëó÷èì âåêòîð
y⃗ = (−2, 0, 1, 0, 1). Îíè ëèíåéíî íåçàâèñèìû (äîñòàòî÷íî ïîñìîòðåòü íà èõ ÷åòâåðòóþ è ïÿòóþ
êîîðäèíàòû) è îáðàçóþò áàçèñ â ïîäïðîñòðàíñòâå.
Îòâåò: x⃗ = (−4, 0, 3, 1, 0), y⃗ = (−2, 0, 1, 0, 1).

Çàäà÷à 8. Ïîäïðîñòðàíñòâî L àðèôìåòè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà R5 ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé îáîëî÷êîé,
íàòÿíóòîé íà âåêòîðà g1 = (1, 2, 0, 3, 1), g2 = (1, 0, 1, 2,−1), g3 = (0, 1, 1,−1, 1), g4 = (0, 1,−2, 2, 1).
Íàéäèòå ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, âñå ðåøåíèÿ êîòîðîé îáðàçóþò ïîäïðî-
ñòðàíîñòâî L.

Ðåøåíèå.

1. Ïóñòü âåêòîð x = (x1, x2, x3, x4, x5) ∈ L, òîãäà åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå α1g1 + α2g2 +
α3g3 + α4g4 = x. Ýòî ïðåäñòàâëåíèå â êîîðäèíàòàõ èìååò âèä

1 1 0 0 x1

2 0 1 1 x2

0 1 1 −2 x3

3 2 −1 2 x4

1 −1 1 1 x5

 .

Äàëåå, èñïîëüçóÿ ìåòîä Ãàóññà, ïðèâåäåì ïîëó÷åííóþ ìàòðèöó ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó:
1 1 0 0 x1

2 0 1 1 x2

0 1 1 −2 x3

3 2 −1 2 x4

1 −1 1 1 x5

⇒


1 1 0 0 x1

0 −2 1 1 x2 − 2x1

0 1 1 −2 x3

0 −1 −1 2 x4 − 3x3

0 −2 1 1 x5 − x1

⇒


1 1 0 0 x1

0 −2 1 1 x2 − 2x1

0 1 1 −2 x3

0 0 0 0 x3 + x4 − 3x1

0 0 0 0 x1 − x2 + x5

 .

Ïîëó÷àåì, ÷òî óñëîâèÿ íà êîîðäèíàòû àðèôìåòè÷åñêèõ âåêòîðîâ äàþò ñëåäóþùóþ ñèñòåìó
ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé:{

−3x1 + x3 + x4 = 0,

x1 − x2 + x5 = 0.

Çàìåòèì, ÷òî íèêàêèõ äîïîëíèòåëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ çàäàíèÿ ïîäïðîñòðàíñòâà L íå íóæíî.
Äåéñòâèòåëüíî, ðàíã ìàòðèöû, ñîñòàâëåííîé èç êîîðäèíàò âåêòîðîâ, îêàçàëñÿ ðàâåí 3 (÷èñëî
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ñòóïåíåê ïîñëå ïðèâåäåíèÿ ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó), ò.å. dimL = 3. Ìû ñîñòàâèëè ñèñòåìó èç
äâóõ íåçàâèñèìûõ óðàâíåíèé (íåçàâèñèìîñòü íàøèõ óðàâíåíèé î÷åâèäíà) íà ïÿòü íåèçâåñò-
íûõ. Âñïîìíèì êóðñ àëãåáðû � ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé áóäååò èìåòü ðàçìåðíîñòü 5 − 2 = 3.
Ïðîâåðêîé óáåæäàåìñÿ, ÷òî èñõîäíûå âåêòîðû óäîâëåòâîðÿþò ïîëó÷åííîé ñèñòåìå, ò.å. ïîä-
ïðîñòðàíñòâî L âõîäèò â ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû. Èç ñîâïàäåíèÿ ðàçìåðíîñòåé ñëåäóåò
òåïåðü ñîâïàäåíèå ïðîñòðàíñòâà L è ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé ñèñòåìû.

Îòâåò: {
−3x1 + x3 + x4 = 0,

x1 − x2 + x5 = 0.

Îïðåäåëåíèå 14. Îáîçíà÷èì Mn,m ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ìàòðèö ðàçìåðà n×m ñ êîìïëåêñ-
íûìè ýëåìåíòàìè.

Çàäà÷à 9. Óñòàíîâèòå, ÿâëÿþòñÿ ëè çàäàííûå ìíîæåñòâà ïîäïðîñòðàíñòâàìè ïðîñòðàíñòâà Mn,n,
n ≥ 2. Â ñëó÷àå ïîëîæèòåëüíîãî îòâåòà íàéäèòå áàçèñ è ðàçìåðíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâà.

1. Ìíîæåñòâî âñåõ ñèììåòðè÷åñêèõ êâàäðàòíûõ ìàòðèö ïîðÿäêà n, òî åñòü ìàòðèö, äëÿ êîòîðûõ
AT = A.

2. Ìíîæåñòâî âñåõ êîñîñèììåòðè÷åñêèõ êâàäðàòíûõ ìàòðèö ïîðÿäêà n, òî åñòü ìàòðèö, äëÿ
êîòîðûõ AT = −A.

3. Ìíîæåñòâî âñåõ êâàäðàòíûõ âûðîæäåííûõ ìàòðèö ïîðÿäêà n, òî åñòü ìàòðèö, äëÿ êîòîðûõ
detA = 0.

Ðåøåíèå.

1. Åñëè C = αA + βB, òî êàæäûé ýëåìåíò cij = αaij + βbij. Åñëè A è B ñèììåòðè÷åñêèå, òî
aij = aji è bij = bji, îòêóäà ïîëó÷àåì cij = cji. Èòàê, ýòî ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàí-
ñòâîì � íàéäåì áàçèñ â íåì. Ïîëîæèì Eij � ìàòðèöà, âñå ýëåìåíòû êîòîðîé ðàâíû íóëþ,
çà èñêëþ÷åíèåì eij = eji = 1. Èíäåêñû i, j áóäåì âûáèðàòü òàê, ÷òî 1 ≤ i ≤ j ≤ n. Òåïåðü
çàìåòèì, ÷òî ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ òàêèõ ìàòðèö ñ êîýôôèöèåíòàìè aij∑

1≤i≤j≤n

aijEij

êàê ðàç ðàâíà ñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöå ñ ýëåìåíòàìè aij, ò.å. ìû ïîñòðîèëè áàçèñ {Eij}1≤i≤j≤n.

Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî ÷èñëî ìàòðèö â áàçèñå ðàâíî
n(n+ 1)

2
.

2. Ïðè óìíîæåíèè ëþáîé êîñîñèììåòðè÷åñêîé êâàäðàòíîé ìàòðèöû ïîðÿäêà n íà ëþáîå ÷èñëî
ïîëó÷àåòñÿ òàêæå êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n. Åñëè AT = −A, òî
(cA)T = −cA; ñóììà äâóõ êîñîñèììåòðè÷åñêèõ êâàäðàòíûõ ìàòðèö ïîðÿäêà n òàêæå ÿâëÿ-
åòñÿ êîñîñèììåòðè÷åñêîé êâàäðàòíîé ìàòðèöåé ïîðÿäêà n. Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî âñåõ
êîñîñèììåòðè÷åñêèõ êâàäðàòíûõ ìàòðèö ïîðÿäêà n ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì ïðîñòðàíñòâà
Mn,n. Áàçèñ ñîñòàâëÿþò ìàòðèöû E ′

ij, ó êîòîðûõ âñå ýëåìåíòû íóëè, êðîìå e′ij = 1 è e′ji = −1.
Îòëè÷èå ñ ï 1) â òîì, ÷òî 1 ≤ i < j ≤ n (ò.å. èñêëþ÷àåòñÿ ñëó÷àé i = j). Äåéñòâèòåëüíî, ëåãêî
âèäåòü, ÷òî íà äèàãîíàëè êîñîèñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöû ñòîÿò íóëè. Çíà÷èò, ðàçìåðíîñòü

íàøåãî ïîäïðîñòðàíñòâà åñòü
n(n− 1)

2
.

3. Ñêëàäûâàÿ äâå âûðîæäåííûå ìàòðèöû, ëåãêî ìîæíî ïîëó÷èòü íåâûðîæäåííóþ (ïðèäóìàé-
òå, íàïðèìåð, äâå âûðîæäåííûå n × n ìàòðèöû, ñóììà êîòîðûõ ðàâíà åäèíè÷íîé). Èòàê,
óêàçàííîå ìíîæåñòâî íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì.
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Îòâåò: 1) ÿâëÿåòñÿ, áàçèñ: {Eij}, 1 ≤ i ≤ j ≤ n, ãäå Eij � ìàòðèöà, âñå ýëåìåíòû êîòîðîé

ðàâíû íóëþ, çà èñêëþ÷åíèåì eij = eji = 1; ðàçìåðíîñòü ðàâíà
n(n+ 1)

2
; 2) ÿâëÿåòñÿ, áàçèñ: {E ′

ij},
1 ≤ i < j ≤ n, ãäå E ′

ij � ìàòðèöû, ó êîòîðûõ âñå ýëåìåíòû íóëè, êðîìå e′ij = 1 è e′ji = −1;

ðàçìåðíîñòü ðàâíà
n(n− 1)

2
; 3) íå ÿâëÿåòñÿ.

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ.

1. Äëÿ êàæäîãî èç ñëåäóþùèõ ìíîæåñòâ âåêòîðîâ íà ïëîñêîñòè îïðåäåëèòå, ÿâëÿåòñÿ ëè îíî
ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì îòíîñèòåëüíî ñòàíäàðòíûõ îïåðàöèé ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ è óìíî-
æåíèÿ âåêòîðà íà ÷èñëî (åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå, òî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âñå âåêòîðû
îòëîæåíû îò ôèêñèðîâàííîé òî÷êè O ïëîñêîñòè, ÿâëÿþùåéñÿ íà÷àëîì ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòå-
ìû êîîðäèíàò).
1) Âñå âåêòîðû, êîíöû êîòîðûõ ëåæàò íà äàííîé ïðÿìîé.
2) Âñå âåêòîðû, íà÷àëà è êîíöû êîòîðûõ ëåæàò íà äàííîé ïðÿìîé.
3) Âñå âåêòîðû, êîíöû êîòîðûõ íå ëåæàò íà äàííîé ïðÿìîé.
4) Âñå âåêòîðû, êîíöû êîòîðûõ ëåæàò: à) â ïåðâîé ÷åòâåðòè ñèñòåìû êîîðäèíàò; á) â ïåðâîé
èëè òðåòüåé ÷åòâåðòè.
5) Âñå âåêòîðû, êîòîðûå îáðàçóþò ñ äàííûì íåíóëåâûì âåêòîðîì a⃗ çàäàííûé óãîë φ, 0 ≤
φ < π.

2. Îïðåäåëèòå, ÿâëÿåòñÿ ëè ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì ìíîæåñòâî
à) Z öåëûõ ÷èñåë,
á) Q ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë,
â) R âåùåñòâåííûõ ÷èñåë
îòíîñèòåëüíî ñòàíäàðòíûõ îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ÷èñåë.

3. Ïóñòü x, y, z � ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ. Áóäóò ëè ëèíåéíî íåçàâèñèìû ñëå-
äóþùèå ñèñòåìû âåêòîðîâ:
à) x, x+ y, x+ y + z;
á) x+ y, y + z, z + x;
â) x− y, y − z, z − x?

4. Äîïîëíèòå ñèñòåìó t5 + t4, t5 − 3t3, t5 + 2t2, t5 − t äî áàçèñà ïðîñòðàíñòâà P5 ìíîãî÷ëåíîâ
ñòåïåíè íå âûøå 5.

5. Îáðàçóþò ëè ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà V2 âñåõ ãåîìåòðè÷åñêèõ âåêòîðîâ ïëîñ-
êîñòè âñå âåêòîðû ïëîñêîñòè,
à) êàæäûé èç êîòîðûõ ëåæèò íà îäíîé èç îñåé êîîðäèíàò Ox è Oy;
á) êîíöû êîòîðîé ëåæàò íà äàííîé ïðÿìîé (íà÷àëà ïðåäïîëàãàþòñÿ ñîâïàäàþùèìè ñ íà÷àëîì
êîîðäèíàò);
â) íà÷àëà è êîíöû êîòîðûõ ëåæàò íà äàííîé ïðÿìîé;
ã) êîíöû êîòîðûõ ëåæàò â ïåðâîé ÷åòâåðòè ñèñòåìû êîîðäèíàò; ä) êîíöû êîòîðûõ ëåæàò â
ïåðâîé èëè òðåòüåé ÷åòâåðòè?

6. Íàéäèòå áàçèñ è ðàçìåðíîñòü ëèíåéíîé îáîëî÷êè âåêòîðîâ a⃗1 = (1, 0, 0,−1), a⃗2 = (2, 1, 1, 0),
a⃗3 = (1, 1, 1, 1), a⃗4 = (1, 2, 3, 4) è a⃗5 = (0, 1, 2, 3).

Îòâåòû: 1. 1) Äà, åñëè ïðÿìàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò. 2) Äà. 3) Íåò. 4) à), á) Íåò. 5)
Íåò.
2. à), á) Íåò. â) Äà.
3. à), á) Äà. â) Íåò.
4. à) Íåò. á) Òîëüêî åñëè ïðÿìàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò. â) Äà. ã) Íåò. ä) Íåò.
5. Ðàçìåðíîñòü ðàâíà 3, áàçèñ ñîñòàâëÿþò, íàïðèìåð, âåêòîðû a⃗1, a⃗2, a⃗4.
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Çàíÿòèå 2

Åñòü äâå îïåðàöèè, êîòîðûå ÷àñòî ïðèõîäèòñÿ âûïîëíÿòü íàä ïîäïðîñòðàíñòâàìè.

Îïðåäåëåíèå 15. Ïóñòü M è N � äâà ëèíåéíûõ ïîäïðîñòðàíñòâà â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå
V. Èõ ëèíåéíîé ñóììîé íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

X = M +N = {x⃗ = x⃗1 + x⃗2 : x⃗1 ∈ M, x⃗2 ∈ N}.

Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè x⃗ = x⃗1 + x⃗2 ∈ X è y⃗ = y⃗1 + y⃗2 ∈ X, ãäå x⃗1, y⃗1 ∈ X1, à x⃗2, y⃗2 ∈ X2, òî è
ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ

αx⃗+ βy⃗ = (αx⃗1 + βy⃗1) + (αx⃗2 + βy⃗2) = z⃗1 + z⃗2,

ãäå z⃗1 = αx⃗1 + βy⃗1 ∈ M , à z⃗2 = αx⃗2 + βy⃗2 ∈ N .
Òàêèì îáðàçîì, ñóììà äâóõ ëèíåéíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ âíîâü åñòü ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî.

Îïðåäåëåíèå 16. Ïåðåñå÷åíèåì ëèíåéíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ M è N íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

M ∩N = {x⃗ ∈ V | x⃗ ∈ M è x⃗ ∈ N}.

Î÷åâèäíî, ÷òî M ∩N � ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà V.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü M , N � ïîäïðîñòðàíñòâà ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà V. Òîãäà

dim(M +N) = dimM + dimN − dim(M ∩N).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü dimM = m, dimN = n, dimM ∩ N = l. Íàéäåì áàçèñ èç m + n − l
âåêòîðîâ â ïðîñòðàíñòâåM+N . Ïóñòü {x⃗1, x⃗2, . . . , x⃗l} � áàçèñ â ïðîñòðàíñòâåM∩N . Äîïîëíèì åãî
âåêòîðàìè y⃗1, . . . , y⃗m−l äî áàçèñà ïðîñòðàíñòâà M , à âåêòîðàìè z⃗1, . . . , z⃗n−l äî áàçèñà ïðîñòðàíñòâà
N . Ðàññìîòðèì ñèñòåìó E = {x1, x2, . . . , xl, y⃗1, . . . , y⃗m−l, z⃗1, . . . , z⃗n−l} è ïîêàæåì, ÷òî îíà îáðàçóåò
áàçèñ ïðîñòðàíñòâà M +N .

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé âåêòîð x⃗ ∈ M + N . Åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå x⃗ = y⃗ + z⃗, ãäå
y⃗ ∈ M , z⃗ ∈ N . Ðàçëîæèì âåêòîðû y⃗ è z⃗ ïî áàçèñàì ïîäïðîñòðàíñòâ M è N ñîîòâåòñòâåííî:

y⃗ = α1x⃗1 + . . .+ αlx⃗l + αl+1y⃗1 + . . .+ αmy⃗m−l, z⃗ = β1x⃗1 + . . .+ βlx⃗l + βl+1z⃗1 + . . .+ βnz⃗n−l.

Òîãäà

x⃗ = (α1 + β1)x⃗1 + . . .+ (αl + βl)x⃗l + αl+1y⃗1 + . . .+ αmy⃗m−l + βl+1z⃗1 + . . .+ βnz⃗n−l,

òî åñòü ëþáîé âåêòîð ïðîñòðàíñòâà M +N ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè âåê-
òîðîâ ñèñòåìû E .

Îñòàëîñü ïðîâåðèòü, ÷òî ñèñòåìà E ëèíåéíî íåçàâèñèìà. Äëÿ ýòîãî ïðåäñòàâèì âåêòîð 0⃗ ∈
M +N â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè âåêòîðîâ ñèñòåìû E :

0⃗ = λ1x⃗1 + . . .+ λlx⃗l + µ1y⃗1 + . . .+ µm−ly⃗m−l + ν1z⃗1 + . . .+ νn−lz⃗n−l. (4)

Îáîçíà÷èì h⃗ = λ1x⃗1 + . . . + λlx⃗l + µ1y⃗1 + . . . + µm−ly⃗m−l. Òîãäà h⃗ ∈ M . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç (4)

ñëåäóåò, ÷òî h⃗ = −(βl+1z⃗1 + . . . + βnz⃗n−l), çíà÷èò, h⃗ ∈ N . Ñëåäîâàòåëüíî, h⃗ ∈ M ∩ N . Òîãäà ýòîò
âåêòîð äîëæåí ðàñêëàäûâàòüñÿ ïî ñèñòåìå {x⃗1, x⃗2, . . . , x⃗l}, òî åñòü

h⃗ = ω1x⃗1 + . . .+ ωlx⃗l = ω1x⃗1 + . . .+ ωlx⃗l + 0 · y⃗1 + . . .+ 0 · y⃗m−l.

Â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ðàçëîæåíèÿ ïî áàçèñó îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî λ1 = ω1, ... , λl = ωl, µ1 = 0,
... , µm−l = 0. Çíà÷èò, ðàâåíñòâî (4) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

0⃗ = λ1x⃗1 + . . .+ λlx⃗l + ν1z⃗1 + . . .+ νn−lz⃗n−l.

Íî ñèñòåìà {x1, x2, . . . , xl, z⃗1, . . . , z⃗n−l} ëèíåéíî íåçàâèñèìà (òàê êàê ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì ïðîñòðàíñòâà
N), ñëåäîâàòåëüíî, λ1 = 0, ... , λl = 0, ν1 = 0, ... , νn−l = 0. Ïîëó÷èëè, ÷òî âñå êîýôôèöèåíòû â
ñîîòíîøåíèè (4) ðàâíû íóëþ, ÷òî è îçíà÷àåò ëèíåéíóþ íåçàâèñèìîñòü ñèñòåìû E .
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Îïðåäåëåíèå 17. Ñóììà M +N ïîäïðîñòðàíñòâ ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà V íàçûâàåòñÿ ïðÿ-
ìîé, åñëè èõ ïåðåñå÷åíèå M ∩N = {0}. Â ýòîì ñëó÷àå ïèøóò M ⊕N .

Òåîðåìà 5. Ïóñòü V � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, M è N � åãî ëèíåéíûå ïîäïðîñòðàíñòâà;
V = M +N . Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:
à) V = M ⊕N ;
á) ëþáîé âåêòîð x⃗ ∈ V îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû x⃗ = y⃗ + z⃗, ãäå y⃗ ∈ M , z⃗ ∈ N ;
â) íàéäåòñÿ âåêòîð x⃗ ∈ V, êîòîðûé îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû x⃗ = y⃗ + z⃗, ãäå
y⃗ ∈ M , z⃗ ∈ N ;
ã) íóëåâîé âåêòîð îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû âåêòîðîâ èç M è èç N ;
ä) åñëè E1 � áàçèñ â M , à E2 � áàçèñ â N , òî E1 ∪ E2 � áàçèñ â V;
å) dimV = dimM + dimN .

Äîêàçàòåëüñòâî. à)⇒ á). Èç îïðåäåëåíèÿ ñóììû ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî ëþáîé
âåêòîð x⃗ ∈ V ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå y⃗ + z⃗, ãäå y⃗ ∈ M , z⃗ ∈ N . Äîêàæåì åäèíñòâåííîñòü
òàêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåêîòîðûé âåêòîð x⃗ ∈ V ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí äâóìÿ
ðàçíûìè ñïîñîáàìè: x⃗ = y⃗1 + z⃗1 è x⃗ = y⃗2 + z⃗2, ãäå y⃗1, y⃗2 ∈ M , z⃗1, z⃗2 ∈ N , y⃗1 ̸= y⃗2, z⃗1 ̸= z⃗2. Òîãäà
y⃗1 − y⃗2 = z⃗2 − z⃗1. Îáîçíà÷èì h⃗ = y⃗1 − y⃗2 = z⃗2 − z⃗1. Ïîëó÷èì, ÷òî h⃗ ̸= 0, h⃗ ∈ M ∩N . Ïðîòèâîðå÷èå
ñ òåì, ÷òî V = M ⊕N .
Èìïëèêàöèÿ á) ⇒ â) î÷åâèäíà.
â) ⇒ ã). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî 0⃗ = y⃗1 + z⃗1 = y⃗2 + z⃗2, ãäå y⃗1, y⃗2 ∈ M , z⃗1, z⃗2 ∈ N , y⃗1 ̸= y⃗2, z⃗1 ̸= z⃗2. Òîãäà

âåêòîð h⃗ = y⃗1 − y⃗2 = z⃗2 − z⃗1 ̸= 0, h⃗ ∈ M ∩ N . Çíà÷èò, ëþáîé âåêòîð x⃗ ∈ V, ïðåäñòàâèìûé â âèäå
x⃗ = y⃗ + z⃗, ãäå y⃗ ∈ M , z⃗ ∈ N , ìîæåò áûòü òàêæå ïðåäñòàâëåí â âèäå x⃗ = (y⃗ + h⃗) + (z⃗ + h⃗), ãäå

y⃗ + h⃗ ∈ M , z⃗ + h⃗ ∈ N . Ïðîòèâîðå÷èå.
ã) ⇒ ä). Ïóñòü E1 = {y⃗1, y⃗2, . . . , y⃗m} � áàçèñ â M , à E2 = {z⃗1, z⃗2, . . . , z⃗n} � áàçèñ â N . Ïîñêîëüêó
V = M +N , òî ñèñòåìà E1 ∪ E2 ïîðîæäàåò âñå ïðîñòðàíñòâî V. Íóæíî äîêàçàòü, ÷òî îíà ëèíåéíî
íåçàâèñèìà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê. Òîãäà íàéäóòñÿ òàêèå ÷èñëà α1, . . . , αm, β1, . . . , βn, íå
âñå ðàâíûå íóëþ, ÷òî

α1y⃗1 + . . .+ αmy⃗m + β1z⃗1 + . . .+ βnz⃗n = 0.

Îáîçíà÷èì y⃗ = α1y⃗1 + . . . + αmy⃗m ∈ M , z⃗ = β1z⃗1 + . . . + βnz⃗n ∈ N . Òîãäà èìååì: y⃗ + z⃗ = 0, îòêóäà
y⃗ = z⃗ = 0 (ïîñêîëüêó íóëåâîé âåêòîð èìååò åäèíñòâåííîå ïðåäñòàâëåíèå). Íî ñèñòåìû E1 è E2
ëèíåéíî íåçàâèñèìû, ñëåäîâàòåëüíî, èç ðàâåíñòâ α1y⃗1 + . . . + αmy⃗m = 0, β1z⃗1 + . . . + βnz⃗n = 0
âûòåêàåò α1 = . . . = αm = 0, β1 = . . . = βn = 0. Ïðîòèâîðå÷èå.
ä) ⇒ å). Ñðàçó ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ðàçìåðíîñòè ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà.
å) ⇒ à). Ñëåäóåò èç òåîðåìû 4.

Áàçèñ ñóììû äâóõ ïîäïðîñòðàíñòâ ìîæíî èñêàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:
1. Íàéòè ëèíåéíûå áàçèñû {y⃗1, . . . , y⃗m} è {z⃗1, . . . , z⃗n} â M è N .
2. Îáúåäèíèòü ýòè âåêòîðû â åäèíóþ ñèñòåìó, à çàòåì ñôîðìèðîâàòü íà îñíîâå ýòîé ñèñòåìû
èñêîìûé áàçèñ. Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ýòîãî íàäî ñîñòàâèòü ìàòðèöó èç âåêòîðîâ ñèñòåìû è ïðèâå-
ñòè åå ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó. Îòâåòîì áóäóò ñòðîêè ôèíàëüíîé
ìàòðèöû.

Çàäà÷à 10. Ïåðâîå ïîäïðîñòðàíñòâî M = Lin{(1, 0, 1, 0), (0, 1, 0, 1)}, à âòîðîå ïîäïðîñòðàíñòâî
N = Lin{(1, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 1)}. Íàéäèòå áàçèñ â ñóììå ïîäïðîñòðàíñòâ. ßâëÿåòñÿ ëè ñóììà M +N
ïðÿìîé?

Ðåøåíèå. Î÷åâèäíî, ÷òî âåêòîðû, çàäàþùèå M ëèíåéíî íåçàâèñèìû, ò.å. ÿâëÿþòñÿ áàçèñîì
â M . Àíàëîãè÷íî äëÿ ïîäïðîñòðàíñòâà N .2 Ñîñòàâèì ìàòðèöó èç êîîðäèíàò âåêòîðîâ (âåêòîðà

2Ýòè ôàêòû ìîæíî áûëî è íå îòìå÷àòü � àëãîðèòì ïîèñêà áàçèñà â M + N ñðàáîòàåò è òîãäà, êîãäà ïîäïðî-
ñòðàíñòâà çàäàíû êàê ëèíåéíûå îáîëî÷êè ëèíåéíî çàâèñèìûõ ñèñòåì. Ïðè ïðèâåäåíèè ìàòðèöû ê ñòóïåí÷àòîìó
âèäó ¾ëèøíèå âåêòîðà¿ âñå ðàâíî ïðåâðàòÿòñÿ â íóëåâûå ñòðî÷êè è ïðîïàäóò.
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çàïèñûâàåì ïî ñòðîêàì) è ïðèâåäåì åå ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó
1 0 1 0
0 1 0 1
1 1 0 0
0 0 1 1

 ∼


1 0 1 0
0 1 0 1
0 1 −1 0
0 0 1 1

 ∼


1 0 1 0
0 1 0 1
0 0 −1 −1
0 0 1 1

 ∼

1 0 1 0
0 1 0 1
0 0 1 1

 .

Ïîëó÷èëè áàçèñ âM+N èç âåêòîðîâ x⃗ = (1, 0, 1, 0), y⃗ = (0, 1, 0, 1) è z⃗ = (0, 0, 1, 1). Òàêèì îîáðàçîì,
dim(M +N) = 3 ̸= dimM + dimN = 2 + 2 = 4, ò.å. ñóììà M +N íå ïðÿìàÿ.
Îòâåò: áàçèñ â M +N � ýòî x⃗ = (1, 0, 1, 0), y⃗ = (0, 1, 0, 1) è z⃗ = (0, 0, 1, 1), ñóììà M +N íå ïðÿìàÿ.

Çàäà÷à 11. Äàíî äâà ïîäïðîñòðàíñòâà: M , çàäàííîå ñèñòåìîé óðàâíåíèé

{
x1 − x2 + 2x3 = 0,

x1 + x2 + x3 = 0,

è N , çàäàííîå ñèñòåìîé óðàâíåíèé

{
2x1 − x2 + 2x3 = 0,

x1 + x2 − x3 = 0.
Íàéäèòå áàçèñ ëèíåéíîãî ïîäïðîñòðàí-

ñòâà M +N . ßâëÿåòñÿ ëè ñóììà ïîäïðîñòðàíñòâ ïðÿìîé?

Ðåøåíèå. Íàéä¼ì áàçèñ M . {
x1 = x2 − 2x3,

x3 = 2x2,

Âçÿâ x2 = 1, ïîëó÷èì âåêòîð y⃗1 = (−3, 1, 2). Ýòî áàçèñ â ïîäïðîñòðàíñòâå M . Íàéä¼ì áàçèñ N .{
x2 = 2x1 + 2x3,

x3 = −3x1

Âçÿâ x1 = 1, ïîëó÷èì âåêòîð z⃗1 = (1,−4,−3). Ýòî áàçèñ â ïîäïðîñòðàíñòâå N . Îáúåäèíèì âåêòîðà

â åäèíóþ ñèñòåìó.

(
y⃗1
z⃗1

)
=

(
−3 1 2
1 −4 −3

)
. Ïðèâåä¼ì ýòó ìàòðèöó ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó.(

−3 1 2
1 −4 −3

)
∼
(
1 −4 −3
0 −11 −7.

)
Áàçèñ ïðîñòðàíñòâà M + N � ýòî x⃗1 = (1,−4,−3) è x⃗2 = (0,−11,−7). Òàêèì îáðàçîì, dimM =
dimN = 1, à dim(M +N) = 2, ò.å. ñóììà ïîäïðîñòðàíñòâ ïðÿìàÿ.
Îòâåò: x⃗1 = (1,−4,−3), x⃗2 = (0,−11,−7), ñóììà ïîäïðîñòðàíñòâ ïðÿìàÿ.

Áàçèñ ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ïîäïðîñòðàíñòâ ìîæíî èñêàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:
1. Íàéòè ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, îïðåäåëÿþùèå M è N .
2. Îáúåäèíèòü ýòè ñèñòåìû â åäèíóþ ñèñòåìó è ðåøèòü åå ìåòîäîì Ãàóññà. Íàéäåííàÿ ôóíäàìåí-
òàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì â ïåðåñå÷åíèè M ∩N

Çàäà÷à 12. Ïîäïðîñòðàíñòâî M = Lin{a⃗1, a⃗2, a⃗3}, ãäå âåêòîðû ðàâíû a⃗1 = (1, 2, 1), a⃗2 = (1, 1,−1),

a⃗3 = (1, 3, 3). Ïîäïðîñòðàíñòâî N = Lin{⃗b1, b⃗2, b⃗3}, ãäå âåêòîðû ðàâíû b⃗1 = (1, 2, 2), b⃗2 = (2, 3,−1),

b⃗3 = (1, 1,−3). Íàéäèòå áàçèñ â ñóììå M +N è â ïåðåñå÷åíèè M ∩N .

Ðåøåíèå. Äëÿ ñóììû M + N îáúåäèíèì âåêòîðû â ìàòðèöó


1 2 1
1 1 −1
1 3 3
1 2 2
2 3 −1

 Ïðèâåä¼ì ê

ñòóïåí÷àòîìó âèäó. 
1 2 1
1 1 −1
1 3 3
1 2 2
2 3 −1

 ∼


1 1 −1
0 1 2
0 2 4
0 1 3
0 1 1

 ∼


1 1 −1
0 1 1
0 0 1
0 0 0
0 0 0

 .
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Âîçüìåì íåíóëåâûå ñòðîêè ôèíàëüíîé ìàòðèöû, ïîëó÷èì áàçèñíûå âåêòîðû

u⃗1 = (1, 1,−1), u⃗2 = (0, 1, 1), u⃗3 = (0, 0, 1).

Äëÿ ïîèñêà áàçèñà ïåðåñå÷åíèÿ íåîáõîäèìî âíà÷àëå çàäàòü M è N ñèñòåìîé óðàâíåíèé. ×òîáû
ñîñòàâèòü ñèñòåìó, çàäàþùóþ M , íàéäåì åå êîýôôèöèåíòû c1, c2, c3. Ïîñêîëüêó ñèñòåìå äîëæíû
óäîâëåòâîðÿòü âñå òðè âåêòîðà a⃗1, a⃗2 è a⃗3, òî ïîëó÷àåì ñèñòåìó

c1 + 2c2 + c3 = 0,

c1 + c2 − c3 = 0,

c1 + 3c2 + 3c3 = 0,

⇐⇒


c1 + 2c2 + c3 = 0,

−c2 − 2c3 = 0,

c2 + 2c3 = 0,

⇐⇒

{
c1 = 3c3,

c2 = −2c3.

Âçÿâ c3 = 1, ïîëó÷àåì ðåøåíèå c1 = 3, c2 = −2, c3 = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîäïðîñòðàíñòâî M
çàäàåòñÿ îäíèì óðàâíåíèåì 3x1 − 2x2 + x3 = 0. ×òîáû ñîñòàâèòü ñèñòåìó, çàäàþùóþ N , íàéäåì åå
êîýôôèöèåíòû d1, d2, d3. Ïîñêîëüêó ñèñòåìå äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü âñå òðè âåêòîðà b⃗1, b⃗2 è b⃗3, òî
ïîëó÷àåì ñèñòåìó

d1 + 2d2 + 2d3 = 0,

2d1 + 3d2 − d3 = 0,

d1 + d2 − 3d3 = 0,

⇐⇒


d1 + 2d2 + 2d3 = 0,

d2 + 5d3 = 0,

d2 + 5d3 = 0,

⇐⇒

{
d1 = 3d3,

d2 = −5d3.

Âçÿâ d3 = 1, ïîëó÷àåì ðåøåíèå d1 = 3, d2 = −5, d3 = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîäïðîñòðàíñòâî N
çàäàåòñÿ îäíèì óðàâíåíèåì 3x1 − 5x2 + x3 = 0.
Äëÿ ïîèñêà áàçèñà ïîäïðîñòðàíñòâà M ∩N ñîñòàâèì ñèñòåìó óðàâíåíèé èç ñèñòåìû çàäàþùåé M
(óðàâíåíèå 3x1−2x2+x3 = 0) è ñèñòåìû, çàäàþùåé N . Òåïåðü ðåøèì ýòó ñèñòåìó ìåòîäîì Ãàóññà(

3 −2 1
3 −5 1

)
∼
(
3 −2 1
0 1 0

)
.

Ðåøåíèåì ÿâëÿþòñÿ âåêòîðû v⃗1 = (t, 0,−3t), t ∈ R, ò.å. áàçèñ ïîäïðîñòðàíñòâà M ∩ N � âåêòîð
v⃗ = (1, 0,−3).
Îòâåò: áàçèñ ñóììû: u⃗1 = (1, 1,−1), u⃗2 = (0, 1, 1), u⃗3 = (0, 0, 1); áàçèñ ïåðåñå÷åíèÿ: v⃗ = (1, 0,−3).

Çàäà÷à 13. Â ïðîñòðàíñòâå V = Mn,n êâàäðàòíûõ ìàòðèö âçÿëè ïîäïðîñòðàíñòâî M âñåõ ñèì-
ìåòðè÷åñêèõ ìàòðèö è ïîäïðîñòðàíñòâî N âñåõ êîñîñèììåòðè÷åñêèõ ìàòðèö. Âåðíî ëè, ÷òî V =
M ⊕N?

Ðåøåíèå. Åñëè äàíà ìàòðèöà A = (ai,j)
n
i, j=1, òî ìû âñåãäà ìîæåì çàäàòü bi,j =

1
2
(ai,j + aj,i) è

ci,j =
1
2
(ai,j−aj,i). Òîãäà, ñ îäíîé ñòîðîíû, ai,j = bi,j+ci,j, à ñäðóãîé ñòîðîíû, bj,i = bi,j, è cj,i = −ci,j.

Ìû ïðåäñòàâèëè ïðîèçâîëüíóþ ìàòðèöó â âèäå ñóììû ñèììåòðè÷åñêîé è êîñîñèììåòðè÷åñêîé, ò.å.
V = M +N .
Âñïîìíèì, ÷òî dimM = n(n + 1)/2, dimN = n(n − 1)/2, à dimV = n2 (êñòàòè, ïî÷åìó?). Çíà÷èò,
dim(M +N) = dimM + dimN , ò.å. íàøà ñóììà ïðÿìàÿ.
Îòâåò: äà.

Îïðåäåëåíèå 18. Ïóñòü â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå V çàäàíî ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâîM ̸= V.
Ëþáîå ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî N òàêîå, ÷òî V = M ⊕N íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì äîïîëíåíèåì
M . Äëÿ M = V ëèíåéíûì äîïîëíåíèåì ñ÷èòàåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâî N = {⃗0}.

Äëÿ M = {⃗0} åäèíñòâåííîå ëèíåéíîå äîïîëíåíèå � âñå ïðîñòðàíñòâî, ò.å. N = V. Çàìåòèì, ÷òî
â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ëèíåéíîå äîïîëíåíèå åñòü âñåãäà � äîñòàòî÷íî âçÿòü áàçèñ â M è
ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì äîïîëíèòü åãî äî áàçèñà â V. Ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà äîáàâëåííûõ âåêòîðîâ
� è åñòü N (ïîäóìàéòå, ïî÷åìó?).

Ìîæíî ïðåäëîæèòü ñëåäóþùèé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ëèíåéíîãî äîïîëíåíèÿ:
1. Âçÿòü ïðîèçâîëüíóþ ñèñòåìó, ïîðîæäàþùóþ M .
2. Çàïèñàòü êîîðäèíàòû ýòèõ âåêòîðîâ â ìàòðèöó è ïðèâåñòè åå ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó.
3. Óäàëèòü íóëåâûå ñòðîêè è äîïîëíèòü ìàòðèöó ñòðîêàìè òàê, ÷òîáû ïîëó÷èëàñü âåðõíåòðåóãîëü-
íàÿ ìàòðèöà ñ íåíóëåâîé äèàãîíàëüþ. Äîáàâëåííûå ñòðîêè ñîñòàâëÿþò áàçèñ â N .
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Çàäà÷à 14. Â R5 íàéäèòå ëèíåéíîå äîïîëíåíèå ïîäïðîñòðàíñòâà M , çàäàííîãî ñèñòåìîé óðàâíå-
íèé 

x1 − x3 + x5 = 0,

x1 + x2 + x4 = 0,

x1 + 2x2 − x3 + 2x5 = 0.

Ðåøåíèå. Âíà÷àëå ðåøèì ñèñòåìó, ïðèâåäÿ ìàòðèöó ñèñòåìû ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó1 0 −1 0 1
1 1 0 1 0
1 2 −1 0 2

 ∼

1 0 −1 0 1
0 1 1 1 −1
0 2 0 0 1

 ∼

1 0 −1 0 1
0 1 1 1 −1
0 0 −2 −2 3

 .

Âûáèðàÿ x4 = t, x5 = 2s ñâîáîäíûìè ïåðåìåííûìè, ïîëó÷èì x3 = −t + 3s, x2 = 5s, x1 = −t − s.
Âûáèðàÿ (t, s) = (1, 0) è (t, s) = (0, 1), íàõîäèì áàçèñ â M : x⃗ = (−1, 0,−1, 1, 0), y⃗ = (−1, 5, 3, 0, 2).
Ïðèìåíèì íàø àëãîðèòì: ñîñòàâèì ìàòðèöó è ïðèâåäåì åå ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó(

−1 0 −1 1 0
−1 5 3 0 2

)
∼
(
−1 0 −1 1 0
0 5 4 −1 2

)
.

Äîïîëíèì ýòó ìàòðèöó äî âåðõíåòðåóãîëüíîé
−1 0 −1 1 0
0 5 4 −1 2
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1.


Îòâåò: N = Lin{(0, 0, 1, 0, 0), (0, 0, 0, 1, 0), (0, 0, 0, 0, 1)}.
Â áåñêîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ëèíåéíîå äîïîëíåíèå òîæå âñåãäà ñóùåñòâóåò, íî äîêàçàòåëü-
ñòâî ýòîãî ôàêòà íå òðèâèàëüíî, à îáùåãî àëãîðèòìà åãî ïîñòðîåíèÿ íåò.

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ.

1. Äîïîëíèòå ñèñòåìó t5 + t4, t5 − 3t3, t5 + 2t2, t5 − t äî áàçèñà ïðîñòðàíñòâà P5 ìíîãî÷ëåíîâ
ñòåïåíè íå âûøå 5.

2. Íàéäèòå áàçèñû ñóììû è ïåðåñå÷åíèÿ ïîäïðîñòðàíñòâ X = Lin{a⃗j} è Y = Lin{⃗bj}, åñëè
à) a⃗1 = (1, 2, 1), a⃗2 = (1, 1,−1), a⃗3 = (1, 3, 3), b⃗1 = (1, 2, 2), b⃗2 = (2, 3,−1), b⃗3 = (1, 1,−3);

á) a⃗1 = (1, 2, 1, 0), a⃗2 = (−1, 1, 1, 1), b⃗1 = (2,−1, 0, 1), b⃗2 = (1,−1, 3, 7).

3. Íàéäèòå áàçèñû ñóììû è ïåðåñå÷åíèÿ ïîäïðîñòðàíñòâ, çàäàííûõ ñèñòåìàìè óðàâíåíèé

M :

{
x1 + x3 + x4 − x5 = 0,

x2 − x4 = 0
, N :

{
x3 + 2x4 = 0,

x1 − x2 − x5 = 0

4. Íàéäèòå áàçèñû ñóììû è ïåðåñå÷åíèÿ ïîäïðîñòðàíñòâ

M = Lin{(1, 2,−2, 2, 1), (2, 4,−5, 4, 1), (2, 3,−3, 3, 2)}, N :

{
x3 + 2x4 = 0,

x1 − x2 = x5 = 0.

5. Íàéäèòå ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, çàäàþùóþ ñèñòåìó âåêòîðîâ:
{(1,−1, 1, 0), (1, 1, 0, 1), (2, 0, 1, 1)}. Äîïîëíèòå ïîäïðîñòðàíñòâî, íàòÿíóòîå íà äàííûå âåêòîðà,
äî âñåãî ïðîñòðàíñòâà.
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Îòâåòû: 1. Íàïðèìåð, t5 è t5 − 1.
2. à) Áàçèñ ñóììû {a⃗1, a⃗2, b⃗1}, áàçèñ ïåðåñå÷åíèÿ {(3, 5, 1)}. á) Áàçèñ ñóììû {a⃗1, a⃗2, b⃗1}, áàçèñ ïåðå-
ñå÷åíèÿ {(5,−2,−3,−4)}.
3. Áàçèñ ñóììû, íàïðèìåð {(1, 0, 0, 0, 1), (1, 1,−2, 1, 0), (0, 1,−1, 1, 0), (0, 0,−2, 1, 0)}. Áàçèñ ïåðå-
ñå÷åíèÿ, íàïðèìåð {(1, 0, 0, 0, 1), (1, 1,−2, 1, 0)}.
4. Áàçèñ ñóììû: ëþáîé áàçèñ â R5, íàïðèìåð, ñòàíäàðòíûé. Áàçèñ ïåðåñå÷åíèÿ, {(1, 1,−2, 1, 0)}.
5. Íàïðèìåð, x1 − x3 − x4 = 0, x2 + x3 − x4 = 0. Äîïîëíåíèå N = Lin{(1, 0,−1,−1), (0, 1, 1,−1)}.
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2 Ëèíåéíûå îïåðàòîðû

Çàíÿòèå 3

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ ëèíåéíûìè ïðîñòðàíñòâàìè, ÷àñòî ïðèõîäèòñÿ ðàáîòàòü ñ ðàç-
ëè÷íûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ïðîñòðàíñòâ. Íàèáîëåå ïðîñòûìè ñðåäè íèõ ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûå ïðå-
îáðàçîâàíèÿ, òî åñòü ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïðè êîòîðûõ îáðàç ëèíåéíîé êîìáèíàöèè âåêòîðîâ ÿâëÿåòñÿ
ñîîòâåòñòâóþùåé ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé èõ îáðàçîâ. Ê òàêèì ïðåîáðàçîâàíèÿì îòíîñÿòñÿ, íàïðè-
ìåð, ñäâèãè, ïîâîðîòû, çåðêàëüíûå îòðàæåíèÿ, ïðîåêöèè. Âñå ýòî ïðèâîäèò ê ïîíÿòèþ ëèíåéíîãî
îïåðàòîðà.

Îïðåäåëåíèå 19. Ëèíåéíûì îïåðàòîðîì, äåéñòâóþùèì â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå V, íàçûâà-
åòñÿ âñÿêîå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå A : V → V ýòîãî ïðîñòðàíñòâà â ñåáÿ.

Ðåçóëüòàò äåéñòâèÿ îïåðàòîðà A íà âåêòîð x⃗ ∈ V áóäåì îáîçíà÷àòü Ax⃗ (áåç ñêîáîê).

Îïðåäåëåíèå 20. Ïóñòü â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå V çàäàí áàçèñ E = {e⃗1, . . . , e⃗n}. Äëÿ îïåðà-
òîðà A : V → V ðàçëîæèì êàæäûé âåêòîð Ae⃗j ïî áàçèñó: Ae⃗j = a1j e⃗1 + . . . + anj e⃗n, j = 1, . . . , n.
Ìàòðèöà

A =

a11 . . . a1n
...

. . .
...

an1 . . . ann

 ,

â j−îì ñòîëáöå êîòîðîé ñòîÿò êîîðäèíàòû âåêòîðà Ae⃗j, íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé îïåðàòîðà A â
áàçèñå E. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ êàæäîãî j:

Ae⃗j =


a11 a12 . . . a1n
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
an1 an2 . . . ann





0
...
0
1
0
...
0


=



a1j
a2j
...
...
...

anj


.

Òîãäà äëÿ êàæäîãî âåêòîðà x⃗ = x1e⃗1 + x2e⃗2 + · · ·+ xne⃗n ïîëó÷èì

Ax⃗ =


a11 a12 . . . a1n
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
an1 an2 . . . ann




x1

x2
...
...
xn

 .

Òàêèì îáðàçîì, íàìè äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå

Òåîðåìà 6. Ïóñòü îïåðàòîð A èìååò â áàçèñå E = {e⃗1, . . . , e⃗n} ìàòðèöó A. Òîãäà âåêòîð x⃗ ñ
êîîðäèíàòàìè (x1, . . . , xn) â áàçèñå E îòîáðàæàåòñÿ â âåêòîð x⃗ ′ = Ax⃗, êîîðäèíàòû (x′

1, . . . , x
′
n)

êîòîðîãî â áàçèñå E íàõîäÿòñÿ ïî ôîðìóëå

x′
1
...
x′
n

 = A

x1
...
xn


Èòàê, åñëè â n−ìåðíîì ïðîñòðàíñòå ôèêñèðîâàí áàçèñ, òî êàæäûé îïåðàòîð çàäàåò íåêîòîðóþ

n× n ìàòðèöó, à êàæäàÿ n× n ìàòðèöà ïîðîæäàåò ëèíåéíûé îïåðàòîð.

19



Îïðåäåëåíèå 21. Ëèíåéíûå îïåðàòîðû, äåéñòâóþùèå â îäíîì è òîì æå ïðîñòðàíñòâå, ìîæíî
ñêëàäûâàòü êàê îáû÷íûå ôóíêöèè, ò.å. (A + B)x⃗ := Ax⃗ + Bx⃗ è óìíîæàòü íà êîýôôèöèåíò
(λA)x⃗ := λ · Ax⃗.

Î÷åâèäíî, ÷òî A+ B è λA � âíîâü ëèíåéíûå îïåðàòîðû. Èç îïðåäåëåíèÿ ìàòðèöû îïåðàòîðà
âèäèì, ÷òî åñëè A è B � ìàòðèöû îïåðàòîðîâ A è B ñîîòâåòñòâåííî, òî λA + µB � ìàòðèöà
îïåðàòîðà λA+ µB.
Îïðåäåëåíèå 22. Ïðîèçâåäåíèåì ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ A è B, äåéñòâóþùèõ â îäíîì è òîì æå
ïðîñòðàíñòâå, íàçûâàþò êîìïîçèöèþ x⃗ 7→ A(B(x⃗)). Åãî îáîçíà÷àþò A ◦ B èëè ïðîñòî AB.

Âíîâü âèäèì, ÷òî

A(B(αx⃗+ βy⃗)) = A
(
αB(x⃗) + βB(y⃗)

)
= αA(B(x⃗)) + βA(B(y⃗)),

ò.å. ïðîèçâåäåíèå ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ � ñíîâà ëèíåéíûé îïåðàòîð.

Çàìå÷àíèå. Íà ïðåäñòàâëåíèå Ae⃗j = a1j e⃗1 + . . . + anj e⃗n ìîæíî ñìîòðåòü êàê íà ïðîèçâåäåíèå
ñòðî÷êè (e⃗1, . . . , e⃗n) (ýëåìåíòû ýòîé ñòðîêè � âåêòîðû) íà j�ûé ñòîëáåö ìàòðèöû A. Òàêèì
îáðàçîì, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ôîðìàëüíîå ðàâåíñòâî

(Ae⃗1, . . . ,Ae⃗n) = (e⃗1, . . . , e⃗n)A.

Óòâåðæäåíèå 2. Ïóñòü â n�ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå V ôèêñèðîâàí áàçèñ {e⃗1, . . . , e⃗n}. Òîãäà äëÿ
ëþáûõ äâóõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ A è B ìàòðèöà êîìïîçèöèè AB ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ ìàòðèö
AB ýòèõ îïåðàòîðîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êàæäîãî j çàïèøåì

ABe⃗j = A(b1j e⃗1 + · · ·+ bnj e⃗n) = b1jAe⃗1 + · · ·+ bnjAe⃗n = (Ae⃗1, . . . ,Ae⃗n)

b1j
...
bnj

 .

Îáúåäèíÿÿ ýòè ðàâåíñòâà â ñòðîêó, ïîëó÷èì

(ABe⃗1, . . . ,ABe⃗n) = (Ae⃗1, . . . ,Ae⃗n)B = (e⃗1, . . . , e⃗n)AB.

Çàäà÷à 15. Â êàíîíè÷åñêîì áàçèñå ïðîñòðàíñòâà R3 îïåðàòîðû A è B äåéñòâóþò ïî ïðàâèëàì
A(x⃗) = (7x1+4x3, 4x2−9x3, 3x1+x2), B(x⃗) = (x2−6x3, 3x2+7x3, x1+x2−x3). Ïðîâåðüòå ëèíåéíîñòü
ýòèõ îïåðàòîðîâ è âûÿñíèòå, êàê äåéñòâóåò îïåðàòîð C = AB − BA.

Ðåøåíèå. Ëèíåéíîñòü î÷åâèäíà. Íàéäåì îïåðàòîð C. Äëÿ ýòîãî íàéäåì ìàòðèöû A è B îïå-

ðàòîðîâ A è B â êàíîíè÷åñêîì áàçèñå. A =

7 0 4
0 4 −9
3 1 0

, B =

0 1 −6
0 3 7
1 1 −1

 Âû÷èñëèì èõ ïðîèç-

âåäåíèÿ â òîì è â äðóãîì ïîðÿäêå:

AB =

 4 11 −46
−9 3 37
0 6 −11

 , BA =

−18 −2 −9
21 19 −27
4 3 −5

 .

Çíà÷èò,

C =

 22 13 −37
−30 −16 64
−4 3 −6


� ìàòðèöà îïåðàòîðà C. Ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîð C äåéñòâóåò ïî ïðàâèëó:

C(x⃗) = (22x1 + 13x2 − 37x3,−30x1 − 16x2 + 64x3,−4x1 + 3x2 − 6x3).

Îòâåò: C(x⃗) = (22x1 + 13x2 − 37x3,−30x1 − 16x2 + 64x3,−4x1 + 3x2 − 6x3).
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Òåîðåìà 7. Ïóñòü C � ìàòðèöà ïåðåõîäà îò áàçèñà E = {e⃗1, . . . , e⃗n} ïðîñòðàíñòâà V ê áàçèñó
E ′ = {e⃗ ′

1, . . . , e⃗
′
n}. Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A : V → V åãî ìàòðèöû â áàçèñàõ

E è E ′ ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì AE ′
= C−1AEC.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì A = AE , A′ = AE ′
. Ïî îïðåäåëåíèþ ìàòðèöû ïåðåõîäà îò áàçèñà ê

áàçèñó èìååì
(e⃗ ′

1, . . . , e⃗
′
n) = (e⃗1, . . . , e⃗n)C.

Äåéñòâèòåëüíî, e⃗ ′
j = c1j e⃗1 + . . .+ cnj e⃗n, j = 1, . . . , n, ñì. (2). Ñëåäîâàòåëüíî,

Ae⃗ ′
j = c1jAe⃗1 + . . .+ cnjAe⃗n, j = 1, . . . , n.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòà ñèñòåìà âåêòîðíûõ ðàâåíñòâ ýêâèâàëåíòíà ìàòðè÷íîìó ðàâåíñòâó

(Ae⃗ ′
1, . . . ,Ae⃗ ′

n) = (Ae⃗1, . . . ,Ae⃗n)C = (e⃗1, . . . , e⃗n)AC = (e⃗ ′
1, . . . , e⃗

′
n)C

−1AC.

Îòñþäà
(e⃗ ′

1, . . . , e⃗
′
n)A

′ = (e⃗ ′
1, . . . , e⃗

′
n)C

−1AC,

òî åñòü
AE ′

= C−1AEC.

Çàäà÷à 16. Â áàçèñå {e⃗1, e⃗2} ëèíåéíûé îïåðàòîð A èìååò ìàòðèöó A =

(
3 −1
2 1

)
. Íàéäèòå åãî

ìàòðèöó A′ â áàçèñå {e⃗1 − 2e⃗2, e⃗2 − e⃗1}.

Ðåøåíèå. Ñîãëàñíî òåîðåìå A′ = C−1AC, ãäå C � ìàòðèöà ïåðåõîäà îò èñõîäíîãî áàçèñà (â
äàííîì ñëó÷àå � áàçèñà {e⃗1, e⃗2}) ê íîâîìó áàçèñó {e⃗1 − 2e⃗2, e⃗2 − e⃗1}. Çàïèøåì ìàòðèöó ïåðåõîäà:

C =

(
1 −1
−2 1

)
. Çàìåòèì, ÷òî â ýòîé ìàòðèöå ñòîëáöàìè ÿâëÿþòñÿ êîîðäèíàòû âåêòîðîâ íîâîãî

áàçèñà â ñòàðîì áàçèñå. Â ñëó÷àå ïåðåõîäà ìåæäó äâóìÿ ñëó÷àéíûìè áàçèñàìè íàéòè ìàòðèöó

áóäåò íåìíîãî ñëîæíåå. Èùåì îáðàòíóþ ìàòðèöó: C−1 =

(
−1− 1
−2− 1

)
. Òåïåðü âñå èçâåñòíûå äàííûå

ïîäñòàâëÿåì â ôîðìóëó âûøå è ïîëó÷àåì ìàòðèöó A′, êîòîðàÿ ðàâíà

(
−5 5
−10 9

)
.

Îòâåò:

(
−5 5
−10 9

)
.

Îïðåäåëåíèå 23. ßäðîì îïåðàòîðà A : V → V ñ ìàòðèöåé A íàçûâàþò ìíîæåñòâî âåêòîðîâ
x⃗ ∈ V òàêèõ, ÷òî Ax⃗ = Ax⃗ = 0⃗. Îáîçíà÷àåòñÿ êàê

KerA = {x⃗ ∈ V : Ax⃗ = 0⃗} = {x⃗ ∈ V : Ax⃗ = 0⃗} = KerA.

Îïðåäåëåíèå 24. Îáðàçîì îïåðàòîðà A : V → V ñ ìàòðèöåé A íàçûâàþò ìíîæåñòâî âåêòîðîâ
y⃗ ∈ V òàêèõ, ÷òî A(x⃗) = Ax⃗ = y⃗. Îáîçíà÷àåòñÿ êàê

ImA = {y⃗ ∈ V : y⃗ = Ax⃗, x⃗ ∈ V} = {y⃗ ∈ V : y⃗ = Ax⃗, x⃗ ∈ V} = ImA.

Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ ñëåäóþùèé ôàêò: Åñëè A : V → V � ëèíåéíûé îïåðàòîð, òî KerA è ImA
� ëèíåéíûå ïîäïðîñòðàíñòâà ïðîñòðàíñòâà V.

Îïðåäåëåíèå 25. Ïóñòü A : V → V � ëèíåéíûé îïåðàòîð. Òîãäà ëèíåéíûé îïåðàòîð A−1 :
V → V íàçûâàåòñÿ îáðàòíûì îïåðàòîðîì ê îïåðàòîðó A, åñëè AA−1 = A−1A = I, ãäå I = IdV
� òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð (òî åñòü îïåðàòîð, ïåðåâîäÿùèé êàæäûé âåêòîð â ñåáÿ).
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Çàìåòèì, ÷òî ëèíåéíûé îïåðàòîð A îáðàòèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè A íå áèåêòèâåí, òî îáðàòíîãî îòîáðàæåíèÿ íå ñóùåñòâóåò (ýòî èçâåñòíî íàì
èç òåîðèè ìíîæåñòâ). Åñëè æå A � áèåêöèÿ, òî îáðàòíîå îòîáðàæåíèå îïðåäåëåíî, ïðè÷åì åäèí-
ñòâåííûì îáðàçîì. Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî ýòî îòîáðàæåíèå òàêæå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì
(óáåäèòåñü â ýòîì ñàìîñòîÿòåëüíî).

Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî åñëè îïåðàòîð A èìååò â íåêîòîðîì áàçèñå ìàòðèöó A, òî ìàòðèöà
îáðàòíîãî îïåðàòîðà â òîì æå áàçèñå åñòü A−1.

Òåîðåìà 8 (Êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ îáðàòíîãî îïåðàòîðà). A : V → V � ëèíåéíûé îïåðàòîð
â n�ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Îáðàòíûé îïåðàòîð A−1 ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
âûïîëíåíî îäíî èç òðåõ ýêâèâàëåíòíûõ óñëîâèé:
1. detA ̸= 0, ãäå A � ìàòðèöà îïåðàòîðà â íåêîòîðîì ïðîèçâîëüíîì áàçèñå E = {e⃗1, . . . , e⃗n};
2. A � èíúåêöèÿ, ò.å. KerA = {⃗0};
3. A � ñþðúåêöèÿ, ò.å. ImA = V.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Åñëè îáðàòíûé îïåðàòîðA−1 ñóùåñòâóåò, òî îí èìååò â íàøåì áàçèñå ìàòðèöó
A−1, ò.å. detA ̸= 0 (ñì. êóðñ àëãåáðû). Åñëè íàîáîðîò, ìàòðèöà A íå âûðîæäåíà, òî îïðåäåëåíà
îáðàòíàÿ ìàòðèöà A−1, êîòîðàÿ ïîðîæäàåò íåêîòîðûé ëèíåéíûé îïåðàòîð B. Ïîñêîëüêó A ·A−1 =
A−1A = E, à ñâÿçü ìåæäó êîìïîçèöèåé îïåðàòîðîâ è ïðîèçâåäåíèåì ìàòðèö íàì óæå èçâåñòíà, òî
îïåðàòîð B ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûì ê A. Â ñèëó åäèíñòâåííîñòè, B = A−1.
Ïðåæäå ÷åì ïðîäîëæèòü äîêàçàòåëüñòâî, îòìåòèì, ÷òî èíúåêòèâíîñòü îïåðàòîðà A ðàâíîñèëüíà
ðàâåíñòâó KerA = {⃗0}. Äåéñòâèòåëüíî,{

Ax⃗ = Ay⃗,

x⃗ ̸= y⃗
⇐⇒

{
A(x⃗− y⃗) = 0⃗,

x⃗− y⃗ ̸= 0⃗
⇐⇒ KerA≠{⃗0}.

Äîêàæåì òåïåðü ýêâèâàëåíòíîñòü óñëîâèé 1), 2) è 3). Ïóñòü ìàòðèöà A íåâûðîæäåíà. Òîãäà îäíî-
ðîäíîå óðàâíåíèå Ax⃗ = 0⃗ ðàâíîñèëüíî x⃗ = A−10⃗ = 0⃗, ò.å. KerA = {⃗0}. Àíàëîãè÷íî, íåîäíîðîäíîå
óðàâíåíèå Ax⃗ = y⃗ ðàâíîñèëüíî x⃗ = A−1y⃗, ò.å. ó êàæäîãî âåêòîðà y⃗ åñòü ïðîîáðàç. Ìû äîêàçàëè
èìïëèêàöèè 1) =⇒ 2) è 1) =⇒ 3).
Ïóñòü òåïåðü ìàòðèöà A âûðîæäåíà. Òîãäà åå ðàíã rangA < n, à çíà÷èò ñòðîêè ìàòðèöû A ëèíåéíî
çàâèñèìû. Ðàâåíñòâî

x1 · ñòðîêà 1+ · · ·+ xn · ñòðîêà n = íóëåâàÿ ñòðîêà

ðàâíîñèëüíî Ax⃗ = 0⃗, ò.å. KerA ñîäåðæèò íåíóëåâîé âåêòîð x⃗. Íàêîíåö, óñëîâèå rangA < n îçíà-
÷àåò, ÷òî ñòîëáöû ìàòðèöû A ëèíåéíî çàâèñèìû. Íî ýòè ñòîëáöû ñóòü îáðàçû áàçèñíûõ âåêòîðîâ,
ò.å. dim ImA = dimLin{Ae⃗1, . . . ,Ae⃗n} < n � îïåðàòîð íå ñþðúåêöèÿ. Ìû äîêàçàëè, ÷òî îòðèöàíèå
1) âëå÷åò îòðèöàíèå 2) è 3).

Çàäà÷à 17. Â ïðîñòðàíñòâå V3 âñåõ ãåîìåòðè÷åñêèõ âåêòîðîâ òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà çàäàí
ëèíåéíûé îïåðàòîð A � ïðîåêöèÿ íà îñü OY . Íàéäèòå ìàòðèöó A îïåðàòîðà A â áàçèñå {⃗i, j⃗, k⃗} 3.
Íàéäèòå îáðàç âåêòîðà x⃗ = (2,−1, 3) ïîä äåéñòâèåì îïåðàòîðà A. Íàéäèòå ÿäðî è îáðàç îïåðàòîðà
A. Ñóùåñòâóåò ëè îáðàòíûé îïåðàòîð?

Ðåøåíèå. Ïî ñóòè, îïåðàòîð ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì íà âåêòîðàõ. Â äàííîì ñëó÷àå îïåðàòîð
ñîïîñòàâëÿåò âåêòîðó åãî ïðîåêöèþ íà îñü OY . Òî åñòü, (x, y, z) → (0, y, 0), ÷òî ìîæíî ïðåäñòàâèòü
â âèäå 0

y
0

 = A

x
y
z

 =

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

x
y
z


3Çäåñü è äàëåå i⃗ = (1, 0, 0), j⃗ = (0, 1, 0), k⃗ = (0, 0, 1).
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Îòñþäà ëåãêî âèäåòü, ÷òî ìàòðèöà A èìååò âèä

0 0 0
0 1 0
0 0 0

 â áàçèñå {⃗i, j⃗, k⃗}. Òîãäà îáðàç âåêòîðà

x⃗ íàéä¼ì òàê:

Ax⃗ =

0 0 0
0 1 0
0 0 0

 2
−1
3

 =

 0
−1
0

 .

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ, KerA = KerA = {x⃗ : Ax⃗ = 0⃗}. Ïîëó÷àåì óðàâíåíèå0
0
0

 =

0 0 0
0 1 0
0 0 0

x
y
z

 =

0
y
0

 ,

ñëåäîâàòåëüíî, y = 0. Ïðè âñåõ t, k ∈ R èìååì:0 0 0
0 1 0
0 0 0

t
0
k

 =

0
0
0

 .

Çíà÷èò, KerA = {(t, 0, k) : t, k ∈ R}.
Âû÷èñëèì îáðàç îïåðàòîðà. Ïî îïðåäåëåíèþ ImA = ImA = {y⃗ : Ax⃗ = y⃗}. Çíà÷èò,y1

y2
y3

 =

0 0 0
0 1 0
0 0 0

x1

x2

x3

 =

 0
x2

0

 .

Ïîëó÷àåì, ÷òî ImA = {(0, f, 0) : f ∈ R}.
Ñîãëàñíî êðèòåðèþ ñóùåñòâîâàíèÿ îáðàòíîãî îïåðàòîðà, A−1 ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà detA ̸= 0. Â íàøåì ñëó÷àå detA = 0, ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîð A íå ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìûì.

Îòâåò: A =

0 0 0
0 1 0
0 0 0

; Ax⃗ =

 0
−1
0

; KerA = {(t, 0, k) : t, k ∈ R}; ImA = {(0, f, 0) : f ∈ R};

îáðàòíîãî îïåðàòîðà íå ñóùåñòâóåò.

Çàäà÷à 18. Ëèíåéíûé îïåðàòîð A â ïðîñòðàíñòâå V2 � ïðîåêöèÿ íà îñü x + y = 0. Íàéäèòå
ìàòðèöó îïåðàòîðà â áàçèñå {⃗i, j⃗}. Íàéäèòå ÿäðî è îáðàç îïåðàòîðà. Âûÿñíèòå, ñóùåñòâóåò ëè
îáðàòíûé.

Ðåøåíèå. Íà÷í¼ì ñ òîãî, ÷òî ïîïûòàåìñÿ ïîíÿòü, êàêèå áóäóò êîîðäèíàòû ïðîåêöèè âåêòîðà
íà äàííóþ ïðÿìóþ. Îáîçíà÷èì êîîðäèíàòû âåêòîðà � ïðîåêöèè êàê (x0, y0) è ðàññìîòðèì ýòîò
âåêòîð è âåêòîð (x−x0, y−y0). Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ýòèõ âåêòîðîâ ðàâíî 0, è èç óñëîâèÿ çàäà÷è

ìû çíàåì, ÷òî x0 = −y0. Ðåøàÿ ñîîòâåòñòâóþùóþ ñèñòåìó, ïîëó÷àåì: x0 =
x− y

2
, y0 =

y − x

2
.

Òåïåðü íàéäåì ìàòðèöó îïåðàòîðà ïðîåêòèðîâàíèÿ: A =

(
a11 a12
a21 a22

)
èç óðàâíåíèÿ

(
a11 a12
a21 a22

)(
x
y

)
=

(
x0

y0

)
=

(
x−y
2

y−x
2

)
.

Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî (
a11 a12
a21 a22

)
=

(
1
2

−1
2

−1
2

1
2

)
.

Òåïåðü íàéäåì ÿäðî è îáðàç îïåðàòîðà. Äëÿ ïîèñêà ÿäðà ñîñòàâèì ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Ax⃗ = 0⃗ ⇐⇒

{
(x− y)/2 = 0,

(y − x)/2 = 0
⇐⇒ y = x,
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òî åñòü ÿäðîì îïåðàòîðà ÿâëÿåòñÿ ïðÿìàÿ y = x. Îáðàç îïåðàòîðà íàéäåì, âû÷èñëèâ îáðàçû
áàçèñíûõ âåêòîðîâ: A⃗i =

(
1
2
,−1

2

)
, Aj⃗ =

(
−1

2
, 1
2

)
. Òîãäà èñêîìûé îáðàç åñòü ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà

ïîëó÷åííûõ âåêòîðîâ. Çàìåòèì, ÷òî âåêòîðû êîëëèíåàðíû, à çíà÷èò,

ImA = Lin

{(
1

2
,−1

2

)}
= {(t,−t) : t ∈ R}.

Êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, îáðàçîì îïåðàòîðà ÿâëÿåòñÿ ïðÿìàÿ x+ y = 0.
Îòâåòèì íà ïîñëåäíèé âîïðîñ çàäà÷è: îáðàòíîãî îïåðàòîðà íå ñóùåñòâóåò (îïåðàòîð A íå îáðà-
òèì). Ýòî ìîæíî óâèäåòü ðàçíûìè ñïîñîáàìè: âî�ïåðâûõ, detA = 0, âî�âòîðûõ, îïåðàòîð èìååò
íåòðèâèàëüíîå ÿäðî (ò.å. íå ÿâëÿåòñÿ èíúåêöèåé), â òðåòüèõ, îáðàç îïåðàòîðà íå ÿâëÿåòñÿ âñåì
ïðîñòðàíñòâîì (ò.å. A íå ñþðúåêöèÿ).

Îòâåò: A =

(
−1

2
1
2

1
2

−1
2

)
; ÿäðîì îïåðàòîðà ÿâëÿåòñÿ ïðÿìàÿ y = x; îáðàçîì îïåðàòîðà ÿâëÿåòñÿ

ïðÿìàÿ x+ y = 0; îáðàòíîãî îïåðàòîðà íå ñóùåñòâóåò.

Çàäà÷à 19. Ëèíåéíûé îïåðàòîð A � ïîâîðîò íà ïëîñêîñòè âîêðóã íà÷àëà êîîðäèíàò íà óãîë
π

4
ïî

÷àñîâîé ñòðåëêå. Íàéäèòå ìàòðèöó A îïåðàòîðà â áàçèñå {⃗i, j⃗} è îáðàç âåêòîðà x⃗ = (2, 2). Íàéäèòå
ÿäðî è îáðàç îïåðàòîðà. Ñóùåñòâóåò ëè îáðàòíûé îïåðàòîð? Åñëè äà, òî îïèøèòå åãî äåéñòâèå.

Ðåøåíèå. Ïðîâåäÿ íåáîëüøèå ðàñ÷¼òû, ïîëó÷èì, ÷òî ïîâîðîò íà óãîë
π

4
ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå

ïðåîáðàçóåò âåêòîð (a, b) â âåêòîð

(
b+ a√

2
,
b− a√

2

)
. Òî åñòü

A

(
a
b

)
=

(
b+a√

2
b−a√

2

)
.

Îòñþäà ëåãêî âèäåòü, ÷òî A =

(
1√
2

1√
2

− 1√
2

1√
2

)
. Òîãäà îáðàç âåêòîðà x⃗ ðàâåí

Ax⃗ =

(
1√
2

1√
2

− 1√
2

1√
2

)(
2
2

)
=

(
2
√
2

0

)
.

Íàéäåì ÿäðî îïåðàòîðà. Ïî îïðåäåëåíèþ KerA = KerA = {x⃗ : Ax⃗ = 0⃗}, ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷àåì
óðàâíåíèå (

0
0

)
=

(
1√
2

1√
2

− 1√
2

1√
2

)(
a
b

)
=

(
b+a√

2
b−a√

2

)
Çíà÷èò, KerA = {(0; 0)}. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò äåéñòâèòåëüíîñòè, âåäü íóëåâîé âåêòîð ïîâîðîòîì
ìîæíî ïîëó÷èòü òîëüêî èç íóëåâîãî âåêòîðà. Îáðàç îïåðàòîðà ìîæíî óêàçàòü ñðàçó: ñîãëàñíî òåî-
ðåìå 8 òðèâèàëüíîñòü ÿäðà âëå÷åò ImA = R2, è îïåðàòîð A îáðàòèì. Ïîñêîëüêó A ïîâîðà÷èâàåò
âåêòîð íà óãîë ïî ÷àñîâîé ñòðåëêè, òî îáðàòíûé îïåðàòîð ïîâîðà÷èâàåò âåêòîð íà òîò æå óãîë
ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè.

Îòâåò: A =

(
1√
2

1√
2

− 1√
2

1√
2

)
; Ax⃗ =

(
2
√
2

0

)
; KerA = {⃗0}; ImA = R2; îáðàòíûé îïåðàòîð � ïîâîðîò

ïëîñêîñòè âîêðóã íà÷àëà êîîðäèíàò íà óãîë
π

4
ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè.

Çàäà÷à 20. Â ïðîñòðàíñòâå P âñåõ ìíîãî÷ëåíîâA äåéñòâóåò ïî ïðàâèëó A(p(t)) = p′(t). Ïðîâåðüòå
ëèíåéíîñòü îïåðàòîðà, íàéäèòå åãî ìàòðèöó â êàíîíè÷åñêîì áàçèñå {1, t, t2, . . . }. Íàéäèòå ÿäðî è
îáðàç îïåðàòîðà A è âûÿñíèòå, ñóùåñòâóåò ëè îáðàòíûé.
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Ðåøåíèå. Ëèíåéíîñòü âûòåêàåò èç ëèíåéíîñòè îïåðàöèè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Íàéäåì ìàò-
ðèöó A îïåðàòîðà â êàíîíè÷åñêîì áàçèñå. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîãî÷ëåíà âèäà p(t) = p0 + p1t +
p2t

2 + · · ·+ pnt
n èìååì: A(p(t)) = p1 + 2p2t+ · · ·+ npnt

n−1. Îòñþäà

A =


0 0 0 0 . . .
0 1 0 0 . . .
0 0 2 0 . . .
...

...
...

. . . . . .

 .

Îáðàòíîãî îïåðàòîðà íå ñóùåñòâóåò, ïîñêîëüêó KerA = {p(t) = const}. ImA = P, ïîñêîëüêó ó
ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà åñòü ïåðâîîáðàçíàÿ � ìíîãî÷ëåí.

Îòâåò: A =


0 0 0 0 . . .
0 1 0 0 . . .
0 0 2 0 . . .
...

...
...

. . . . . .

; ÿäðî � ïðîèçâîëüíûå êîíñòàíòû; îáðàç � âñå ìíîãî÷ëåíû; îá-

ðàòíîãî îïåðàòîðà íå ñóùåñòâóåò.
Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî â áåñêîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå òåîðåìà 8, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíà.
Íàø îïåðàòîð èíúåêòèâåí, íî íå ñþðúåêòèâåí.

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ.

1. Â êàíîíè÷åñêîì áàçèñå ïðîñòðàíñòâà R3 îïåðàòîðû A è B äåéñòâóþò ïî ïðàâèëàì A(x⃗) =
(2x1 − x2 + 5x3, x1 + 4x2 − x3, 3x1 − 5x2 + 2x3), B(x⃗) = (x1 + 4x2 + 3x3, 2x1 + x3, 3x2 − x3).
Ïðîâåðüòå ëèíåéíîñòü ýòèõ îïåðàòîðîâ è âûÿñíèòå, êàê äåéñòâóåò îïåðàòîð C = BA− 3A2.

2. Â ïðîñòðàíñòâå V3 ëèíåéíûé îïåðàòîð A � çåðêàëüíîå îòðàæåíèå îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè
Oyz. Íàéäèòå ìàòðèöó îïåðàòîðà â áàçèñå {⃗i, j⃗, k⃗}. Íàéäèòå îáðàç âåêòîðà x⃗ = (1, 2,−1) ïîä
äåéñòâèåì îïåðàòîðà A. Íàéäèòå îáðàç è ÿäðî îïåðàòîðà. Ñóùåñòâóåò ëè îáðàòíûé? Åñëè äà,
îïèøèòå åãî äåéñòâèå.

3. Â ïðîñòðàíñòâå V3 ëèíåéíûé îïåðàòîð A � ïîâîðîò íà óãîë
π

6
âîêðóã îñè Oy ïî ÷àñîâîé

ñòðåëêå. Íàéäèòå ìàòðèöó îïåðàòîðà â áàçèñå {⃗i, j⃗, k⃗}. Íàéäèòå îáðàç âåêòîðà x⃗ = (−1, 2,
√
3)

ïîä äåéñòâèåì îïåðàòîðà A. Íàéäèòå îáðàç è ÿäðî îïåðàòîðà. Ñóùåñòâóåò ëè îáðàòíûé? Åñëè
äà, îïèøèòå åãî äåéñòâèå.

4. Â ïðîñòðàíñòâå V3 îïåðàòîð A äåéñòâóåò ïî ïðàâèëó: A(x⃗) = (x⃗, a⃗) · a⃗, ãäå a⃗ = i⃗ + j⃗ +

k⃗. Íàéäèòå ìàòðèöó îïåðàòîðà â áàçèñå {⃗i, j⃗, k⃗}. Íàéäèòå îáðàç âåêòîðà x⃗ = (1, 1, 1) ïîä
äåéñòâèåì îïåðàòîðà A. Íàéäèòå îáðàç è ÿäðî îïåðàòîðà. Ñóùåñòâóåò ëè îáðàòíûé? Åñëè äà,
îïèøèòå åãî äåéñòâèå.

5. Îïåðàòîð A äåéñòâóåò â ïðîñòðàíñòâå M2,2 êâàäðàòíûõ ìàòðèö 2 × 2 ïî ïðàâèëó: A(X) =

AXT + ATX, ãäå A =

(
−1 4
3 −3

)
. Ïîêàæèòå, ÷òî A � ëèíåéíûé îïåðàòîð. Íàéäèòå åãî

ìàòðèöó â êàíîíè÷åñêîì áàçèñå. Íàéäèòå îáðàç è ÿäðî. Ñóùåñòâóåò ëè îáðàòíûé îïåðàòîð?

6. Â ïðîñòðàíñòâå P2 ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âûøå 2 îïåðàòîðA äåéñòâóåò ïî ïðàâèëó:A(p(t)) =
tp′(t) − 2p(t). Ïðîâåðüòå ëèíåéíîñòü ýòîãî îïåðàòîðà. Íàéäèòå åãî ìàòðèöó â êàíîíè÷åñêîì
áàçèñå. Íàéäèòå îáðàç ìíîãî÷ëåíà p(t) = t2−2t+3 ïîä äåéñòâèåì îïåðàòîðà A. Íàéäèòå ÿäðî
è îáðàç îïåðàòîðà. Ñóùåñòâóåò ëè îáðàòíûé îïåðàòîð?

Îòâåòû: 1. C(x⃗) = (−39x1 + 93x2 − 56x3,−68x2 + 20x3,−21x1 + 116x2 − 77x3).

2. A =

−1 0 0
0 1 0
0 0 1

; A(x⃗) = (−1, 2,−1); ImA = V3; KerA = {⃗0}; A−1 = A.
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3. A =

√
3/2 0 1/2
0 1 0

−1/2 0
√
3/2

; A(x⃗) = (0, 2, 2); ImA = V3; KerA = {⃗0}; A−1 � ïîâîðîò íà óãîë
π

6

âîêðóã îñè Oy ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè.

4. A =

1 1 1
1 1 1
1 1 1

; A(x⃗) = (3, 3, 3); ImA = Lin{(1, 1, 1)}; KerA = {x⃗ = (x1, x2, x3) : x1+x2+x3 = 0};

îáðàòíîãî îïåðàòîðà íåò.

5. A =


−2 4 3 0
0 −1 −1 7
7 −3 −3 0
0 4 3 −6

; ImA = Lin{(2, 0, 7, 0); (4,−1,−3, 4); (3,−1,−3, 3)};

KerA = Lin{(3,−15, 22, 1)}; îáðàòíîãî îïåðàòîðà íåò.

6. A =

0 0 −2
0 −1 0
0 0 0

; A(p(t)) = −6; KerA = Lin{t2}; ImA = Lin{1, t}; îáðàòíîãî îïåðàòîðà íåò.
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Çàíÿòèå 4

Îïðåäåëåíèå 26. Ïóñòü V � ëèíåéíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì K. Íåíóëåâîé âåê-
òîð x⃗ ∈ V íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì îïåðàòîðà A : V → V, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå
÷èñëî λ ∈ K, ÷òî Ax⃗ = λx⃗. ×èñëî λ íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì îïåðàòîðà A, ñîîò-
âåòñòâóþùèì ñîáñòâåííîìó âåêòîðó x⃗. Ìíîæåñòâî âñåõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà A
íàçûâàåòñÿ ñïåêòðîì ýòîãî îïåðàòîðà è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç σ(A).

Åñëè x⃗ � ñîáñòâåííûé âåêòîð ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì λ, òî äëÿ ëþáîãî k ̸= 0 âåêòîð kx⃗ òàêæå
ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì ñ òåì æå ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì.

Òåîðåìà 9. Ñîáñòâåííûå âåêòîðû x⃗1, ... , x⃗k îïåðàòîðà A, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçëè÷íûì ñîá-
ñòâåííûì çíà÷åíèÿì λ1, ... , λk, ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåäåì èíäóêöèþ ïî ÷èñëó âåêòîðîâ. Ïóñòü Ax⃗1 = λ1x⃗1, Ax⃗2 = λ2x⃗2, ïðè÷åì
λ1 ̸= λ2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåêòîðû x⃗1 è x⃗2 ëèíåéíî çàâèñèìû, òî åñòü x⃗2 = cx⃗1. Òîãäà

λ2x⃗2 = Ax⃗2 = Acx⃗1 = cAx⃗1 = c(λ1x⃗1) = λ1(cx⃗1) = λ1x⃗2.

Ïîñêîëüêó λ1 ̸= λ2, òî ïîëó÷àåì, ÷òî x⃗2 = 0, Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ ñîáñòâåííîãî
âåêòîðà. Áàçà èíäóêöèè ïðîâåðåíà.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñïðàâåäëèâî äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî k, è
äîêàæåì, ÷òî òîãäà îíî ñïðàâåäëèâî è äëÿ k+1. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ
âåêòîðîâ x⃗1, ... , x⃗k, x⃗k+1, ðàâíóþ íóëþ:

α1x⃗1 + . . .+ αkx⃗k + αk+1x⃗k+1 = 0. (5)

Ïðèìåíèì ê íåé îïåðàòîð A, ïîëó÷èì

0 = A(α1x⃗1 + . . .+ αkx⃗k + αk+1x⃗k+1) = α1λ1x⃗1 + . . .+ αkλkx⃗k + αk+1λk+1x⃗k+1. (6)

Óìíîæèì òåïåðü ðàâåíñòâî (5) íà λk+1 è âû÷òåì èç (6):

α1(λ1 − λk+1)x⃗1 + . . .+ αk(λk − λk+1)x⃗k = 0.

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè âñå êîýôôèöèåíòû â ïîñëåäíåì ñîîòíîøåíèè äîëæíû áûòü ðàâíû
íóëþ. Òàê êàê âñå ÷èñëà λ1, ..., λk+1 ðàçëè÷íû, òî ýòî âîçìîæíî ëèøü òîãäà, êîãäà

α1 = . . . = αk = 0.

Ïîäñòàâèì ýòî â (5), ïîëó÷èì, ÷òî è αk+1 = 0 (ïîñêîëüêó x⃗k+1 ̸= 0). Çíà÷èò, âåêòîðû x⃗1, ... , x⃗k,
x⃗k+1 ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Øàã èíäóêöèè çàâåðøåí.

Ñëåäñòâèå. Ëèíåéíûé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé â n−ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, íå ìîæåò èìåòü
áîëåå ÷åì n ðàçëè÷íûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.

Çàìå÷àíèå. Ñîáñòâåííûå âåêòîðû è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà A ñîâïàäàþò ñ ñîáñòâåí-
íûìè âåêòîðàìè è ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè åãî ìàòðèöû4 â ïðîèçâîëüíîì áàçèñå. Íàïîìíèì,
÷òî íåíóëåâîé âåêòîð x⃗ íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì ìàòðèöû A, îòâå÷àþùèì ñîáñòâåí-
íîìó çíà÷åíèþ λ, åñëè Ax⃗ = λx⃗.

Îïðåäåëåíèå 27. Ïóñòü A � ïðîèçâîëüíàÿ n× n ìàòðèöà. Åå õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîãî÷ëå-
íîì íàçûâàþò ìíîãî÷ëåí χA(λ) = det(A− λE) ïåðåìåííîé λ.

4ñ ïîíÿòèåì ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ìàòðèöû ìû óæå âñòðå÷àëèñü â êóðñå àíàëèòè÷åñêîé
ãåîìåòðèè (ñì. [?], çàíÿòèå 13).
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Òî, ÷òî χA(λ) � ìíîãî÷ëåí, î÷åâèäíî. Çàìåòèì åùå, ÷òî ñòàðøàÿ ñòåïåíü ýòîãî ìíîãî÷ëåíà
ðàâíà n, à ñòàðøèé êîýôôèöèåíò ðàâåí (−1)n. Åùå ïîëåçíî çàìåòèòü, ÷òî ñâîáîäíûé ÷ëåí χA(λ)
ðàâåí detA (ïîäóìàéòå, ïî÷åìó).

×òîáû íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A, íåîáõîäèìî ðåøèòü õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâ-
íåíèå χA(λ) = 0. Ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ áóäóò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû (îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà
Ax⃗ = λx⃗ èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìàòðèöà A − λE âûðîæäå-
íà). ×òîáû íàéòè ñîáñòâåííûé âåêòîð, ñîîòâåòñòâóþùèé ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λi, íåîáõîäèìî
ðåøèòü óðàâíåíèå Ax⃗i = λix⃗i.

Òåîðåìà 10. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû ìàòðèö îäíîãî è òîãî æå ëèíåéíîãî îïåðàòîðà â
ðàçëè÷íûõ áàçèñàõ ñîâïàäàþò. Â ÷àñòíîñòè, ìàòðèöû îäíîãî è òîãî æå îïåðàòîðà â ðàçëè÷íûõ
áàçèñàõ èìåþò îäèíàêîâûå îïðåäåëèòåëè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü C � ìàòðèöà ïåðåõîäà îò áàçèñà E = {e⃗1, . . . , e⃗n} ïðîñòðàíñòâà V ê áàçèñó
E ′ = {e⃗ ′

1, . . . , e⃗
′
n}. Òîãäà

χAE′ (λ) = det(AE ′ − λE) = det(C−1AEC − λE) = det(C−1AEC −C−1λEC) = det(C−1(AE − λE)C) =

= detC−1 · det(AE − λE) · detC = det(AE − λE) = χAE (λ).

Îïðåäåëåíèå 28. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì χA(λ) îïåðàòîðà A íàçûâàåòñÿ õàðàêòå-
ðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí åãî ìàòðèöû â ïðîèçâîëüíîì áàçèñå. Îïðåäåëèòåëåì detA ëèíåéíîãî
îïåðàòîðà A íàçûâàåòñÿ îïðåäåëèòåëü åãî ìàòðèöû â ïðîèçâîëüíîì áàçèñå.

Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ è èç îñíîâíîé òåîðåìû àëãåáðû (ñì., íàïðèìåð, [?], ëåêöèÿ
7) âûòåêàåò

Òåîðåìà 11. Êàæäûé ëèíåéíûé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé â n�ìåðíîì êîìïëåêñíîì ïðîñòðàí-
ñòâå Cn, èìååò
1) n ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, åñëè êàæäîå çíà÷åíèé ñ÷èòàòü ñòîëüêî ðàç, êàêîâà åãî êðàòíîñòü
êàê êîðíÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà;
2) õîòÿ áû îäèí ñîáñòâåííûé âåêòîð.

Çàäà÷à 21. Íàéäèòå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå âåêòîðû îïåðàòîðà A ïîâîðîòà íà óãîë
α ∈ (0, π) ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò â ïðîñòðàíñòâå R2.

Ðåøåíèå. Ïî îïðåäåëåíèþ îïåðàòîðà A⃗i = (cosα, sinα), Aj⃗ = (− sinα, cosα), ò.å. ìàòðèöà

íàøåãî îïåðàòîðà â ñòàíäàðòíîì áàçèñå ðàâíà A =

(
cosα − sinα
sinα cosα

)
. Òîãäà

χA(λ) =

∣∣∣∣cosα− λ − sinα
sinα cosα− λ

∣∣∣∣ = λ2 − 2λ cosα + 1.

Òàê êàê | cosα| < 1, òî óðàâíåíèå χA(λ) = 0 íå èìååò âåùåñòâåííûõ êîðíåé � ñîáñòâåííûõ çíà÷å-
íèé è ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ó îïåðàòîðà íåò.
Îòâåò: èõ íåò.
Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî òåîðåìà 11 âåðíà èìåííî â ïðîñòðàíñòâàõ âåêòîðîâ ñ êîìïëåêñíûìè êî-
îðäèíàòàìè.

Îïðåäåëåíèå 29. Îïåðàòîð A, äåéñòâóþùèé â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå V, íàçûâàåòñÿ îïå-
ðàòîðîì ïðîñòîãî òèïà (äèàãîíàëèçèðóåìûì îïåðàòîðîì), åñëè â V ñóùåñòâóåò áàçèñ èç ñîá-
ñòâåííûõ âåêòîðîâ îïåðàòîðà A.
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Òåîðåìà 12. Ïóñòü A : V → V � ëèíåéíûé îïåðàòîð. Åãî ìàòðèöà â áàçèñå E èìååò âèä

AE =

λ1 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . λn


òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà E = {e⃗1, . . . , e⃗n} � áàçèñ èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ îïåðàòîðà A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü â áàçèñå E = {e⃗1, . . . , e⃗n} ìàòðèöà îïåðàòîðà èìååò âèä

A = AE =

λ1 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . λn

 .

Òîãäà Ae⃗1 = λ1e⃗1 + 0e⃗2 + . . . + 0e⃗n = λ1e⃗1, ñëåäîâàòåëüíî, e⃗1 � ñîáñòâåííûé âåêòîð. È òàê äàëåå,
Ae⃗n = 0e⃗1+0e⃗2+. . .+λne⃗n = λne⃗n, ñëåäîâàòåëüíî, e⃗n � ñîáñòâåííûé âåêòîð. Çíà÷èò, E = {e⃗1, . . . , e⃗n}
� áàçèñ èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ îïåðàòîðà A.
Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü e⃗1 � ñîáñòâåííûé âåêòîð. Òîãäà Ae⃗1 = λ1e⃗1 = λ1e⃗1 +0e⃗2 + . . .+0e⃗n. È òàê
äàëåå, åñëè e⃗n � ñîáñòâåííûé âåêòîð, òî Ae⃗n = λne⃗n = 0e⃗1 + 0e⃗2 + . . .+ λne⃗n. Çíà÷èò,

AE = A =

λ1 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . λn

 .

Çàäà÷à 22. Ëèíåéíûé îïåðàòîð A â ïðîñòðàíñòâå R3 â êàíîíè÷åñêîì áàçèñå èìååò ìàòðèöó A =1 1 1
1 1 1
1 1 1

. Íàéäèòå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå âåêòîðû ýòîãî îïåðàòîðà è ïîêàæèòå,

÷òî ýòî îïåðàòîð ïðîñòîãî òèïà.

Ðåøåíèå. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà íåîáõîäèìî ðåøèòü óðàâíåíèå
det(A− λE) = 0. Èìååì

det(A− λE) =

∣∣∣∣∣∣
(1− λ) 1 1

1 (1− λ) 1
1 1 (1− λ)

∣∣∣∣∣∣ = λ2 · (3− λ) = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, λ1 = λ2 = 0 � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðàòîðà A êðàòíîñòè 2; λ3 = 3 � ïðîñòîå
ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðàòîðà A (òàê íàçûâàþò îäíîêðàòíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ).

Íàéäåì ñîáñòâåííûå âåêòîðû. Ïðè λ = 0 èìååì:

(A− λE)x⃗ = Ax⃗ =

x1 + x2 + x3

x1 + x2 + x3

x1 + x2 + x3

 = 0.

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî x1 = −x2 − x3, ñëåäîâàòåëüíî, x⃗ = (−t− k, t, k), ãäå t, k ∈ R \ {0}. Ïîëîæèì
t = 1, k = 0, ïîëó÷èì x⃗1 = (−1, 1, 0). Ïðè t = 0, k = 1 ïîëó÷àåì x⃗2 = (−1, 0, 1). Î÷åâèäíî,
÷òî âåêòîðû x⃗1 è x⃗2 ëèíåéíî íåçàâèñèìû, îíè ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè, îòâå÷àþùèìè
êðàòíîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ1 = λ2 = 0.

Ïðè λ = 3 èìååì:

(A− λE)x⃗2 =

−2 · x1 + x2 + x3

x1 − 2 · x2 + x3

x1 + x2 − 2 · x3

 = 0.
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Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî x⃗ = (t, t, t) = t · (1, 1, 1), ãäå t ∈ R \ {0}. Âåêòîð x⃗3 = (1, 1, 1) ÿâëÿåòñÿ
ñîáñòâåííûì âåêòîðîì îïåðàòîðà A, îòâå÷àþùèì ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ3 = 3.

Èòàê, âåêòîðû (−1, 1, 0), (−1, 0, 1) è (1, 1, 1) ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè îïåðàòîðà A.
Ïðîâåðèì, îáðàçóþò ëè îíè áàçèñ ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà. Çàïèøåì

B =

−1 1 0
−1 0 1
1 1 1

 .

Ïîëó÷èì detB = 3 ̸= 0, ñëåäîâàòåëüíî, âåêòîðû x⃗1, x⃗2, x⃗3 ëèíåéíî íåçàâèñèìû, à çíà÷èò, îáðàçóþò
áàçèñ â R3. Òàêèì îáðàçîì, îïåðàòîð A ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì ïðîñòîãî òèïà.
Îòâåò: λ1 = λ2 = 0, λ3 = 3; x⃗1 = (−1, 1, 0), x⃗2 = (−1, 0, 1), x⃗3 = (1, 1, 1).

Çàäà÷à 23. Ëèíåéíûé îïåðàòîð A â ïðîñòðàíñòâå P2 ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âûøå 2 èìååò âèä

A(p0 + p1t+ p2t
2) = (−4p1 − 2p2) + (p0 + 4p1 + p2)t+ 2p2t

2.

Íàéäèòå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå âåêòîðû ýòîãî îïåðàòîðà è âûÿñíèòå, ÿâëÿåòñÿ ëè
îïåðàòîð A îïåðàòîðîì ïðîñòîãî òèïà

Ðåøåíèå. Â êàíîíè÷åñêîì áàçèñå ïðîñòðàíñòâà èìååò ìàòðèöó

 0 1 0
−4 4 0
−2 1 2

. Èùåì ñîáñòâåí-

íûå çíà÷åíèÿ äàííîãî îïåðàòîðà: ∣∣∣∣∣∣
−λ 1 0
−4 4− λ 0
−2 1 2− λ

∣∣∣∣∣∣ = 0

ðàâíîñèëüíî

−λ(4− λ)(2− λ)− (−4)1(2− λ) = (2− λ)(λ(λ− 4) + 4) = −(λ− 2)3 = 0

Îòñþäà âèäíî, ÷òî λ1 = λ2 = λ3 = 2.
Òåïåðü èùåì ñîáñòâåííûå âåêòîðû, ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ = 2:

A− λE =

−2 1 0
−4 2 0
−2 1 0

 ∼

−2 1 0
0 0 0
0 0 0


Âûáðàâ â êà÷åñòâå ñâîáîäíîé ïåðåìåííîé x3, ïîëó÷àåì äâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñîáñòâåííûõ âåê-
òîðà: f⃗1 = (1, 2, 0) è f⃗2 = (0, 0, 1). Ìû ïîëó÷èëè äâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðà, à ðàçìåðíîñòü
ïðîñòðàíñòâà P2 ðàâíà 3, ñëåäîâàòåëüíî, èñõîäíûé îïåðàòîð íå ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì ïðîñòîãî òè-
ïà.
Îòâåò: λ1 = λ2 = λ3 = 2; f⃗1 = (1, 2, 0), f⃗2 = (0, 0, 1); íå ÿâëÿåòñÿ.

Çàäà÷à 24. Ïóñòü â n�ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå V äåéñòâóþò äâà ëèíåéíûõ îïåðàòîðà A è B, ìàò-
ðèöû êîòîðûõ, çàïèñàííûå â ñòàíäàðòíîì áàçèñå, ïîäîáíû.5 Äîêàæèòå, ÷òî ñïåêòðû îïåðàòîðîâ
ñîâïàäàþò: σ(A) = σ(B) (ñ ñîâïàäåíèåì êðàòíîñòåé ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé). Íàéäèòå ñâÿçü ìåæäó
ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè îïåðàòîðîâ.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî

χB(λ) = det(B − λE) = det(CAC−1 − λE) = det
(
C(A− λE)C−1

)
=

= detC · det(A− λE) · detC−1 = det(A− λE) = χA(λ).

5Íàïîìíèì, ÷òî äâå ìàòðèöû A è B íàçûâàþòñÿ ïîäîáíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà C, òàêàÿ
÷òî CA = BC.
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Åñëè äâà ìíîãî÷ëåíà ñîâïàäàþò â êàæäîé òî÷êå, òî ñîâïàäàþò è âñå èõ êîðíè, òàê ÷òî σ(A) = σ(B).
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñîâïàäåíèÿ êðàòíîñòåé êîðíåé âñïîìíèì, ÷òî êðàòíîñòü êîðíÿ λ0 ìíîãî÷ëåíà
p(λ) ìîæíî îïðåäåëèòü ñ ïîìîùüþ ïðîèçâîäíûõ: êðàòíîñòü � ýòî ìèíèìàëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî
k, òàêîå ÷òî p(λ0) = p′(λ0) = . . . = p(k−1)(λ0) = 0, à p(k)(λ0) ̸= 0. Íî åñëè äâà ìíîãî÷ëåíà ñîâïàäàþò
â êàæäîé òî÷êå, òî ñîâïàäàþò â êàæäîé òî÷êå è âñå èõ ïðîèçâîäíûå. Çíà÷èò, ñîâïàäàþò êîðíè
ýòèõ ïðîèçâîäíûõ. Çíà÷èò, ñîâïàäàþò è êðàòíîñòè êîðíåé ìíîãî÷ëåíîâ.

Ïåðåéäåì ê ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì îïåðàòîðîâ. Ïóñòü x⃗ � ñîáñòâåííûé âåêòîð îïåðàòîðà
A ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì λ. Òîãäà Ax⃗ = λx⃗. Äîìíîæàÿ ýòî ðàâåíñòâî íà C ñëåâà, ïîëó÷èì
CAx⃗ = λCx⃗. Íî ñëåâà ïîëó÷èëàñü ìàòðèöà BC, ò.å. BCx⃗ = λCx⃗. Çíà÷èò, âåêòîð y⃗ = Cx⃗ ÿâëÿåòñÿ
ñîáñòâåííûì äëÿ îïåðàòîðà B.
Îòâåò: åñëè x⃗ � ñîáñòâåííûé âåêòîð îïåðàòîðà A, òî y⃗ = Cx⃗ � ñîáñòâåííûé âåêòîð îïåðàòîðà B
(ñ òåì æå ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì); îáðàòíî, åñëè y⃗ � ñ.â. äëÿ B, òî C−1y⃗ � ñ.â. äëÿ A (ñ òåì æå
ñ.ç.).6

Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî ñîâïàäåíèå ñïåêòðîâ äâóõ ìàòðèö (äàæå ñ ñâîïàäåíèåì êðàòíîñòåé âñåõ

ñ.ç.) íå âëå÷åò ïîäîáèÿ ýòèõ ìàòðèö. Íàïðèìåð, ìàòðèöû A =

(
0 1
0 0

)
è B =

(
0 0
0 0

)
èìåþò

îäèíàêîâûå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû, íî íå ïîäîáíû. Ìû âåðíåìñÿ ê ýòîìó âîïðîñó íà
ñëåäóþùèõ çàíÿòèÿõ.

Çàäà÷à 25. Â ïðîñòðàíñòâå R3 îïåðàòîð A � îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ íà îñü Oy. Íàéäèòå ñîá-
ñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå âåêòîðû îïåðàòîðà.

Ðåøåíèå. Â ñòàíäàðòíîì áàçèñå ìàòðèöà îïåðàòîðà ðàâíà A =

0 0 0
0 1 0
0 0 0

. Îòñþäà ñðàçó

âèäèì
Îòâåò: λ = 0 � ñ.ç. êðàòíîñòè äâà, ïðè÷åì äëÿ íåãî åñòü äâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñ.â. i⃗ è k⃗
(íàïðèìåð); λ = 1 � ïðîñòîå ñ.ç. ñ ñ.â. j⃗.

Îïðåäåëåíèå 30. Ïóñòü ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî V ðàçëîæåíî â ïðÿìóþ ëèíåéíóþ ñóììó ïîä-
ïðîñòðàíñòâ V = M ⊕N . Êàê ìû çíàåì, òîãäà êàæäûé âåêòîð x⃗ ïðîñòðàíñòâà åäèíñòâåííûì
îáðàçîì ðàñêëàäûâàåòñÿ â ñóììó x⃗ = x⃗0+ x⃗1, ãäå x⃗0 ∈ M , à x⃗1 ∈ N . Îïåðàòîðîì ïðîåêòèðîâàíèÿ7

íà ïîäïðîñòðàíñòâî M âäîëü ïîäïðîñòðàíñòâà N íàçûâàåòñÿ îïåðàòîð P : x⃗ 7→ x⃗0.

Ëþáîé îïåðàòîð ïðîåêòèðîâàíèÿ â ïîäõîäÿùåì ëèíåéíîì áàçèñå çàïèñûâàåòñÿ äèàãîíàëüíîé
ìàòðèöåé, íà äèàãîíàëè êîòîðîé ñòîÿò 1 è/èëè 0. Äåéñòâèòåëüíî, âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé ëèíåéíûé
áàçèñ â M è äîïîëíèì åãî äî áàçèñà âî âñåì ïðîñòðàíñòâå ïðîèçâîëüíûì áàçèñîì â N . Íàø
îïåðàòîð âåêòîðû ïåðâîãî áàçèñà ñîõðàíÿåò (îíè ëåæàò âM , à ëþáîé òàêîé âåêòîð ðàñêëàäûâàåòñÿ
x⃗ = x⃗0 + x⃗1, x⃗0 = x⃗, x⃗1 = 0⃗), à âåêòîðû âòîðîãî áàçèñà îáíóëÿåò (îíè ëåæàò â N , à ëþáîé òàêîé
âåêòîð ðàñêëàäûâàåòñÿ x⃗ = x⃗0 + x⃗1, x⃗0 = 0, x⃗1 = x⃗).

Çàäà÷à 26. Â ïðîñòðàíñòâå R3 îïåðàòîð A � çåðêàëüíîå îòðàæåíèå îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè Oyz.
Íàéäèòå ñ.ç. è ñ.â. îïåðàòîðà.

Ðåøåíèå. Ïî îïðåäåëåíèþ, Aj⃗ = j⃗, Ak⃗ = k⃗ (âåêòîðû j⃗ è k⃗ ëåæàò â ïëîñêîñòè Oyz è, çíà÷èò,
ïðè îòðàæåíèè íå ìåíÿþòñÿ). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî A⃗i = −⃗i, ò.å. ìàòðèöà îïåðàòîðà â ñòàíäàðòíîì

áàçèñå ðàâíà A =

−1 0 0
0 1 0
0 0 1

.
Îòâåò: λ = 1 � ñ.ç. êðàòíîñòè äâà, ïðè÷åì äëÿ íåãî åñòü äâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñîáñòâåííûõ
âåêòîðà j⃗ è k⃗. Òðåòüå ñ.ç. ðàâíî −1, ñ.â. ðàâåí i⃗.

6Ìû íà÷àëè ïîëüçîâàòüñÿ êëàññè÷åñêèìè àááðåâèàòóðàìè: ¾ñ.ç.¿=¾ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå¿, ¾ñ.â.¿=¾ñîáñòâåííûé
âåêòîð¿.

7×àñòî, ÷òîáû ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ïðîåêòèðîâàíèå èäåò íå ïîä ïðÿìûì óãëîì, ãîâîðÿò ¾îïåðàòîð êîñîãî ïðîåê-
òèðîâàíèÿ¿.
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Îïðåäåëåíèå 31. Ïóñòü ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî V ðàçëîæåíî â ïðÿìóþ ëèíåéíóþ ñóììó ïîä-
ïðîñòðàíñòâ V = M ⊕N . Êàê ìû çíàåì, òîãäà êàæäûé âåêòîð x⃗ ïðîñòðàíñòâà åäèíñòâåííûì
îáðàçîì ðàñêëàäûâàåòñÿ â ñóììó x⃗ = x⃗0+x⃗1, ãäå x⃗0 ∈ M , à x⃗1 ∈ N . Îïåðàòîðîì îòðàæåíèÿ îòíî-
ñèòåëüíî ïîäïðîñòðàíñòâà M âäîëü ïîäïðîñòðàíñòâà N íàçûâàåòñÿ îïåðàòîð A : x⃗ 7→ x⃗0 − x⃗1.

Ëþáîé îïåðàòîð îòðàæåíèÿ â ïîäõîäÿùåì áàçèñå çàïèñûâàåòñÿ äèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé, íà
äèàãîíàëè êîòîðîé ñòîÿò ÷èñëà 1 è/èëè −1 (äîêàæèòå ýòî ñàìè).

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ.

1. Â ïðîñòðàíñòâå R2 ëèíåéíûé îïåðàòîð A � ïðîåêöèÿ íà îñü x+ y = 0. Íàéäèòå ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå âåêòîðû îïðàòîðà A.

2. Â êàíîíè÷åñêîì áàçèñå ïðîñòðàíñòâà R3 îïåðàòîð A äåéñòâóåò ïî ïðàâèëó: A(x⃗) = (x1 − x2 +
x3, x2 − x3, 2x3). Íàéäèòå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå âåêòîðû îïåðàòîðà A.

3. Ëèíåéíûé îïåðàòîðA â ïðîñòðàíñòâå R3 â êàíîíè÷åñêîì áàçèñå èìååò ìàòðèöó

−1 2 0
0 −1 −1
1 0 2

.
Íàéäèòå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå âåêòîðû ýòîãî îïåðàòîðà. ßâëÿåòñÿ ëè îí îïå-
ðàòîðîì ïðîñòîãî òèïà?

4. Ïóñòü ìàòðèöà C = AB, à ìàòðèöà D = BA, ãäå A è B � êàêèå�òî n×n ìàòðèöû. Äîêàæèòå,
÷òî σ(C) = σ(D).

5. Íàéäèòå õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ âåðõíåòðåóãîëüíîé ìàòðèöû
A = (ai,j)

n
i, j=1, ãäå ïðè i > j âñå ai,j = 0.

6. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ íåâûðîæäåííîñòè îïåðàòîðà A íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ÷èñëî 0
íå âõîäèëî â ñïåêòð.

7. Íàéäèòå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå âåêòîðû îïåðàòîðà, çàäàííîãî ìàòðèöåé A =
3 −4 1 2
4 −5 1 2
0 0 3 −5
0 0 1 1


à) íàä ïîëåì R, á) íàä ïîëåì C.

8. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè x⃗ � ñîáñòâåííûé âåêòîð îïåðàòîðà A ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì λ, òî x⃗
� ñîáñòâåííûé âåêòîð è äëÿ îïåðàòîðîâ
à) A2, á) An ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì n, â) f(A), ãäå f � ïðîèçâîëüíûé ìíîãî÷ëåí.
Â êàæäîì ñëó÷àå íàéäèòå ñ.ç., êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò x⃗. Âûâåäèòå îòñþäà, ÷òî ñïåêòð ìíî-
ãî÷ëåíà îò îïåðàòîðà ðàâåí ìíîæåñòâó çíà÷åíèé ìíîãî÷ëåíà íà ñïåêòðå îïåðàòîðà.

Îòâåòû: 1. λ1 = 0, e⃗1 = (1, 1), λ2 = 1, e⃗2 = (−1, 1).
2. λ1 = 1, λ2 = 2; e⃗1 = (1, 0, 0), e⃗2 = (2,−1, 1).
3. λ1 = 1, λ2 = −

√
3, λ3 =

√
3; e⃗1 = (2, 1,−1), e⃗2 = (2, 1−

√
3, 2

√
3− 4), e⃗3 = (2, 1 +

√
3,−2

√
3− 4);

ÿâëÿåòñÿ.
5. χ(λ) = (a11 − λ)(a22 − λ) . . . (ann − λ), σ(A) = {a11, a22, . . . , ann}.
7. à) λ = −1 � ñ.ç. êðàòíîñòè 2 ñ ñ.â. (1, 1, 0, 0); äðóãèõ ñ.ç. íåò
á) λ = −1 � ñ.ç. êðàòíîñòè 2 ñ ñ.â. (1, 1, 0, 0); λ = 2 − 2i � ñ.ç. êðàòíîñòè 1 ñ ñ.â. (1, 1, 1 − 2i, 1);
λ = 2+2i � ñ.ç. êðàòíîñòè 1 ñ ñ.â. (a, b, 1+ 2i, 1), ãäå a è b íàõîäÿòñÿ èç óðàâíåíèé (1− 2i)a− 4b =
4a− (7 + 2i)b = −3− 2i.
8. à) λ2, á) λn, â) f(λ).
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Çàíÿòèå 5

Äî ñèõ ïîð ìû ãîâîðèëè òîëüêî ïðî ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ, äåéñòâóþùèå â îäíîì è òîì æå
ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå. Ïîãîâîðèì ïðî ëèíåéíûå îïåðàòîðû èç îäíîãî ïðîñòðàíñòâà â äðóãîå.
Íà÷íåì ñ âàæíîãî ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ.

Îïðåäåëåíèå 32. Ïóñòü V � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì R. Âåùåñòâåííûì ëèíåéíûì
ôóíêöèîíàëîì f íàçûâàåòñÿ ëþáîå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå èç V â R. Åñëè V � ïðîñòðàíñòâî
íàä ïîëåì C, à f äåéñòâóåò èç V â C, òî åãî íàçûâàþò êîìïëåêñíûì ëèíåéíûì ôóíêöèîíàëîì.

Ìû, êàê è ðàíüøå, áóäåì ïðîïóñêàòü óòî÷íåíèå � ïðî âåùåñòâåííîå èëè êîìïëåêñíîå îòîá-
ðàæåíèå èäåò ðå÷ü, ñ÷èòàÿ, ÷òî ýòî ÿñíî ÷èòàòåëþ èç êîíòåêñòà (åñëè âñå ýëåìåíòû ìàòðèö è
âåêòîðîâ âåùåñòâåííûå, òî ìû ãîâîðèì î ïðîñòðàíñòâàõ íàä R, åñëè âñòðå÷àþòñÿ êîìïëåêñíûå
÷èñëà èëè â óñëîâèè ÿâíî óêàçàíà âîçìîæíîñòü êîìïëåêñíîñòè, � òî î ïðîñòðàíñòâàõ íàä C).

Òåîðåìà 13. Ïóñòü â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå V ôèêñèðîâàí áàçèñ E = {e⃗1, . . . , e⃗n}. Òîãäà
ëþáîé ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë íà V èìååò âèä

f(x⃗) = a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn, ãäå x⃗ =

x1
...
xn

 = x1e⃗1 + · · ·+ xne⃗n.

Äîêàçàòåëüñòâî. ×èñëà aj îïðåäåëèì ïî ôîðìóëå aj = f(e⃗j), j = 1, . . . , n. Òîãäà â ñèëó ëèíåéíî-
ñòè

f(x1e⃗1 + · · ·+ xne⃗n) = x1f(e⃗1) + · · ·+ xnf(e⃗n) = a1x1 + · · ·+ anxn.

Èòàê, ïîñëå ôèêñàöèè áàçèñà ñ ëþáûì ôóíêöèîíàëîì îäíîçíà÷íî ñâÿçûâàåòñÿ ñòðîêà ÷èñåë
(a1, . . . , an). Åñëè òåïåðü êàæäûé âåêòîð ïðîñòðàíñòâà çàïèñàòü ñòîëáöîì åãî êîîðäèíàò â áàçèñå
E , òî äåéñòâèå ôóíêöèîíàëà ïðèîáðåòàåò âèä

f(x⃗) =
(
a1, . . . , an

)
·

x1
...
xn

 .

Òàêèì îáðàçîì, íàøå îòîáðàæåíèå âíîâü çàäàåòñÿ ìàòðèöåé, òîëüêî òåïåðü ðàçìåð ýòîé ìàòðèöû
1× n. Òàêèå ìàòðèöû íàçûâàþò êîâåêòîðàìè.8

Î÷åâèäíî, ÷òî ÿäðî ëþáîãî ôóíêöèîíàëà Ker f = {x⃗ : f(x⃗) = 0} ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïîäïðî-
ñòðàíñòâîì. Îíî çàäàåòñÿ îäíèì îäíîðîäíûì ëèíåéíûì óðàâíåíèåì

a1x1 + a2x2 + . . .+ abxn = 0

(åñëè òîëüêî ôóíêöèîíàë íå òîæäåñòâåííî íóëåâîé � òîãäà Ker f = V).

Çàäà÷à 27. Íàéäèòå âñå ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû â R4, ÿäðî êîòîðûõ ñîâïàäàåò ñ ïîäïðîñòðàí-
ñòâîì M = {x⃗ : x1 − x2 + 2x3 − 3x4 = 0} (áàçèñ ñ÷èòàåì ñòàíäàðòíûì).

Ðåøåíèå. Ñ îäíîé ñòîðîíû, ëþáîé ôóíêöèîíàë ñ ìàòðèöåé (a,−a, 2a,−3a), ãäå a ∈ R, a ̸= 0,
ïîäõîäèò. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âM ëåæàò, íàïðèìåð, âåêòîðû x⃗ = (1, 1, 0, 0)T , y⃗ = (2, 0,−1, 0)T è z⃗ =

8Âîò òåïåðü, äåéñòâèòåëüíî, âàæíî ñëåäèòü çà òåì, ÷òîáû âåêòîðû ïðîñòðàíñòâà áûëè çàïèñàíû ñòîëáöàìè,
ïîñêîëüêó âåêòîðû�ñòðîêè òåïåðü çàäàþò ñîâñåì äðóãîé îáúåêò � ôóíêöèîíàë! Íà âðåìÿ ýòîãî çàíÿòèÿ ìû áóäåì
àêêóðàòíû â íàøèõ îáîçíà÷åíèÿõ.
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(3, 0, 0, 1)T . Åñëè äàí íåêîòîðûé ôóíêöèîíàë ñ ìàòðèöåé (a1, a2, a3, a4), ÿäðî êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ
M , òî f(x⃗) = f(y⃗) = f(z⃗) = 0. Ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé

a1 + a2 = 0,

2a1 − a3 = 0,

3a1 + a4 = 0

⇐⇒


a2 = −a1,

a3 = 2a1,

a4 = −3a1,

ò.å. ìàòðèöà ôóíêöèîíàëà èìååò âèä (a,−a, 2a,−3a), ãäå a ∈ R.
Îòâåò: f(x⃗) = ax1 − ax2 + 2ax3 − 3ax4, ãäå ÷èñëî a ∈ R � ïðîèçâîëüíîå íåíóëåâîå.

Òåîðåìà 14. Ïóñòü â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå äàíû äâà áàçèñà E = {e⃗1, . . . , e⃗n} è E ′ = {e⃗ ′
1, . . . , e⃗

′
n}

ñ ìàòðèöåé ïåðåõîäà C îò ïåðâîãî êî âòîðîìó. Ïóñòü íåêîòîðûé ôóíêöèîíàë f çàäàí êî-
âåêòîðîì (a1, . . . , an) â ïåðâîì áàçèñå. Òîãäà åãî êîâåêòîð (a′1, . . . , a

′
n) âî âòîðîì áàçèñå ðàâåí

(a1, . . . , an)C.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ ìàòðèöû ïåðåõîäà, e⃗ ′
j =

∑n
i=1 cij e⃗i. Òîãäà

a′j = f(e⃗ ′
j) =

n∑
i=1

cijf(e⃗i) =
n∑

i=1

cijai =⇒
(
a′1 . . . a′n

)
=
(
a1 . . . an

)
C.

Èòàê, ïðè ñìåíå áàçèñà êîîðäèíàòû âåêòîðîâ ïðåîáðàçóþòñÿ ïî ïðàâèëó Cx⃗, à êîâåêòîðîâ �
a⃗C.

Çàäà÷à 28. Ôóíêöèîíàë f â ñòàíäàðòíîì áàçèñå ïðîñòðàíñòâà R5 çàäàí êîâåêòîðîì (1, −1, 2, −2, 0).
Íàéäèòå áàçèñ, â êîòîðîì ýòîò ôóíêöèîíàë èìååò êîîðäèíàòû (0, 0, 0, 0, 1).

Ðåøåíèå. Ïåðâûé ñïîñîá. Çàïèøåì ìàòðèöó C = (cij)
5
1 ïåðåõîäà ê èñêîìîìó áàçèñó. Òîãäà

c11 − c21 + 2c31 − 2c41 = 0,

c12 − c22 + 2c32 − 2c42 = 0,

c13 − c23 + 2c33 − 2c43 = 0,

c14 − c24 + 2c34 − 2c44 = 0,

c15 − c25 + 2c35 − 2c45 = 1.

Ïîäáåðåì ýëåìåíòû ìàòðèöû òàê, ÷òîáû ñèñòåìà âûïîëíÿëàñü, à ìàòðèöà áûëà íåâûðîæäåííîé.
Íàïðèìåð, ïîäîéäåò ìàòðèöà

C =


1 2 2 0 1
1 0 0 0 0
0 −1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 1

 ⇐⇒ e⃗ ′
1 =


1
1
0
0
0

 , e⃗ ′
2 =


2
0
−1
0
0

 , e⃗ ′
3 =


2
0
0
1
0

 , e⃗ ′
4 =


0
0
0
0
1

 , e⃗ ′
5 =


1
0
0
0
1

 . (7)

Âòîðîé ñïîñîá. ßäðî ôóíêöèîíàëà çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì x1 − x2 + 2x3 − 2x4 = 0. Âûáåðåì òàì
ïðîèçâîëüíûé áàçèñ � íàïðèìåð, âîçüìåì âåêòîðû e⃗ ′

1, e⃗
′
2, e⃗

′
3, e⃗

′
4, âûïèñàííûå âûøå. Òåïåðü ïîä-

áåðåì ïðîèçâîëüíûé âåêòîð, äëÿ êîòîðîãî f(x⃗) = 1. Íàïðèìåð, ïîäîéäåò âåêòîð e⃗ ′
5, íàéäåííûé

âûøå.
Îòâåò: ñì. (7).

Îïðåäåëåíèå 33. Ïóñòü èç n�ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà V1 â m�ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî V2 äåéñòâó-
åò ëèíåéíûé îïåðàòîð A. Ïóñòü çàôèêñèðîâàíû áàçèñû E = {e⃗1, . . . , e⃗n} â V1 è G = {g⃗1, . . . , g⃗m} â
V2. Ðàçëîæèì âåêòîðû Ae⃗j ïî áàçèñó G äëÿ êàæäîãî j = 1, . . . , n. Ïîëó÷èâøèåñÿ êîýôôèöèåíòû
â ðàçëîæåíèè çàïèøåì ïî ñòîëáöàì è èç ýòèõ ñòîëáöîâ ñîñòàâèì ìàòðèöó A ðàçìåðà m × n.
Åå íàçûâàþò ìàòðèöåé îïåðàòîðà A â ïàðå áàçèñîâ E è G è îáîçíà÷àþò AGE .
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Åñëè ðàçëîæèòü ïðîèçâîëüíûé âåêòîð x⃗ ∈ V1 ïî áàçèñó E , òî ïîëó÷èì

Ax⃗ =
n∑

j=1

xjAe⃗j =
n∑

j=1

m∑
i=1

xjaij g⃗i =
m∑
i=1

yig⃗i, ãäå

y1
...
ym

 =

a11 . . . a1n
...

. . .
...

am1 . . . amn


x1

...
xn

 .

Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå ôèêñàöèè áàçèñîâ äåéñòâèå îïåðàòîðà ïðåâðàùàåòñÿ â óìíîæåíèå ìàòðèöû
îïåðàòîðà íà âåêòîð.

Òàê æå, êàê äëÿ îïåðàòîðîâ ñ êâàäðàòíîé ìàòðèöåé, âèäèì, ÷òî

(Ae⃗1, . . . , Ae⃗n) = (g⃗1, . . . , g⃗m)A.

Åñëè ìû â ïðîñòðàíñòâå V1 ñìåíèì áàçèñ E íà áàçèñ E ′ ñ ïîìîùüþ ìàòðèöû ïåðåõîäà C, à â
ïðîñòðàíñòâå V2 ñìåíèì áàçèñ G íà áàçèñ G ′ ñ ïîìîùüþ ìàòðèöû ïåðåõîäà D, òî

(Ae⃗′1, . . . , Ae⃗′n) = (Ae⃗1, . . . , Ae⃗n)C = (g⃗1, . . . , g⃗m)AC = (g⃗′1, . . . , g⃗
′
m)D

−1AC.

Òàêèì îáðàçîì,
AG′E ′

= D−1AGEC.

Òàê æå, êàê äëÿ êâàäðàòíûõ ìàòðèö äîêàçûâàåòñÿ

Òåîðåìà 15. Ïóñòü îïåðàòîð A äåéñòâóåò èç ïðîñòðàíñòâà V1 ñ áàçèñîì E â ïðîñòðàíñòâî V2

ñ áàçèñîì G. Ïóñòü îïåðàòîð B äåéñòâóåò èç ïðîñòðàíñòâà V2 ñ áàçèñîì G â ïðîñòðàíñòâî V3

ñ áàçèñîì H. Òîãäà êîìïîçèöèÿ B ◦ A ýòèõ îïåðàòîðîâ åñòü ëèíåéíûé îïåðàòîð èç V1 â V3 è â
ïàðå áàçèñîâ E, H åãî ìàòðèöà ðàâíà BHGAGE .

Çàäà÷à 29. Îïåðàòîð A : R2 → R3 çàäàí â ñòàíäàðòíûõ áàçèñàõ ìàòðèöåé A =

1 2
2 3
3 4

. Íàéäèòå
åãî ìàòðèöó â ïàðå áàçèñîâ E = {e⃗1, e⃗2}, ãäå e⃗1 = (9,−5)T , e⃗2 = (−5, 3)T , è F = {f⃗1, f⃗2, f⃗3}, ãäå
f⃗1 = (1, 1, 2)T , f⃗2 = (1, 2, 3)T , f⃗3 = (1, 2, 4)T

Ðåøåíèå. Ìàòðèöà ïåðåõîäà îò ñòàíäàðòíîãî áàçèñà ê áàçèñó E ðàâíà C =

(
9 −5
−5 3

)
. Ìàò-

ðèöà ïåðåõîäà îò ñòàíäàðòíîãî áàçèñà ê áàçèñó F ðàâíà D =

1 1 1
1 2 2
2 3 4

. Òîãäà ìàòðèöà îïåðàòîðà
A â ýòîé ïàðå áàçèñîâ ðàâíà

D−1AC =

 2 −1 0
0 2 −1
−1 −1 1

1 2
2 3
3 4

( 9 −5
−5 3

)
=

−5 3
−1 1
5 −3

 .

Îòâåò:

−5 3
−1 1
5 −3

 .

Ïóñòü çàôèêñèðîâàíû áàçèñû {e⃗1, . . . , e⃗n} è {g⃗1, . . . , g⃗m} â ïðîñòðàíñòâàõ V1 è V2. Ëþáîé âåêòîð
y⃗ èç îáðàçà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A èìååò âèä y⃗ = Ax⃗ äëÿ íåêîòîðîãî x⃗ ∈ V1. Íî òîãäà y⃗ =
x1Ae⃗1 + . . .+ xnAe⃗n, ò.å.

ImA = Lin{Ae⃗1, . . . , Ae⃗n}.
Ðàçìåðíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâà ImA íå îáÿçàíà ðàâíÿòüñÿ n � ñðåäè âåêòîðîâ Ae⃗j ìîæåò áûòü
ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü. Âñïîìèíàÿ, ÷òî êîîðäèíàòû ýòèõ âåêòîðîâ çàïèñàíû ïî ñòîëáöàì ìàòðèöû
A = AGE , ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî dim ImA ðàâíà ÷èñëó ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñòîëáöîâ ìàòðèöû
A, ò.å. ðàíãó ýòîé ìàòðèöû. Ìû ïðîâîäèëè ðàññóæäåíèÿ â ïðîèçâîëüíîé ïàðå áàçèñîâ, ò.å. ðàíã
ìàòðèöû îïåðàòîðà îäèíàêîâ â ëþáîé ïàðå áàçèñîâ.
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Îïðåäåëåíèå 34. Ðàíã ìàòðèöû A îïåðàòîðà A (â ïðîèçâîëüíîé ïàðå áàçèñîâ) íàçûâàþò ðàí-
ãîì îïåðàòîðà A. Ýòî ÷èñëî ðàâíî dim ImA. Ðàçìåðíîñòü ÿäðà îïåðàòîðà íàçûâàþò äåôåêòîì
îïåðàòîðà.

Åñòü ÷åòêàÿ ñâÿçü ìåæäó ðàçìåðíîñòüþ ÿäðà è ðàçìåðíîñòüþ îáðàçà îïåðàòîðà. Äåéñòâèòåëü-
íî, ÿäðî îïåðàòîðà � ýòî âñå ðåøåíèÿ îäíîðîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé Ax⃗ = 0⃗. Ðàçìåðíîñòü ÿäðà
ðàâíà ÷èñëó âåêòîðîâ â ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìå ðåøåíèé. Èç êóðñà àëãåáðû ìû çíàåì, ÷òî
ýòî ÷èñëî ðàâíî ðàçíîñòè n − r ÷èñëà ïåðåìåííûõ ñèñòåìû è ðàíãà ìàòðèöû. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî
dimKerA = n− dim ImA. Èòàê, ñóììà ðàíãà îïåðàòîðà è äåôåêòà îïåðàòîðà ðàâíà ðàçìåðíîñòè
ïðîñòðàíñòâà V1.

Óòâåðæäåíèå 3. Äëÿ ëþáûõ äâõ ìàòðèö, ïðîèçâåäåíèå êîòîðûõ îïðåäåëåíî, rang(AB) ≤ rangA
è rang(AB) ≤ rangB.9

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàäàäèì ìàòðèöàìè A è B îïåðàòîðû A è B. Òîãäà ìàòðèöà AB çàäàåò êîì-
ïîçèöèþ îïåðàòîðîâ. Ïðè îòîáðàæåíèè îïåðàòîðîì B ïðîñòðàíñòâî ïåðåõîäèò â ImB. Î÷åâèäíî,
÷òî îáðàç îïåðàòîðà A øèðå (òî÷íåå, íå óæå), ÷åì îáðàç îïåðàòîðà A, îãðàíè÷åííîãî íà ImB.
Çíà÷èò, ðàçìåðíîñòü îáðàçà îïåðàòîðà AB íå ïðåâîñõîäèò ðàçìåðíîñòè îáðàçà îïåðàòîðà A. Êðî-
ìå òîãî, ïðè îòîáðàæåíèè îïåðàòîðîì A ðàçìåðíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâà ImB íå ìîæåò óâåëè÷èòñÿ
� ïîëó÷àåì âòîðîå íåðàâåíñòâî.

Çàäà÷à 30. Íàéäèòå áàçèñ ÿäðà, áàçèñ îáðàçà, ðàíã è äåôåêò îïåðàòîðà, çàäàííîãî â ñòàíäàðòíîì

áàçèñå ïðîñòðàíñòâà R3 ìàòðèöåé A =

3 2 1
5 4 3
4 3 2

.
Ðåøåíèå. Ïðèâåäåì ìàòðèöó îïåðàòîðà ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ ïðå-

îáðàçîâàíèé 3 2 1
5 4 3
4 3 2

 ∼

3 2 1
2 2 2
1 1 1

 ∼

1 1 1
0 −1 −2
0 0 0

 .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî rangA = dim ImA = 2, à defA = dimKerA = 1. Âèäèì, ÷òî òðåòèé ñòîëáåö
ìàòðèöû ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ïåðâûå äâà, ò.å. áàçèñ â îáðàçå îïåðàòîðà ñîñòàâëÿþò âåêòîðû
(3, 5, 4)T è (2, 4, 3)T . Äëÿ ïîèñêà áàçèñà â ÿäðå îïåðàòîðà ñîñòàâèì ñèñòåìó îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé

3x1 + 2x2 + x3 = 0,

5x1 + 4x2 + 3x3 = 0,

4x1 + 3x2 + 2x3 = 0,

⇐⇒

{
x1 + x2 + x3 = 0,

−x2 − 2x3 = 0,
⇐⇒


x1 = a,

x2 = −2a,

x3 = a.

Îòâåò: rangA = 2, defA = 1, áàçèñ â îáðàçå ñîñòàâëÿþò âåêòîðû (3, 5, 4)T è (2, 4, 3)T , áàçèñ â ÿäðå
ñîñòîèò èç îäíîãî âåêòîðà (1,−2, 1)T .

Òåîðåìà 16. Ïóñòü A � ëèíåéíûé îïåðàòîð èç ïðîñòðàíñòâà V1 â ïðîñòðàíñòâî V2. Âñåãäà
ìîæíî ïîäîáðàòü òàêèå áàçèñû E â V1 è G â V2, ÷òî ìàòðèöà îïåðàòîðà â ýòèõ áàçèñàõ ïðèìåò
âèä

A =

(
E O
O O

)
, (8)

ãäå E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà r× r, r = rangA, à O � íóëåâûå ìàòðèöû ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ ðàçìåðîâ.

9Åñëè ïîìíèòå, ìû ñôîðìóëèðîâàëè ýòî ñâîéñòâî â êóðñå àëãåáðû, íî äîêàçàòåëüñòâî îòëîæèëè. Ïðèøëî âðåìÿ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòðîèì ïðîèçâîëüíûé áàçèñ {f⃗1, . . . , f⃗r} â ïîäïðîñòðàíñòâå ImA. Äëÿ êàæ-

äîãî âåêòîðà f⃗j íàéäåì ïðîîáðàç � âåêòîð e⃗j ∈ V1, òàêîé ÷òî Ae⃗j = f⃗j (äëÿ äàííîãî f⃗j ïðîîáðàç
ìîæåò áûòü íå åäèíñòâåííûì � âîçüìåì â êà÷åñòâå e⃗j ëþáîé èç ïðîîáðàçîâ). Çàìåòèì, ÷òî âåê-
òîðû {e⃗1, . . . , e⃗r} ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè áû áûëà èõ íåòðèâèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ

êîìáèíàöèÿ λ1e⃗1 + . . . λre⃗r = 0⃗, òî, ïðèìåíÿÿ îïåðàòîð A, ìû ïîëó÷èëè áû λ1f⃗1 + . . . + λrf⃗r = 0⃗,
÷òî íåâîçìîæíî (ïîìíèì, ÷òî âåêòîðû f⃗j îáðàçóþò áàçèñ ïîäïðîñòðàíñòâà, ò.å. ëèíåéíî íåçàâè-
ñèìû). Ïîëîæèì M = Lin{e⃗1, . . . , e⃗r} è N = KerA. Ýòè äâà ëèíåéíûõ ïîäïðîñòðàíñòâà ïåðå-
ñåêàþòñÿ òîëüêî ïî íóëþ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè x⃗ ∈ M ∩ N , òî x⃗ = λ1e⃗1 + . . . + λre⃗r, à îáðàç
Ax⃗ = 0 = λ1f⃗1+ . . .+λrf⃗r. Òàêîå ðàâåíñòâî âîçìîæíî òîëüêî â ñëó÷àå λ1 = . . . = λr = 0, ò.å. x⃗ = 0⃗.
Íàêîíåö, dimM = r, à dimN = defA = n− r, ò.å. dimM + dimN = dimV1. Çíà÷èò, V1 = M ⊕N .
Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé áàçèñ {e⃗r+1, . . . , e⃗n} â ïîäïðîñòðàíñòâå N � ïîëó÷àåì áàçèñ {e⃗1, . . . , e⃗n} â
V1. Òåïåðü äîïîëíèì âåêòîðû {f⃗1, . . . , f⃗r} äî áàçèñà â V2 ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì. Èìååì Ae⃗j = f⃗j
ïðè j ≤ r è Ae⃗j = 0⃗ ïðè j > r, ò.å. â ïîñòðîåííûõ áàçèñàõ ìàòðèöà îïåðàòîðà A èìååò âèä,
îïèñàííûé â óñëîâèè òåîðåìû.

Çàäà÷à 31. Èç ïðîñòðàíñòâà P2 ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè ≤ 2 â ïðîñòðàíñòâî P3 äåéñòâóåò îïåðàòîð
A : p(t) 7→ (t2p′(t))′ + tp(t). Íàéäèòå áàçèñû, â êîòîðûõ ýòîò îïåðàòîð èìååò ìàòðèöó âèäà (8).

Ðåøåíèå. Âíà÷àëå ïîñìîòðèì íà äåéñòâèå íàøåãî îïåðàòîðà â ñòàíäàðòíûõ áàçèñàõ {1, t, t2}
è {1, t, t2, t3}. Ïîëó÷àåì

A =


0 0 0
1 2 0
0 1 6
0 0 1

 .

Âèäèì, ÷òî ñòîëáöû ìàòðèöû ëèíåéíî íåçàâèñèìû, ò.å. ñîñòàâëÿþò áàçèñ â ImA. Åùå âèäèì, ÷òî
ýòîò îáðàç ñîñòîèò èç âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ ñ íóëåâûì ñâîáîäíûì êîýôôèöèåíòîì (ïåðâàÿ ñòðîêà ìàò-

ðèöû ñîñòîèò èç íóëåé). Èòàê, f⃗1 = (0, 1, 0, 0)T , f⃗2 = (0, 2, 1, 0)T , f⃗3 = (0, 0, 6, 1)T , à äîïîëíÿþùèé

äî áàçèñà â P3 âåêòîð ìîæíî âçÿòü ðàâíûì f⃗4 = (1, 0, 0, 0)T . Ïðîîáðàçû âåêòîðîâ f⃗j, 1 ≤ j ≤ 3, ìû
óæå çíàåì � ýòî ìíîãî÷ëåíû 1, t è t2. Îíè óæå ñîñòàâëÿþò áàçèñ â P2 � äîïîëíÿòü èõ íå íóæíî.
Îòâåò: Áàçèñ â P2: {1, t, t2}; áàçèñ â P3: {t, 2t + t2, 6t2 + t3, 1}. Â ýòîé ïàðå áàçèñîâ ìàòðèöà

îïåðàòîðà ðàâíà A =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0

.
Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ.

1. Íàéäèòå âñå ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû â R4, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

f(x⃗) = 1, x⃗ =


1
0
1
2

 , f(y⃗) = 0, y⃗ =


0
−1
1
0

 , f(z⃗) = −2, z⃗ =


1
1
0
−1

 .

2. Â ïðîñòðàíñòâå âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ P íà îòðåçêå [−1, 1] çàäàí ôóíêöèîíàë f(p) =
∫ 1

−1
p(t) dt.

Ïðîâåðüòå, ÷òî îí ëèíååí è íàéäèòå ëèíåéíûé áàçèñ, â êîòîðîì ýòîò ôóíêöèîíàë çàäàåòñÿ
êîâåêòîðîì (1, 0, 0, . . .).

3. Â íåêîòîðîé ïàðå áàçèñîâ E è G äàíà ìàòðèöà îïåðàòîðà A =

2 1 1 1
2 1 2 1
2 2 1 1

. Â áàçèñå G äàí

âåêòîð y⃗ = (2,−3, 1)T . Íàéäèòå âñå åãî ïðîîáðàçû.
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4. Èç ïðîñòðàíñòâà R4 â ïðîñòðàíñòâî R3 äåéñòâóåò îïåðàòîð, çàäàííûé â ñòàíäàðòíûõ áàçèñàõ

ìàòðèöåé A =

1 2 3 4
0 1 2 3
0 0 1 2

. Íàéäèòå åãî ðàíã, äåôåêò, îáðàç è ÿäðî. Ïîäáåðèòå áàçèñû, â

êîòîðûõ ìàòðèöà îïåðàòîðà èìååò âèä (8).

5. Ïóñòü ëèíåéíûé îïåðàòîð A èìååò ìàòðèöó A =

0 0 1
0 1 1
1 1 1

 â áàçèñå {1, t, t2} ïðîñòðàíñòâà

P2, à îïåðàòîð B â áàçèñå F = {1, (t − 1), (t − 1)2} � ìàòðèöó B =

0 1 0
1 0 1
0 1 0

. Íàéäèòå
ìàòðèöû îïåðàòîðîâ AB, A+ B è 5A â áàçèñå F .

Îòâåòû: 1. f çàäàåòñÿ êîâåêòîðîì (−1− a, a, a, 1), a ∈ R � ëþáîå.
2. Íàïðèìåð,

{
1
2
, t, t2 − 1

3
, t3, t4 − 1

5
, . . . , t2n−1, t2n − 1

2n+1
, . . .

}
.

3.
{
(4− a/2,−1,−5, a)T : a ∈ R

}
.

4. rangA = 3; defA = 1; ImA = R3 = Lin{f⃗1, f⃗2, f⃗3}, ãäå f⃗1 = (1, 0, 0)T , f⃗2 = (2, 1, 0)T , f⃗3 =

(3, 2, 1)T ; KerA = Lin{e⃗4}, ãäå e⃗4 = (0, 1,−2, 1)T . Áàçèñû èìåþò âèä {e⃗1, e⃗2, e⃗3, e⃗4} è {f⃗1, f⃗2, f⃗3},
ãäå e⃗1 = (1, 0, 0, 0)T , e⃗2 = (0, 1, 0, 0)T , e⃗3 = (0, 0, 1, 0)T , à îñòàëüíûå âåêòîðû óêàçàíû âûøå.

5.

1 1 1
1 1 1
0 1 0

,
1 2 0
3 1 0
1 1 0

 è

 5 5 0
10 5 −5
5 0 0

.
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3 Êîðíåâûå ïîäïðîñòðàíñòâà. Æîðäàíîâà ôîðìà

Çàíÿòèå 6

Ïóñòü V � ëèíåéíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, A : V → V � ëèíåéíûé îïåðàòîð.

Îïðåäåëåíèå 35. Ïóñòü λ0 � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðàòîðà A. Ìíîæåñòâî

Wλ0 = {x ∈ V : Ax = λ0x⃗}

íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì ïîäïðîñòðàíñòâîì îïåðàòîðà A, ñîîòâåòñòâóþùèì ñîáñòâåííîìó çíà-
÷åíèþ λ0.

Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òîWλ0 = Ker(A−λ0I), òî åñòü ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî äåéñòâèòåëüíî
ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì ïðîñòðàíñòâà V.

Îïðåäåëåíèå 36. Ðàçìåðíîñòü ñîáñòâåííîãî ïîäïðîñòðàíñòâà Wλ0 íàçûâàåòñÿ ãåîìåòðè÷å-
ñêîé êðàòíîñòüþ ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λ0, à êðàòíîñòü λ0 êàê êîðíÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî
ìíîãî÷ëåíà íàçûâàåòñÿ åãî àëãåáðàè÷åñêîé êðàòíîñòüþ.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ãåîìåòðè÷åñêàÿ êðàòíîñòü ëþáîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ íå ïðåâîñõîäèò
åãî àëãåáðàè÷åñêîé êðàòíîñòè.

Çàäà÷à 32. Îïåðàòîð A â ïðîñòðàíñòâå Rn äåéñòâóåò ïî ïðàâèëó

A(x1, x2, . . . , xn) = (0, x1, x2, . . . , xn−1)

(ñäâèãàåò êîîðäèíàòû êàæäîãî âåêòîðà, ïðè÷åì íà ïåðâîå ìåñòî ñòàâèòñÿ íîëü, à ïîñëåäíÿÿ êîîð-
äèíàòà ïðîïàäàåò). Íàéäèòå àëãåáðàè÷åñêóþ è ãåîìåòðè÷åñêóþ êðàòíîñòü ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ
λ0 = 0.

Ðåøåíèå. Ìàòðèöà ýòîãî îïåðàòîðà èìååò âèä

A =


0 0 0 0 . . . 0 0 0
1 0 0 0 . . . 0 0 0
0 1 0 0 . . . 0 0 0
0 0 1 0 . . . 0 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . 0 1 0


Òîãäà õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ðàâåí χA(λ) = λn, ò.å. òî÷êà 0 ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà-
÷åíèåì àëãåáðàè÷åñêîé êðàòíîñòè n. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, óðàâíåíèå Ax⃗ = 0 èìååò ðåøåíèå x⃗ =
(0, 0, . . . , 0, xn), ò.å. ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé îäíîìåðíî � ãåîìåòðè÷åñêàÿ êðàòíîñòü íóëåâîãî ñîá-
ñòâåííîãî çíà÷åíèÿ ðàâíà 1.
Îòâåò: àëãåáðàè÷åñêàÿ êðàòíîñòü ðàâíà n, ãåîìåòðè÷åñêàÿ êðàòíîñòü ðàâíà 1.

Òåîðåìà 17. Ñóììà ñîáñòâåííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, îòâå÷àþùèõ ðàçëè÷-
íûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì, ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü λ1, ... , λs � ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà A, Wλ1 ,
... ,Wλs � ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå ïîäïðîñòðàíñòâà. Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé 5. Äîñòàòî÷íî
äîêàçàòü, ÷òî åñëè x⃗j ∈ Wλj

, j = 1, . . . , s, òî èç ñîîòíîøåíèÿ

x⃗1 + . . .+ x⃗s = 0

ñëåäóåò, ÷òî âñå x⃗j = 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê. Òîãäà îñòàâèì â ñóììå òîëüêî íåíóëåâûå
ñëàãàåìûå:

x⃗j1 + . . .+ x⃗jm = 0.
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Ïîëó÷èëè íåòðèâèàëüíóþ ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, ðàâíóþ íóëþ. Íî ýòè
ñîáñòâåííûå âåêòîðû ñîîòâåòñòâóþò ðàçëè÷íûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì, ñëåäîâàòåëüíî, äîëæ-
íû áûòü ëèíåéíî íåçàâèñèìû (òåîðåìà 9). Ìû ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ. Çíà÷èò, ïðåäïîëîæåíèå
íåâåðíî è ñóììà ñîáñòâåííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé.

Îïðåäåëåíèå 37. Ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî L ïðîñòðàíñòâà V íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòíûì
ïîäïðîñòðàíñòâîì îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà A, åñëè äëÿ ëþáîãî âåêòîðà x⃗ ∈ L åãî îáðàç Ax⃗
òàêæå ïðèíàäëåæèò L.

Îïðåäåëåíèå 38. Ïóñòü L � ïîäïðîñòðàíñòâî, èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà A.
Îòîáðàæåíèå A|L : L → L, îïðåäåëåííîå ðàâåíñòâîì A|Lx⃗ = Ax⃗ äëÿ âñåõ x⃗ ∈ L, íàçûâàåò-
ñÿ ñóæåíèåì (îãðàíè÷åíèåì) îïåðàòîðà A íà ïîäïðîñòðàíñòâî L.

Åñëè âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà A, êîòîðûé äåéñòâóåò â n�ìåðíîì êîìïëåêñíîì ïðî-
ñòðàíñòâå V, èìåþò ïåðâóþ êðàòíîñòü (êàê ãîâîðÿò, ¾ïðîñòûå¿), òî ó îïåðàòîðà ðîâíî n ðàçëè÷íûõ
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Äåéñòâèòåëüíî, ìû çíàåì, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêèé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöû A ðàçìåðà n×n èìååò ñòåïåíü n. Ìû ïîìíèì îñíîâíóþ òåîðåìó àëãåáðû:
ìíîãî÷ëåí n�îé ñòåïåíè èìååò â C ðîâíî n êîðíåé ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè. Íó è, íàêîíåö, íàì èçâåñò-
íî, ÷òî êàæäîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå èìååò êðàòíîñòü 1. Òîãäà ó îïåðàòîðà ðîâíî n ñîáñòâåííûõ
âåêòîðîâ, à ñîãëàñíî òåîðåìå 17, âñå îíè ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå
V ñóùåñòâóåò áàçèñ èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ îïåðàòîðà A. Ïîñêîëüêó âñå âåêòîðû áàçèñà � ñîá-
ñòâåííûå, òî ìàòðèöà îïåðàòîðà â ýòîì áàçèñå ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëüíîé.

Òî÷íî òî æå ñàìîå ñïðàâåäëèâî, åñëè îïåðàòîð äåéñòâóåò â âåùåñòâåííîì ïðîñòðàíñòâå, à âñå
êîðíè åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà âåùåñòâåííûå è ïðîñòûå.

Çàäà÷à 33. Íàéäèòå áàçèñ èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ó îïåðàòîðà ñ ìàòðèöåé

5 −3 2
6 −4 4
4 −4 5

, äåé-
ñòâóþùåãî â R3, èëè äîêàæèòå, ÷òî òàêîãî áàçèñà íå ñóùåñòâóåò. Âûïèøèòå ìàòðèöó îïåðàòîðà â
ýòîì áàçèñå.

Ðåøåíèå. Âû÷èñëèì

χA(λ) =

∣∣∣∣∣∣
5− λ −3 2
6 −4− λ 4
4 −4 5− λ

∣∣∣∣∣∣ = −λ3 + 6λ2 − 11λ+ 6 = −(λ− 1)(λ− 2)(λ− 3).

Ïîëó÷àåì òðè ïðîñòûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ 1, 2 è 3. Çíà÷èò, â áàçèñå E èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ
ìàòðèöà îïåðàòîðà èìååò âèä

AE =

1 0 0
0 2 0
0 0 3

 (9)

(ïåðâûé ñîáñòâåííûé âåêòîð îïåðàòîð óìíîæàåò íà λ1 = 1, âòîðîé � íà λ2 = 2, òðåòèé � íà
λ3 = 3). Îñòàåòñÿ íàéòè ýòè âåêòîðû. Íà÷íåì ñ λ1 = 1. Ñîñòàâèì ñèñòåìó Ax⃗ = λ1x⃗, ò.å.

5x1 − 3x2 + 2x3 = x1,

6x1 − 4x2 + 4x3 = x2,

4x1 − 4x2 + 5x3 = x3

⇐⇒


4x1 − 3x2 + 2x3 = 0,

6x1 − 5x2 + 4x3 = 0,

4x1 − 4x2 + 4x3 = 0

⇐⇒

{
x1 = x3,

x2 = 2x3.

Âûáèðàÿ x3 = 1, ïîëó÷àåì ïåðâûé ñîáñòâåííûé âåêòîð e⃗1 = (1, 2, 1)T . Àíàëîãè÷íî íàéäåì âòîðîé
ñîáñòâåííûé âåêòîð:

Ax⃗ = λ2x⃗ ⇐⇒


3x1 − 3x2 + 2x3 = 0,

6x1 − 6x2 + 4x3 = 0,

4x1 − 4x2 + 3x3 = 0

⇐⇒

{
x1 = x2,

x3 = 0,
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ò.å. e⃗2 = (1, 1, 0)T . Àíàëîãè÷íî íàõîäèì e⃗3 = (1, 2, 2)T .
Îòâåò: Èñêîìûé áàçèñ {(1, 2, 1)T , (1, 1, 0)T , (1, 2, 2)T}. Ìàòðèöà èìååò âèä (9).

Ðàçáåðåìñÿ, ÷òî ïðîèçîéäåò, åñëè îïåðàòîð A äåéñòâóåò â n�ìåðíîì âåùåñòâåííîì ïðîñòðàí-
ñòâå, âñå åãî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïðîñòû, íî ñðåäè íèõ åñòü êîìïëåêñíûå. Êàê ìû çíàåì, â ýòîì
ñëó÷àå ó îïåðàòîðà åñòü áàçèñ, â êîòîðîì ìàòðèöà äèàãîíàëüíà. Îäíàêî âåêòîðû ýòîãî áàçèñà (è
ýëåìåíòû ìàòðèöû) ñòàíîâÿòñÿ êîìïëåêñíûìè. Ïðåäïîëîæèì, ýòî íàñ íå óñòðàèâàåò, ò.å. ìû õîòèì
íàéòè âåùåñòâåííûé áàçèñ, â êîòîðîì ìàòðèöà îïåðàòîðà èìååò íàèáîëåå ïðîñòîé âèä. Ïðåæäå
âñåãî çàìåòèì, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå âåêòîðû îïåðàòîðà ¾õîäÿò ïàðàìè¿. À
èìåííî, åñëè λ = σ + iτ � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå, ïðè÷åì Imλ = τ ̸= 0, òî λ = σ − iτ � òîæå ñîá-
ñòâåííîå çíà÷åíèå. Àíàëîãè÷íî, åñëè x⃗ = (x1, . . . , xn) � ñîáñòâåííûé âåêòîð äëÿ ñ.ç. λ, òî âåêòîð
x⃗∗ = (x1, . . . , xn) � òîæå ñîáñòâåííûé, ïðè÷åì äëÿ ñ.ç. λ. Ýòî ñëåäóåò èç áàíàëüíîãî ôàêòà: åñëè
äàíî ðåøåíèå ñèñòåìû 

a11x1 + · · ·+ a1nxn = λx1,

. . .

an1x1 + · · ·+ annxn = λxn,

ñ âåùåñòâåííûì ýëåìåíòàìè aij è êîìïëåêñíûìè xj è λ, òî âçÿâ ñîïðÿæåíèå âñåõ ñòðî÷åê ñèñòåìû,
ïîëó÷èì 

a11x1 + · · ·+ a1nxn = λx1,

. . .

an1x1 + · · ·+ annxn = λxn.

Åñëè òåïåðü ìû âíà÷àëå ñîñòàâèì áàçèñ E = {e⃗j}nj=1 èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ îïåðàòîðà A (â ýòîì
áàçèñå ìàòðèöà îïåðàòîðà äèàãîíàëüíà), à çàòåì çàìåíèì âñå ïàðû ¾ñîïðÿæåííûõ äðóã äðóãó¿
âåêòîðîâ íà ïàðó ¾ñóììà¿ è ¾ðàçíîñòü¿ (äåëåííàÿ íà ìíèìóþ åäèíèöó), òî âñå êîìïëåêñíûå ÷èñëà
ñîêðàòÿòñÿ è ìû ïîëó÷èì áàçèñ èç âåùåñòâåííûõ âåêòîðîâ. Â ýòîì áàçèñå ìàòðèöà îïåðàòîðà óæå
íå äèàãîíàëüíà, íî îíà ñîñòîèò èç áëîêîâ ðàçìåðà ëèáî 1× 1, ëèáî 2× 2, ñòîÿùèõ ïî äèàãîíàëè.

Çàäà÷à 34. Ïðèâåäèòå ìàòðèöó A =

−1 2 2
−2 3 2
−2 1 3

 ê áëî÷íîìó âèäó ñ âåùåñòâåííûìè áëîêàìè

ðàçìåðà 1× 1 è 2× 2 íà äèàãîíàëè. Íàéäèòå ñîîòâåòñòâóþùèé áàçèñ F .

Ðåøåíèå. Âû÷èñëèì

χA(λ) =

∣∣∣∣∣∣
−1− λ 2 2
−2 3− λ 2
−2 1 3− λ

∣∣∣∣∣∣ = −λ3 + 5λ2 − 9λ+ 5 = −(λ− 1)(λ− 2− i)(λ− 2 + i).

Çíà÷èò, â áàçèñå F èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ìàòðèöà èìååò âèä

AF =

1 0 0
0 2 + i 0
0 0 2− i

 .

Íàéäåì ýòè ñîáñòâåííûå âåêòîðû òàê æå, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî â ïðåäûäóùåé çàäà÷å (âû÷èñëåíèÿ

îïóñêàåì): f⃗1 = (1, 0, 1)T , f⃗2 = (1 − i, 1 − i, 1)T , f3 = (1 + i, 1 + i, 1)T . Ïåðâûé âåêòîð îòâå÷àåò
âåùåñòâåííîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ � åãî ìåíÿòü íå íàäî, òàê ÷òî e⃗1 = (1, 0, 1)T . Âòîðîé è
òðåòèé âåêòîðû îòâå÷àþò äâóì âçàèìíî ñîïðÿæåííûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì λ2 = 2 + i è λ3 =
λ2 = 2− i. Çàìåíèì èõ íà ñóììó f⃗2+ f⃗3 = (2, 2, 2)T è ðàçíîñòü f⃗2− f⃗3 = (−2i, −2i, 0)T . Ïîñêîëüêó
ñîáñòâåííûå âåêòîðû âñåãäà îïðåäåëåíû ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ, òî ðàçäåëèì ñóììó íà 2, à
ðàçíîñòü íà −2i. Ïîëó÷èì âåêòîðû ñ âåùåñòâåííûìè êîîðäèíàòàìè e⃗2 = (1, 1, 1)T , e⃗3 = (1, 1, 0)T .

41



Ìû íàøëè èñêîìûé áàçèñ. Äëÿ òîãî, ÷òîáû âûïèñàòü ìàòðèöó îïåðàòîðàA â ýòîì áàçèñå, ñîñòàâèì

ìàòðèöó ïåðåõîäà T =

1 1 1
0 1 1
1 0 1

, îáðàòèì åå T−1 =

 1 −1 0
1 0 −1
−1 1 1

 è âû÷èñëèì

AE = T−1AT =

 1 −1 0
1 0 −1
−1 1 1

−1 2 2
−2 3 2
−2 1 3

1 1 1
0 1 1
1 0 1

 =

1 0 0
0 2 1
0 −1 2


Îòâåò: Ìàòðèöà îïåðàòîðà âûïèñàíà âûøå, âåêòîðû áàçèñà ðàâíû e⃗1 = (1, 0, 1)T , e⃗2 = (1, 1, 1)T ,
e⃗3 = (1, 1, 0)T .

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ýëåìåíòû êëåòîê ðàçìåðà 2× 2 èìåþò âïîëíå îïðåäåëåííûé âèä. À

èìåííî, ïàðå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λ = σ ± iτ ñîîòâåòñòâóåò êëåòêà

(
σ τ
−τ σ

)
.

Ïåðåéäåì ê èçó÷åíèþ îïåðàòîðîâ â êîìïëåêñíîì ïðîñòðàíñòâå, èìåþùèõ ñîáñòâåííûå çíà-
÷åíèÿ íååäèíè÷íîé àëãåáðàè÷åñêîé êðàòíîñòè. Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî åñëè ãåîìåòðè÷åñêàÿ
êðàòíîñòü ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λ ñîâïàäàåò ñ àëãåáðàè÷åñêîé, òî ýòîò ñëó÷àé íè÷åì íå îòëè÷à-
åòñÿ îò ïðåäûäóùåãî (êîãäà âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïðîñòûå).

Çàäà÷à 35. Íàéäèòå áàçèñ, â êîòîðîì îïåðàòîð A, çàäàííûé ìàòðèöåé A =

 7 −12 6
10 −19 10
12 −24 13

 ,

äèàãîíàëåí.

Ðåøåíèå. Âû÷èñëÿåì õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöû χA(λ) = −(λ − 1)2(λ + 1) è
âèäèì, ÷òî ó îïåðàòîðà äâà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ, ïðè÷åì îäíî èç íèõ âòîðîé àëãåáðàè÷åñêîé
êðàòíîñòè, ò.å. λ1 = λ2 = 1, λ3 = −1. Íàéäåì ñîáñòâåííûé âåêòîð äëÿ ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ
λ = 1, ðåøèâ ñèñòåìó

7x1 − 12x2 + 6x3 = x1,

10x1 − 19x2 + 10x3 = x2,

12x2 − 24x2 + 13x3 = x3.

⇐⇒ x1 − 2x2 + x3 = 0.

Âèäèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû äâóìåðíî, ò.å. ãåîìåòðè÷åñêàÿ êðàòíîñòü ñîáñòâåííîãî
çíà÷åíèÿ λ = 1 ðàâíà äâóì. Íàïðèìåð, ìîæíî âûáðàòü äâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðà e⃗1 =
(2, 1, 0)T , e⃗2 = (−1, 0, 1)T . Îñòàåòñÿ íàéòè ñîáñòâåííûé âåêòîð äëÿ ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λ3 = −1.
Ðåøàÿ ñèñòåìó Ae⃗3 = −e⃗3, ïîëó÷àåì e⃗3 = (3, 5, 6)T .

Îòâåò: Â áàçèñå èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ {e⃗1, e⃗2, e⃗3} îïåðàòîð èìååò ìàòðèöó

1 0 0
0 1 0
0 0 −1

.
Îñòàåòñÿ ðàçîáðàòüñÿ, ÷òî äåëàòü â ñëó÷àå, êîãäà ãåîìåòðè÷åñêàÿ êðàòíîñòü íåêîòîðûõ ñîá-

ñòâåííûõ çíà÷åíèé ìåíüøå àëãåáðàè÷åñêîé.

Òåîðåìà 18 (î ðàñùåïëåíèè ëèíåéíîãî îïåðàòîðà). Äëÿ ëþáîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A, äåéñòâó-
þùåãî â êîìïëåêñíîì ïðîñòðàíñòâå V, ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì

f(λ) = (λ1 − λ)m1 . . . (λp − λ)mp , ãäå λi ̸= λj ïðè i ̸= j

ñóùåñòâóþò èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà Kλ1 , . . . , Kλp òàêèå, ÷òî

V = Kλ1 ⊕ . . .⊕Kλp ;

dimKλj
= mj, j = 1, p;

fj(λ) = det(A|Kλj
− λI) = (λj − λ)mj , j = 1, p.
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Ñëåäñòâèå. Äëÿ ëþáîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, äåéñòâóþùåãî â êîìïëåêñíîì ïðîñòðàíñòâå, ñó-
ùåñòâóåò áàçèñ, â êîòîðîì åãî ìàòðèöà èìååò êâàçèäèàãîíàëüíóþ ôîðìó, ó êîòîðîé ÷èñëî
äèàãîíàëüíûõ êëåòîê ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì ðàçëè÷íûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, à èõ ðàçìåðû � ñ
àëãåáðàè÷åñêèìè êðàòíîñòÿìè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, èëè, â ìàòðè÷íîé ôîðìóëèðîâêå, ëþáàÿ
êâàäðàòíàÿ êîìïëåêñíàÿ ìàòðèöà ïîäîáíà êâàçèäèàãîíàëüíîé ìàòðèöå

AE =


A1 0

A2

. . .

0 Ap

 ,

îáëàäàþùåé óêàçàííûì âûøå ñâîéñòâîì. Â òåðìèíàõ ìàòðèö îïåðàòîðîâ, ïîäîáèå ìàòðèö îçíà-
÷àåò èõ ïðèíàäëåæíîñòü ê îäíîìó è òîìó æå îïåðàòîðó.

Ñòðóêòóðà êîðíåâîãî ïðîñòðàíñòâà Kλj
îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùåé öåïî÷êîé âëîæåíèé: åñëè

Nk = Ker (A− λjI)k, òî
Wλj

= N1 ⊂ N2 ⊂ . . . ⊂ Nq = Kλj
.

Èíûìè ñëîâàìè, åñëè ìû îãðàíè÷èì îïåðàòîð A íà êîðíåâîå ïîäïðîñòðàíñòâî Kλj
äëÿ íåêîòî-

ðîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λj, òî ìû óâèäèì íåêîòîðûé îïåðàòîð (îáîçíà÷èì åãî Aj). Ìàòðèöà
ýòîãî îïåðàòîðà èìååò ðàçìåð dj × dj, ãäå dj = dimKλj

(â ìàòðèöå èñõîäíîãî îïåðàòîðà A ýòî
áóäåò êëåòêà Aj). Âû÷òåì çíà÷åíèÿ λj èç âñåõ äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû Aj � ïîëó÷èì
íåêîòîðûé âûðîæäåííûé îïåðàòîð (îí âûðîæäåí, ò.ê. λj � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå). Îáîçíà÷èì åãî
B. Òàê âîò, ÿäðî îïåðàòîðà B � ýòî ñîáñòâåííûå âåêòîðû äëÿ ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λj � îíè
îáðàçóþò ïîäïðîñòðàíñòâî Wλj

= N1. Âîçìîæíû äâà âàðèàíòà � ëèáî N1 = Kλj
(ýòî îçíà÷àåò,

÷òî àëãåáðàè÷åñêàÿ è ãåîìåòðè÷åñêàÿ êðàòíîñòè ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λj ðàâíû), ëèáî íåò. Â
ïåðâîì ñëó÷àå âñå ïðîñòî � íèêàêèõ ïîäïðîñòðàíñòâ Np ñ p > 1 íå íóæíî. Âî âòîðîì ñëó÷àå âîç-
âåäåì îïåðàòîð B â êâàäðàò. Îêàçûâàåòñÿ, ÿäðî îïåðàòîðà B2 îáÿçàòåëüíî øèðå, ÷åì KerB. Ïðè
äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè ñòåïåíè ó îïåðàòîðà B, îêàçûâàåòñÿ, ÿäðà áóäóò âñå âðåìÿ ðàñøèðÿòñÿ,
ïîêà ñòåïåíü íå äîñòèãíåò íåêîòîðîãî ÷èñëà q. Ìàòðèöà îïåðàòîðà Bq ñòàíåò ïîïðîñòó íóëåâîé, è
äàëüíåéøåå óâåëè÷åíèå ñòåïåíè åå óæå íå èçìåíèò.

Çàäà÷à 36. Äëÿ îïåðàòîðà A èç ïåðâîé çàäà÷è ýòîãî çàíÿòèÿ, äëÿ ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λ0 = 0
ïîñòðîéòå öåïî÷êó ïîäïðîñòðàíñòâ Nj.

Ðåøåíèå. Ìû çíàåì, ÷òî ãåîìåòðè÷åñêàÿ êðàòíîñòü ðàâíà 1, ò.å. N1 îäíîìåðíî. Áîëåå òî-
ãî, â ïåðâîé çàäà÷å ìû óæå îïèñàëè ýòî ïîäïðîñòðàíñòâî: N1 = {x⃗ : x1 = x2 = · · · = xn−1 =
0, xn � ëþáîå ÷èñëî}. Îïåðàòîð A2 ñäâèãàåò êîîðäèíàòû êàæäîãî âåêòîðà íà äâå ïîçèöèè, ò.å.
A(x1, x2, x3, . . . , , xn) = (0, 0, x1, x2, . . . , xn−2). Âèäèì, ÷òî ýòîò îïåðàòîð çàíóëÿåò âñå âåêòîðû
âèäà N2 = {x⃗ : x1 = x2 = · · · = xn−2 = 0, xn−1, xn � ëþáûå ÷èñëà}. Ïðîäîëæàÿ óâåëè÷èâàòü ñòå-
ïåíü, íàéäåì ÷òî Nj = {x⃗ : x1 = x2 = · · · = xn−j = 0, xn−j+1, . . . , xn � ëþáûå ÷èñëà}, ïîêà j < n.
Íàêîíåö, An � òîæäåñòâåííî íóëåâîé îïåðàòîð, ò.å. åãî ÿäðî óæå ñîâïàäàåò ñî âñåì ïðîñòðàíñòâîì
Rn.

Îïðåäåëåíèå 39. Ïóñòü λj � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðàòîðà A. Âåêòîð x⃗ ∈ V íàçûâàåòñÿ
êîðíåâûì âåêòîðîì îïåðàòîðà A, îòâå÷àþùèì ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λj, åñëè (A−λjI)kx⃗ = 0
ïðè íåêîòîðîì k ∈ Z, k ⩾ 0. Âûñîòîé êîðíåâîãî âåêòîðà íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøåå k, îáëàäàþùåå
óêàçàííûì ñâîéñòâîì.

Îòìåòèì ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà êîðíåâûõ âåêòîðîâ, âûòåêàþùèõ èç îïðåäåëåíèÿ:

1. Êîðíåâûå âåêòîðû âûñîòû 1 ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè. Äåéñòâèòåëüíî, îíè óäîâëåòâîðÿþò
óñëîâèþ (A− λI)x⃗ = 0, x⃗ ̸= 0.
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2. Åñëè x⃗ � êîðíåâîé âåêòîð âûñîòû k, òî (A− λI)x⃗ � êîðíåâîé âåêòîð âûñîòû k − 1.

3. Êîðíåâûå âåêòîðû ðàçëè÷íûõ âûñîò ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Îòñþäà ñðàçó âûòåêàåò, ÷òî âûñîòà
êîðíåâîãî âåêòîðà íå ìîæåò ïðåâîñõîäèòü ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà.

Îïðåäåëåíèå 40. Êîðíåâûå âåêòîðû âûñîòû k > 1 íàçûâàþòñÿ ïðèñîåäèíåííûìè âåêòîðàìè
(k − 1)�ãî ïîðÿäêà.

Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè x⃗ � ïðèñîåäèíåííûé âåêòîð (k − 1)�ãî ïîðÿäêà, òî (A − λI)kx⃗ = 0, (A −
λI)k−1x⃗ ̸= 0, òî åñòü (A− λI)k−1x⃗ � ñîáñòâåííûé âåêòîð îïåðàòîðà A, îòâå÷àþùèé ñîáñòâåííîìó
çíà÷åíèþ λ.

Èòàê, êîðíåâîé âåêòîð � ëèáî íóëåâîé, ëèáî ñîáñòâåííûé, ëèáî ïðèñîåäèíåííûé.

Îïðåäåëåíèå 41. Ìíîæåñòâî âñåõ êîðíåâûõ âåêòîðîâ îïåðàòîðà A, îòâå÷àþùèõ ñîáñòâåííîìó
çíà÷åíèþ λj, íàçûâàåòñÿ êîðíåâûì ïîäïðîñòðàíñòâîì îïåðàòîðà A, îòâå÷àþùèì ñîáñòâåííîìó
çíà÷åíèþ λj.

Óòâåðæäåíèå 4. Ðàçìåðíîñòü êîðíåâîãî ïîäïðîñòðàíñòâà, ñîîòâåòñòâóþùåãî ñîáñòâåííîìó
çíà÷åíèþ λj, ñîâïàäàåò ñ àëãåáðàè÷åñêîé êðàòíîñòüþ ýòîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ.

Çàäà÷à 37. Íàéäèòå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, êîðíåâûå âåêòîðû è êîðíåâûå ïîäïðîñòðàíñòâà ëè-

íåéíîãî îïåðàòîðà, çàäàííîãî â ñòàíäàðòíîì áàçèñå R3 ìàòðèöåé A =

2 6 −15
1 1 −5
1 2 −6

. Äëÿ êàæäîãî
èç êîðíåâûõ âåêòîðîâ óêàæèòå åãî âûñîòó.

Ðåøåíèå. Íàéäåì ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà:∣∣∣∣∣∣
2− λ 6 −15
1 1− λ −5
1 2 −6− λ

∣∣∣∣∣∣ = −λ3 − 3λ2 − 3λ− 1 = −(λ+ 1)3.

Çíà÷èò, λ = −1 � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå àëãåáðàè÷åñêîé êðàòíîñòè 3. Áóäåì èñêàòü êîðíåâûå
âåêòîðû. Ñíà÷àëà íàéäåì ñîáñòâåííûå âåêòîðû:

(A− λE)x⃗ = 0 ⇐⇒

3 6 −15
1 2 −5
1 2 −5

x1

x2

x3

 = 0 ⇐⇒ x1 + 2x2 − 5x3 = 0.

Âûáèðàÿ ñíà÷àëà x2 = 1, x3 = 0, à çàòåì x2 = 0, x3 = 1, ïîëó÷èì äâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ
ñîáñòâåííûõ âåêòîðà: x⃗1 = (−2, 1, 0) è x⃗2 = (5, 0, 1).

Çàìåòèì, òåïåðü, ÷òî êðàòíîñòü ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ ðàâíà 3, ñëåäîâàòåëüíî, êîðíåâûì ïîä-
ïðîñòðàíñòâîì ÿâëÿåòñÿ â äàííîì ñëó÷àå âñå ïðîñòðàíñòâî R3. Çíà÷èò, â êà÷åñòâå ïðèñîåäèíåííîãî
âåêòîðà ïåðâîãî ïîðÿäêà ìîæíî âçÿòü ëþáîé âåêòîð, ëèíåéíî íåçàâèñèìûé ñ x⃗1 è x⃗2. Ëåãêî âèäåòü,
÷òî ïîäîéäåò, íàïðèìåð, x⃗3 = (1, 0, 0).

Ìîæíî çàìåòèòü òàêæå, ÷òî ÷òî (A−λE)2 =

3 6 −15
1 2 −5
1 2 −5

2

= 0, ñëåäîâàòåëüíî, (A−λE)2x⃗3 =

0, ïðè ýòîì (A − λE)x⃗3 = (3, 1, 1). Çíà÷èò, äåéñòâèòåëüíî, x⃗3 � ïðèñîåäèíåííûé âåêòîð ïåðâîãî
ïîðÿäêà, ñîîòâåòñòâóþùèé ñîáñòâåííîìó âåêòîðó (3, 1, 1) = x⃗1 + x⃗2.
Îòâåò: λ1 = λ2 = λ3 = −1; êîðíåâûì ÿâëÿåòñÿ âñå ïðîñòðàíñòâî R3; âåêòîðû x⃗1 = (−2, 1, 0) è
x⃗2 = (5, 0, 1) � êîðíåâûå âåêòîðû âûñîòû 1 (ñîáñòâåííûå âåêòîðû); âåêòîð x⃗3 = (3, 1, 1) � êîðíåâîé
âåêòîð âûñîòû 2 (ïðèñîåäèíåííûé âåêòîð ïåðâîãî ïîðÿäêà).

44



Òåîðåìà 19. Ïóñòü A � ëèíåéíûé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé â êîìïëåêñíîì ïðîñòðàíñòâå V, è
åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí èìååò âèä

f(λ) = (λ1 − λ)m1 . . . (λp − λ)mp , ãäå λi ̸= λj ïðè i ̸= j

Òîãäà â ïðîñòðàíñòâå V ñóùåñòâóåò áàçèñ E, â êîòîðîì ìàòðèöà îïåðàòîðà A èìååò êâàçèäèà-
ãîíàëüíóþ ôîðìó

AE =


A1 0

A2

. . .

0 Ap

 ,

â êîòîðîé ìàòðèöû Aj, j = 1, p, èìåþò âèä

Aj =


Jq1(λj) 0

Jq2(λj)
. . .

0 Jqsj (λj)

 ,

ãäå

Jqi(λj) =


λj 1 0 . . . 0 0
0 λj 1 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . λj 1
0 0 0 . . . 0 λj


� êëåòêà Æîðäàíà qi−ãî ïîðÿäêà ñ λj íà ãëàâíîé äèàãîíàëè, êîëè÷åñòâî âñåõ êëåòîê Æîðäàíà â
ìàòðèöå Aj ðàâíî ãåîìåòðè÷åñêîé êðàòíîñòè sj ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λj, q1+q2+ . . .+qsj = mj,
à êîëè÷åñòâî êëåòîê k−ãî ïîðÿäêà ðàâíî ÷èñëó

tk = −nk−1 + 2nk − nk+1 = rk−1 − 2rk + rk+1,

ãäå nk = dimKer(A− λjI)k, rk = dim Im(A− λjI)k.

Ñëåäñòâèå. Äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà A èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

λ1 · . . . · λn = detA.

Îïðåäåëåíèå 42. Ïîëó÷åííàÿ ôîðìà ìàòðèöû ëèíåéíîãî îïåðàòîðà íàçûâàåòñÿ æîðäàíîâîé
ôîðìîé, à áàçèñ E, â êîòîðîì ìàòðèöà îïåðàòîðà èìååò æîðäàíîâó ôîðìó AE , � êàíîíè÷åñêèì
(èëè æîðäàíîâûì) áàçèñîì.

Çàäà÷à 38. Äëÿ îïåðàòîðà A èç ïåðâîé çàäà÷è ýòîãî çàíÿòèÿ ïîñòðîéòå æîðäàíîâ áàçèñ.

Ðåøåíèå. Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî ó A åñòü òîëüêî îäíî ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå (òî÷êà íîëü).
Çíà÷èò, æîðäàíîâà ñòðóêòóðà îïåðàòîðà ñîñòîèò èä îäíîé åäèíñòâåííîé êëåòêè. Îñòàåòñÿ íàéòè
äëÿ íåå æîðäàíîâ áàçèñ. Ìû óæå çíàåì, ÷òî âåêòîð e⃗1 = (0, 0, . . . , 0, 1) ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì.
Çàìåòèì, ÷òî âåêòîð e⃗2 = (0, 0, . . . , 0, 1, 0) ÿâëÿåòñÿ ïðèñîåäèíåííûì ê e⃗1 ïîðÿäêà 1, ïîñêîëüêó
(A − λ0I)e⃗2 = Ae⃗2 = e⃗1. Àíàëîãè÷íî, ëåãêî âèäèì, ÷òî âåêòîð e⃗j, ó êîòîðîãî åäèíèöà ñòîèò íà
n − j�îì ìåñòå (à îñòàëüíûå êîîðäèíàòû � íóëè) ÿâëÿåòñÿ ïðèñîåäèíåííûì ê e⃗1 ïîðÿäêà j. Âîò
ìû è íàøëè æîðäàíîâ áàçèñ.
Îòâåò: E = {e⃗1, . . . , e⃗n}, ãäå e⃗j � âåêòîð ñ íóëåâûìè êîîðäèíàòàìè è åäèíèöåé íà n − j + 1�îì
ìåñòå.
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Îïðåäåëåíèå 43. Ìàòðèöû A è B íàçûâàþòñÿ ïîäîáíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò íåâûðîæäåííàÿ
ìàòðèöà T òàêàÿ, ÷òî B = T−1AT .

Çàìå÷àíèå. Æîðäàíîâà ôîðìà ìàòðèöû ëèíåéíîãî îïåðàòîðà îïðåäåëåíà îäíîçíà÷íî ñ òî÷íî-
ñòüþ äî ïîðÿäêà êëåòîê Æîðäàíà. Äëÿ îïåðàòîðîâ ïðîñòîãî òèïà, è òîëüêî äëÿ íèõ, æîðäàíîâà
ôîðìà ñîâïàäàåò ñ äèàãîíàëüíîé. Â ìàòðè÷íîé ôîðìóëèðîâêå âûøåèçëîæåííàÿ òåîðåìà îçíà÷à-
åò, ÷òî ëþáàÿ êâàäðàòíàÿ êîìïëåêñíàÿ ìàòðèöà ïîäîáíà ìàòðèöå, èìåþùåé æîðäàíîâó ôîðìó.

Îïðåäåëåíèå 44. Ìàòðèöà AE , èìåþùàÿ æîðäàíîâó ôîðìó è ïîäîáíàÿ ìàòðèöå A, íàçûâàåòñÿ
æîðäàíîâîé ôîðìîé ìàòðèöû A. Åñëè A = TAET

−1, òî ñòîëáöàìè ìàòðèöû T ïðåîáðàçîâàíèÿ
ïîäîáèÿ ÿâëÿþòñÿ âåêòîðû êàíîíè÷åñêîãî áàçèñà.

Òåîðåìà 20. Äâå ìàòðèöû A,B ∈ Cn×n ïîäîáíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ æîðäàíîâû
ôîðìû ñîâïàäàþò.

Çàäà÷à 39. Ïîñòðîéòå êàíîíè÷åñêèé áàçèñ è íàéäèòå æîðäàíîâó ôîðìó ìàòðèöû A =

(
11 4
−4 3

)
.

Âûïèøèòå â ÿâíîì âèäå ïðåîáðàçîâàíèå ïîäîáèÿ.

Ðåøåíèå. Íàéä¼ì õàðàêòåðèñòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A:

det(A− λE) = (11− λ)(3− λ) + 16 = λ2 − 14λ+ 49 = (λ− 7)2 = 0 ⇒ λ1,2 = 7.

Ãåîìåòðè÷åñêàÿ êðàòíîñòü ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ ðàâíà 2. Íàéä¼ì ñîáñòâåííûé âåêòîð:

Ax =

(
11x1 + 4x2

−4x1 + 3x2

)
= λx =

(
7x1

7x2

)
⇒
(

4x1 + 4x2

−4x1 − 4x2

)
= 0.

Âîçüì¼ì, íàïðèìåð, x =

(
1
−1

)
. Âèäíî, ÷òî äðóãèõ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ

íåò. Íàéä¼ì ïðèñîåäèí¼ííûé âåêòîð èç óðàâíåíèÿ (A− λE)y = x:(
4 4
−4 −4

)(
y1
y2

)
=

(
1
−1

)
⇒ y =

(
1/4
0

)
.

Ñîñòàâèì ìàòðèöó ïðåîáðàçîâàíèÿ T èç ñîáñòâåííîãî è ïðèñîåäèí¼ííîãî âåêòîðîâ: T =

(
1 1/4
−1 0

)
.

Çíà÷èò, T−1 =

(
0 −1
4 4

)
, ñëåäîâàòåëüíî,

AJ = T−1AT =

(
0 −1
4 4

)
·
(
11 4
−4 3

)
·
(

1 1/4
−1 0

)
=

(
7 1
0 7

)
.

Îòâåò: T =

(
1 1/4
−1 0

)
, AJ =

(
7 1
0 7

)
. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ íàõîæäåíèÿ æîðäàíîâîé ôîðìû íå

îáÿçàòåëüíî ÿâíî âûïèñûâàòü ìàòðèöó ïîäîáèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ìû ïîëó÷èëè, ÷òî äàííàÿ ìàòðè-
öà èìååò îäíî äâóêðàòíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå, îäèí ñîáñòâåííûé âåêòîð è îäèí ïðèñîåäèíåííûé.
Ñëåäîâàòåëüíî, åå æîðäàíîâà ôîðìà � êëåòêà ðàçìåðà 2×2, ïî äèàãîíàëè ñòîèò ñîáñòâåííîå çíà-
÷åíèå, íàä äèàãîíàëüþ � åäèíèöà, ïîä äèàãîíàëüþ � íîëü.

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ.

Íàéäèòå æîðäàíîâó ôîðìó ìàòðèö è ìàòðèöó ïåðåõîäà.

1.

(
4 −2
6 −3

)
2.

(
1 −1
1 3

)
3.

 1 2 0
0 2 0
−2 −2 −1

 4.

 0 1 0
−4 4 0
−2 1 2

 5.

 4 6 0
−3 −5 0
−3 −6 1

.
Îòâåòû: 1.

(
0 0
0 1

)
,

(
1 2
2 3

)
. 2.

(
2 1
0 2

)
,

(
0 1
1 1

)
. 3.

1 0 0
0 2 0
0 0 −1

,
1 0 0
0 1 0
1 0 1

.
4.

2 1 0
0 2 0
0 0 2

,
1 0 0
2 1 0
1 0 1

. 5.

1 0 0
0 1 0
0 0 −2

,
0 2 1
0 −1 −1
1 0 −1

.
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Çàíÿòèå 7

Ñôîðìóëèðóåì îáùèé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ æîðäàíîâîé ôîðìû îïåðàòîðà ñ çàäàííîé ìàòðèöåé
A.
1. Íåîáõîäèìî íàéòè õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí χA(λ), âû÷èñëèòü âñå åãî êîìïëåêñíûå è âå-
ùåñòâåííûå êîðíè, íàéòè êðàòíîñòü êàæäîãî êîðíÿ (ýòî áóäåò àëãåáðàè÷åñêàÿ êðàòíîñòü äàííîãî
ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ).
2. Ïóñòü λ0 � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå àëãåáðàè÷åñêîé êðàòíîñòè m. Ñîñòàâèì ìàòðèöó B = A−λ0E.
Íàäî íàéòè åå ÿäðî (âñå ñîáñòâåííûå âåêòîðû). Åñëè ðàçìåðíîñòü ÿäðà ñîâïàäàåò ñ m, òî ïåðå-
õîäèì ê ñëåäóþùåìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ. Åñëè ðàçìåðíîñòü ÿäðà ìåíüøå, ÷åì m, òî íàäî
âûïèñàòü âñå ñîáñòâåííûå âåêòîðû, ïàðàìåòðèçîâàâ èõ êîîðäèíàòû íàáîðîì ñâîáîäíûõ ïàðàìåò-
ðîâ, è ïåðåéòè ê øàãó 3.
3. Ïóñòü x⃗ � ñîáñòâåííûé âåêòîð, êîîðäèíàòû êîòîðîãî ñîäåðæàò íåêîòîðûé íàáîð ïàðàìåòðîâ.
Íàäî âûÿñíèòü, ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìà óðàâíåíèé By⃗ = x⃗ èìååò ðåøåíèÿ. Çàòåì
íàäî íàéòè âñå ýòè ðåøåíèÿ (ïîëó÷èì êîðíåâûå âåêòîðû âûñîòû 1). Åñëè ðàçìåðíîñòü íàéäåííî-
ãî ïðîñòðàíñòâà ðàâíà m, òî ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ. Åñëè ìåíüøå, òî
èùåì êîðíåâûå âåêòîðû âûñîòû 2, è òàê äàëåå.

Çàäà÷à 40. Íàéäèòå æîðäàíîâó ôîðìó è æîðäàíîâ áàçèñ ìàòðèöû

A =


−3 1 2 1
0 4 6 0
0 −3 −5 0
0 −3 −6 1

 .

Ðåøåíèå. Íàõîäèì õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí χA(λ) = (−3−λ)(1−λ)((4−λ)(−5−λ)+18)
è âñå åãî êîðíè λ1 = 1 (êðàòíîñòè 2), λ2 = −2, λ3 = −3 (îáà ïðîñòûå). Äëÿ λ2 = −2 íàõîäèì
ñîáñòâåííûé âåêòîð, ðåøèâ ñèñòåìó Ax⃗ = −2x⃗, ïîëó÷èì e⃗3 = (2, −1, 1, 1). Àíàëîãè÷íî, ðåøàåì
ñèñòåìó Ax⃗ = −3x⃗ è íàõîäèì e⃗4 = (1, 0, 0, 0). Òåïåðü ðàçáåðåìñÿ ñ êðàòíûì çíà÷åíèåì λ1 = 1.
Ñèñòåìà Ax⃗ = x⃗ ïîñëå óïðîùåíèé èìååò âèä{

−4x1 + x4 = 0,

x2 + 2x3 = 0,

ò.å. ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé äâóìåðíî. Áàçèñîì òàì ìîæíî âçÿòü âåêòîðû e⃗1 = (1, 0, 0, 4) è e⃗2 =
(0, 2, −1, 0). Çíà÷èò, ãåîìåòðè÷åñêàÿ êðàòíîñòü ýòîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ ñîâïàëà ñ àëãåáðàè-
÷åñêîé.
Îòâåò: æîðäàíîâà ôîðìà è ìàòðèöà ïåðåõîäà:

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −2 0
0 0 0 −3

 ,


1 0 2 1
0 2 −1 0
0 −1 1 0
4 0 1 0

 .

Çàäà÷à 41. Íàéäèòå æîðäàíîâó ôîðìó è æîðäàíîâ áàçèñ ìàòðèöû

A =


3 0 1 1 1
0 3 2 −1 −1
0 0 3 1 1
0 0 0 1 1
0 0 0 0 1

 .

Ðåøåíèå.Ìàòðèöà âåðõíåòðåóãîëüíàÿ, òàê ÷òî ñðàçó âèäèì, ÷òî ó íåå äâà ñîáñòâåííûõ çíà÷å-
íèÿ: λ1 = 1 êðàòíîñòè 2 è λ2 = 3 êðàòíîñòè 3. Èùåì ñîáñòâåííûå âåêòîðû äëÿ ïåðâîãî ñîáñòâåííîãî
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çíà÷åíèÿ � ðåøàåì ñèñòåìó (A− λ1E)x⃗ = 0. Ïîëó÷àåì
x1 + x3 + x4 + x5 = 0,

2x2 + 2x3 − x4 − x5 = 0,

2x3 + x4 + x5 = 0,

x5 = 0

⇐⇒


x1 =

1
2
x3,

x2 = −2x3,

x4 = −2x3,

x5 = 0.

Ïðîñòðàíñòâî ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ îäíîìåðíî � ïðèäåòñÿ èñêàòü ïðèñîåäèíåííûé âåêòîð. Ñîñòà-
âèì ñèñòåìó óðàâíåíèé (A−λ1E)y⃗ = x⃗ (ïàðàìåòð x3 â êîîðäèíàòàõ ñîáñòâåííîãî âåêòîðà îñòàâëÿåì
ñâîáîäíûì, õîòÿ êîíêðåòíî â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ýòî íå âàæíî � âñå ðàâíî ñîáñòâåííûé âåêòîð
îïðåäåëÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ). Ïîëó÷èì

2y1 + y3 + y4 + y5 = x1 =
1
2
x3,

2y2 + 2y3 − y4 − y5 = x2 = −2x3,

2y3 + y4 + y5 = x3,

y5 = x4 = −2x3,

0 = x5 = 0,

⇐⇒


y1 =

1
2
y3 − 1

4
x3,

y2 = −2y3 − 1
2
x3,

y4 = −2y3 + 3x3,

y5 = −2x3.

Òåïåðü ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé ñîäåðæèò äâà ñâîáîäíûõ ïàðàìåòðà (x3 è y3), ò.å. îíî äâóìåðíî. Ðàç-
ìåðíîñòü äîñòèãëà àëãåáðàè÷åñêîé êðàòíîñòè ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ � ïðîöåññ îñòàíàâëèâàåì. Â
êà÷åñòâå ïåðâîãî âåêòîðà áàçèñà íàäî âçÿòü ñîáñòâåííûé âåêòîð, ò.å. y3 íàäî âçÿòü íóëåâûì. Ïàðà-
ìåòð x3 ìîæíî âçÿòü ïðîèçâîëüíûì (íåíóëåâûì), íàïðèìåð x3 = 2. Ïîëó÷èì e⃗1 = (1, −4, 2, −4, 0).
Âòîðîé âåêòîð áàçèñà âû÷èñëèì, âçÿâ y3 ïðîèçâîëüíûì, íàïðèìåð íóëåâûì (ïàðàìåòð x3 ïðè
ýòîì íå ìåíÿåì � îí óæå âûáðàí!). Èòàê, ïðè y3 = 0 ïîëó÷èì e⃗2 = (−1/2, −1, 0, 6, −4). Òîãäà

Ae⃗1 = λ1e⃗1, è Ae⃗2 = λ1e⃗2 + e⃗1, ò.å. â ýòîì áàçèñå ÷àñòü ìàòðèöû A ïðèíèìàåò âèä

(
λ1 1
0 λ1

)
� òà

ñàìàÿ æîðäàíîâà êëåòêà, êîòîðàÿ íàì íóæíà.
Ïåðåéäåì ê ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ2 = 3. Ñèñòåìà (A − 3E)x⃗ = 0 äëÿ ïîèñêà ñîáñòâåííûõ
âåêòîðîâ èìååò âèä

x3 + x4 + x5 = 0,

2x3 − x4 − x5 = 0,

x4 + x5 = 0,

−2x4 + x5 = 0,

−2x5 = 0,

⇐⇒ x3 = x4 = x5 = 0, à x1 è x2 � ëþáûå ÷èñëà.

Ðàçìåðíîñòü ñîáñòâåííîãî ïîäïðîñòðàíñòâà ðàâíà 2, ïåðåõîäèì ê ïîèñêó ïðèñîåäèíåííûõ âåêòîðîâ
ïåðâîãî ïîðÿäêà. Âçÿâ äâà ñâîáîäíûõ ïàðàìåòðà x1 è x2 çàïèøåì ïðîèçâîëüíûé ñîáñòâåííûé
âåêòîð x⃗ = (x1, x2, 0, 0, 0). Òîãäà äëÿ ïðèñîåäèíåííîãî âåêòîðà èìååì

(A− 3E)y⃗ = x⃗ ⇐⇒



y3 + y4 + y5 = x1,

2y3 − y4 − y5 = x2,

y4 + y5 = 0,

−2y4 + y5 = 0,

−2y5 = 0.

⇐⇒


y5 = 0,

y4 = 0,

y3 =
1
2
x2,

1
2
x2 = x1.

Èòàê, ïðèñîåäèíåííûé âåêòîð åñòü òîëüêî äëÿ ñîáñòâåííîãî âåêòîðà, êîîðäèíàòû êîòîðîãî óäîâëå-
òâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ x2 = 2x1 (âîò ïî÷åìó íàì áûëè íóæíû ñâîáîäíûå ïàðàìåòðû â êîîðäèíàòàõ
ñîáñòâåííîãî âåêòîðà!) Âîçüìåì, íàïðèìåð, x⃗ = (1, 2, 0, 0, 0). Äëÿ òàêîãî ñîáñòâåííîãî âåêòîðà
ïîëó÷èì y⃗ = (y1, y2, 1, 0, 0). Âûáèðàåì ïåðâûå äâå êîîðäèíàòû ïðîèçâîëüíî (íàïðèìåð, íóëÿìè).
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Èòàê, e⃗3 = (1, 2, 0, 0, 0), e⃗4 = (0, 0, 1, 0, 0). Äëÿ ýòîé ïàðû èìååì Ae⃗3 = λ2e⃗3, Ae⃗4 = λ2e⃗4 + e⃗3 �

âíîâü ïîëó÷èëè êëåòêó

(
λ1 1
0 λ2

)
. Íó è íå çàáóäåì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ áûëî

äâóìåðíî. Âûáåðåì åùå îäèí ñîáñòâåííûé âåêòîð, âçÿâ ïàðàìåòðû x1 è x2 ïðîèçâîëüíî (òîëüêî,
êîíå÷íî, ÷òîáû âåêòîð íå èìåë ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ñ e⃗3 � ìû âåäü ñòðîèì áàçèñ), íàïðèìåð
e⃗5 = (1, 0, 0, 0, 0).
Îòâåò: æîðäàíîâà ôîðìà è ìàòðèöà ïåðåõîäà:

1 1 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 3 1 0
0 0 0 3 0
0 0 0 0 3

 ,


1 −1/2 1 0 1
−4 −1 2 0 0
2 0 0 1 0
−4 6 0 0 0
0 −4 0 0 0

 .

Çàäà÷à 42. Íàéäèòå æîðäàíîâó ôîðìó è æîðäàíîâ áàçèñ ìàòðèöû

A =


2 1 7 1
−1 0 −17 −6
0 0 3 1
0 0 −4 −1

 .

Ðåøåíèå. Íàõîäèì õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí χA(λ) = ((2−λ)(−λ)+1)((3−λ)(−1−λ)+
4) = (λ − 1)4. Èòàê, ó îïåðàòîðà òîëüêî îäíî ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ1 = 1 ÷åòâåðòîé êðàòíîñòè.
Èùåì ñîáñòâåííûå âåêòîðû

(A− E)x⃗ = 0 ⇐⇒


x1 + x2 + 7x3 + x4 = 0,

−x1 − x2 − 17x3 − 6x4 = 0,

2x3 + x4 = 0,

−4x3 − 2x4 = 0,

⇐⇒

{
x1 = −x2 − 5x3,

x4 = −2x3.

Ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé x⃗ = (−x2 − 5x3, x2, x3, −2x3) äâóìåðíî, òàê ÷òî ïðèäåòñÿ èñêàòü ïðèñî-
åäèíåííûå âåêòîðû. Ñîñòàâëÿåì ñèñòåìó

(A−E)y⃗ = x⃗ ⇐⇒


y1 + y2 + 7y3 + y4 = x1 = −x2 − 5x3,

−y1 − y2 − 17y3 − 6y4 = x2,

2y3 + y4 = x3,

−4y3 − 2y4 = x4 = −2x3,

⇐⇒

{
y1 = −y2 − x2 − 5y3 − 6x3,

y4 = −2y3 + x3.

Âèäèì, ÷òî ó íàñ ÷åòûðå ïðîèçâîëüíûõ ïàðàìåòðà â ïðàâîé ÷àñòè. Ïîñêîëüêó ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå
èìååò êðàòíîñòü 4, èñêàòü ïðèñîåäèíåííûé âåêòîð âòîðîãî ïîðÿäêà íå íàäî. Èòàê, ó íàñ â îòâåòå
äîëæíû áûòü äâå æîðäàíîâûõ öåïî÷êè � ïåðâûé ñîáñòâåííûé âåêòîð ñ ïðèñîåäèíåííûì ê íåìó,
è âòîðîé ñîáñòâåííûé ñ ïðèñîåäèíåííûì ê íåìó. Âçÿâ x2 = 1, x3 = 0, ïîëó÷èì ñîáñòâåííûé
âåêòîð x⃗ = (−1, 1, 0, 0) = e⃗1 è ïðèñîåäèíåííûå ê íåìó y⃗ = (−y2 − 5y3 − 1, y2, y3, −2y3). Âûáèðàÿ
ïàðàìåòðû y2 = −1, y3 = 0, ïîëó÷èì ïðèñîåäèíåííûé âåêòîð e⃗2 = (0, −1, 0, 0). Âçÿâ x2 = 0,
x3 = 1, ïîëó÷èì ñîáñòâåííûé âåêòîð e⃗3 = (−5, 0, 1, −2) è ïðèñîåäèíåííûå ê íåìó y⃗ = (−y2 −
5y3 − 6, y2, y3, 1 − 2y3). Âûáèðàÿ ïàðàìåòðû ðàâíûìè y2 = 0, y3 = −1 (çäåñü âàæíî âûáèðàòü
ïàðàìåòðû òàê, ÷òîáû íå âîçíèêëî ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ñ óæå ïîñòðîåííûì ïðèñîåäèíåííûì
âåêòîðîì), ïîëó÷èì e⃗4 = (−1, 0, −1, 3).
Îòâåò: æîðäàíîâà ôîðìà è ìàòðèöà ïåðåõîäà:

1 1 0 0
0 1 0 0
0 0 1 1
0 0 0 1

 ,


−1 0 −5 −1
1 −1 0 0
0 0 1 −1
0 0 −2 3

 .
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Çàäà÷à 43. Íàéäèòå æîðäàíîâó ôîðìó è æîðäàíîâ áàçèñ ìàòðèöû

A =


2 0 0 0
4 2 0 0
3 −1 2 0
−1 2 1 2

 .

Ðåøåíèå. Ìàòðèöà íèæíåòðåóãîëüíàÿ, òàê ÷òî ñðàçó âèäèì, ÷òî ó íåå îäíî ñîáñòâåííîå çíà-
÷åíèå λ1 = 2 àëãåáðàè÷åñêîé êðàòíîñòè 4. Èùåì ñîáñòâåííûå âåêòîðû:

(A− 2E)x⃗ = 0 ⇐⇒


0 = 0

4x1 = 0,

3x1 − x2 = 0,

−x1 + 2x2 + x3 = 0,

⇐⇒ x1 = x2 = x3 = 0, à x4 � ëþáîå ÷èñëî.

Ãåîìåòðè÷åñêàÿ îêàçàëàñü åäèíè÷íîé (ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé îäíîìåðíî) � èùåì ïðèñîåäèíåííûå
âåêòîðû 1 ïîðÿäêà:

(A− 2E)y⃗ = x⃗ ⇐⇒


0 = 0

4y1 = 0,

3y1 − y2 = 0,

−y1 + 2y2 + y3 = x4,

⇐⇒ y1 = y2 = 0, y3 = x4, y4 � ëþáîå.

Âèäèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé äâóìåðíî, ÷òî ìåíüøå, ÷åì àëãåáðàè÷åñêàÿ êðàòíîñòü � èùåì
ïðèñîåäèíåííûå âåêòîðû 2 ïîðÿäêà:

(A−2E)z⃗ = y⃗ ⇐⇒


0 = 0

4z1 = 0,

3z1 − z2 = y3 = x4,

−z1 + 2z2 + z3 = y4,

⇐⇒ z1 = 0, z2 = −x4, z3 = y4+2x4, z4 � ëþáîå.

Òåïåðü ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé òðåõìåðíî (ó íàñ òðè ñâîáîäíûõ ïàðàìåòðà: x4, y4 è z4). Ýòî ïî�
ïðåæíåìó ìåíüøå àëãåáðàè÷åñêîé êðàòíîñòè � èùåì êîðíåâûå âåêòîðû 3 ïîðÿäêà:

(A− 2E)w⃗ = z⃗ ⇐⇒


0 = 0

4w1 = z2 = −x4,

3w1 − w2 = z3 = y4 + 2x4,

−w1 + 2w2 + w3 = z4,

⇐⇒

⇐⇒ w1 = −1

4
x4, w2 = −11

4
x4 − y4, w3 = z4 +

21

4
x4 + 2y4, w4 � ëþáîå.

Ðàçìåðíîñòü êîðíåâîãî ïðîñòðàíñòâà äîñòèãëà ÷åòûðåõ � íàø ïðîöåññ çàêîí÷åí. Îñòàåòñÿ óêàçàòü
öåïî÷êó èç ñîáñòâåííîãî è òðåõ ïðèñîåäèíåííûõ âåêòîðîâ. Âîçüìåì x4 = 4 (ìîæíî áðàòü ëþáîå
÷èñëî, êðîìå íóëÿ) � ïîëó÷èì ñîáñòâåííûé âåêòîð x⃗ = e⃗1 = (0, 0, 0, 4). Âîçüìåì y4 = 0 (ìîæíî
áðàòü ëþáîå ÷èñëî) � ïîëó÷èì êîðíåâîé âåêòîð 1 ïîðÿäêà y⃗ = e⃗2 = (0, 0, 4, 0). Âîçüìåì z4 = 0 �
ïîëó÷èì êîðíåâîé âåêòîð 2 ïîðÿäêà z⃗ = e⃗3 = (0, −4, 8, 0). Íàêîíåö, âîçüìåì w4 = 0 � ïîëó÷èì
êîðíåâîé âåêòîð 3 ïîðÿäêà w⃗ = e⃗4 = (−1, −11, 21, 0).
Îòâåò: æîðäàíîâà ôîðìà è ìàòðèöà ïåðåõîäà:

2 1 0 0
0 2 1 0
0 0 2 1
0 0 0 2

 ,


0 0 0 −1
0 0 −4 −11
0 4 8 21
4 0 0 0

 .
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Âî âñåõ ðàçîáðàííûõ ïðèìåðàõ ìû ðàáîòàëè ñ âåùåñòâåííûìè ìàòðèöàìè. Òî, ÷òî âñå ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ ýòèõ îïåðàòîðîâ îêàçàëèñü âåùåñòâåííûìè � ¾ñëó÷àéíîñòü¿. Åñòåñòâåííî, åñëè ñîáñòâåí-
íûå çíà÷åíèÿ êîìïëåêñíû, è ìû äîïóñêàåì âåêòîðû è ìàòðèöû ñ êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè, òî íàø
àëãîðèòì ïîëíîñòüþ ñîõðàíÿåòñÿ. Ïðîñòî ïðè âû÷èñëåíèÿõ ïðèäåòñÿ ðàáîòàòü ñ êîìïëåêñíûìè
÷èñëàìè. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ æîðäàíîâà ôîðìà, íà äèàãîíàëè êîòîðîé ñòîÿò êîìïëåêñíûå
÷èñëà λj. ×àñòî, îäíàêî, íàñ íå óñòðàèâàþò îòâåòû ñ êîìïëåêñíûìè ìàòðèöàìè è âåêòîðàìè. Â
ýòîì ñëó÷àå íàäî ïðèìåíèòü óæå çíàêîìûé íàì ïðèåì.

Èòàê, ïóñòü íàì äàíà ìàòðèöà ñ âåùåñòâåííûìè ýëåìåíòàìè, íî åå æîðäàíîâà ôîðìà îêàçàëàñü
êîìïëåêñíîé. Çàìåòèì, ÷òî âñå ñîáñòâåííûå âåêòîðû ¾õîäÿò ïàðàìè¿ � åñëè x⃗ = (x1, . . . , xn) �
ñîáñòâåííûé äëÿ ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λ = σ+ iτ (áóäåì äëÿ îïðåäåëåííîñòè ñ÷èòàòü, ÷òî τ > 0),
òî âåêòîð x⃗∗ = (x1, . . . , xn) � òîæå ñîáñòâåííûé, íî äëÿ ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λ = σ − iτ . Ñîâåð-
øåííî î÷åâèäíî, ÷òî ñ ïðèñîåäèíåííûì âåêòîðàìè ñèòóàöèÿ ïîâòîðÿåòñÿ. Åñëè Ay⃗ = λy⃗ + x⃗, òî
Ay⃗∗ = λy⃗∗+ x⃗∗, ãäå y⃗ = (y1, . . . , yn), à y⃗∗ = (y1, . . . , yn). Òî æå âåðíî äëÿ ïðèñîåäèíåííûõ âåêòîðîâ
2 ïîðÿäêà è òàê äàëåå. Ñäåëàííîå çàìå÷àíèå íàâîäèò íà ìûñëü, ÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû æîðäàíîâà
ôîðìà ñòàëà âåùåñòâåííîé, íàäî ïåðåéòè ê âåêòîðàì (x⃗ + x⃗∗)/2 è (x⃗ − x⃗∗)/(2i). Ñî âñåìè ïðèñî-
åäèíåííûìè âåêòîðàìè íàäî ïîñòóïèòü òàê æå �- ñãðóïïèðîâàòü èõ ïî ïàðàì è îò ïàðû {y⃗, y⃗∗}
ïåðåéòè ê ïàðå {(y⃗+ y⃗∗)/2, (y⃗− y⃗∗)/(2i)}. Ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ ýòî î÷åíü ïðîñòî: âìåñòî
âåêòîðà x⃗ ñ êîìïëåêñíûìè êîîðäèíàòàìè ìû çàïèñûâàåì ïàðó âåêòîðîâ, ñîñòàâëåííûõ èç âåùå-
ñòâåííûõ êîìïîíåíò êîîðäèíàò xj è ìíèìûõ êîìïîíåíò. Â ðåçóëüòàòå ìàòðèöà æîðäàíîâîé ôîðìû
ñòàíåò âåùåñòâåííîé, ïðè÷åì åå ñòðóêòóðà ñîõðàíèòñÿ � îíà ïî�ïðåæíåìó áóäåò ñîñòàâëåíà èç
æîðäàíîâûõ êëåòîê, à êàæäàÿ êëåòêà áóäåò èìåòü âñå òîò æå âèä � íåíóëåâûå ãëàâíàÿ äèàãîíàëü
è äèàãîíàëü íàä íåé. Èçìåíèòñÿ òîëüêî ñëåäóþùåå � íà ãëàâíîé äèàãîíàëè áóäóò ñòîÿòü áëîêè

ðàçìåðà 2×2 âèäà

(
σ τ
−τ σ

)
, à íà äèàãîíàëè íàä íåé âìåñòî åäèíèö òîæå áóäóò ñòîÿòü áëîêè âèäà(

1 0
0 1

)
� åäèíè÷íûå ìàòðèöû ðàçìåðà 2× 2.

Çàäà÷à 44. Íàéäèòå âåùåñòâåííóþ æîðäàíîâó ôîðìó è âåùåñòâåííûé æîðäàíîâ áàçèñ ìàòðèöû

A =


2 1 0 0
1 2 2 0
0 −2 1 −1
0 2 0 3

 .

Ðåøåíèå. Íàõîäèì õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí (âû÷èñëåíèÿ îïóñêàåì) χA(λ) = λ4−8λ3+
26λ2 − 40λ + 25. Èùåì åãî êîðíè (âû÷èñëåíèÿ îïóñêàåì) è îêàçûâàåòñÿ, ÷òî χA(λ) = (λ − 2 −
i)2(λ − 2 + i)2, ò.å. ó îïåðàòîðà äâà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ λ1 = 2 + i è λ2 = 2 − i, îáà âòîðîé
àëãåáðàè÷åñêîé êðàòíîñòè.10 Èùåì ñîáñòâåííûå âåêòîðû äëÿ λ1 � ðåøàåì ñèñòåìó Ax⃗ = λ1x⃗ (âû-
÷èñëåíèÿ îïóñêàåì) è ïîëó÷àåì x⃗ = (x1, ix1, −x1, (1 − i)x1). Âèäèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé
îäíîìåðíî, à àëãåáðàè÷åñêàÿ êðàòíîñòü ðàâíà 2 � íàäî èñêàòü ïðèñîåäèíåííûé âåêòîð. Îí çàâåäî-
ìî áóäåò, òàê ÷òî äðóãèõ ïðèñîåäèíåííûõ èñêàòü íå ïîòðåáóåòñÿ. Òîãäà, êàê ìû îòìå÷àëè, ìîæíî
ñðàçó âçÿòü x1 = 1, ò.å. x⃗ = (1, i, −1, 1 − i) � ýòî ñëåãêà ñîêðàòèò âû÷èñëåíèÿ. Ðåøàåì ñèñòåìó
Ay⃗ = λ1y⃗ + x⃗ (âû÷èñëåíèÿ îïóñêàåì) è ïîëó÷àåì y⃗ = (y1, 1 + iy1, i − y1, −i + (1 − i)y1). Âîçüìåì
y1 = i è ïîëó÷èì æåëàåìûé ïðèñîåäèíåííûé âåêòîð y⃗ = (i, 0, 0, 1). Òåîðèÿ íàì ãîâîðèò, ÷òî äëÿ
ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λ2 = λ1 âåêòîðû áóäóò ñîñòàâëåíû èç êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûõ êîîðäèíàò,
ò.å. x⃗∗ = (1, −i, −1, 1 + i) è y⃗∗ = (−i, 0, 0, 1). Åñëè áû íàñ óñòðàèâàëà êîìïëåêñíàÿ æîðäàíîâà

ôîðìà, òî ìû áû óæå ïèñàëè îòâåò: ôîðìà ðàâíà


2 + i 1 0 0
0 2 + i 0 0
0 0 2− i 1
0 0 0 2− i

, à ìàòðèöà ïåðåõîäà
10Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ âåùåñòâåííûõ ìàòðèö êîìïëåêñíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ âñåãäà îáðàçóþò ïàðû λ è

λ, ïðè÷åì êðàòíîñòè âñåãäà ðàâíû.
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ðàâíà


1 i 1 −i
i 0 −i 0
−1 0 −1 0
1− i 1 1 + i 1

. Íî íàì òðåáóåòñÿ ïåðåéòè ê âåùåñòâåííîé ôîðìå. Òîãäà

e⃗1 =
x⃗+ x⃗∗

2
= Re x⃗ =


1
0
−1
1

 , e⃗2 =
x⃗− x⃗∗

2i
= Im x⃗ =


0
1
0
−1

 ,

e⃗3 =
y⃗ + y⃗∗

2
= Re y⃗ =


0
0
0
1

 , e⃗4 =
y⃗ − y⃗∗

2i
= Im y⃗ =


1
0
0
0

 .

Æîðäàíîâ âèä ìû çíàåì èç òåîðèè � ìàòðèöà äîëæíà áûòü ñîñòàâëåíà èç äâóõ áëîêîâ

(
2 1
−1 2

)
íà äèàãîíàëè è îäíîãî áëîêà

(
1 0
0 1

)
íàä äèàãîíàëüþ, òàê ÷òî ìîæíî ïèñàòü îòâåò.

Îòâåò: Âåùåñòâåííàÿ æîðäàíîâà ôîðìà è ìàòðèöà ïåðåõîäà ðàâíû
2 1 1 0
−1 2 0 1
0 0 2 1
0 0 −1 2

 ,


1 0 0 1
0 1 0 0
−1 0 0 0
1 −1 1 0.


Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ.

Íàéäèòå æîðäàíîâó ôîðìó ìàòðèö è ìàòðèöó ïåðåõîäà.

1.


1 3 0 0
0 3 0 0
−3 −3 1 0
−3 −3 −1 2

 2.


1 −3 0 3
2 −6 0 13
0 −3 1 3
−1 −4 0 8


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4 Åâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâà

Çàíÿòèå 8

Îïðåäåëåíèå 45. Ëèíåéíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî E íàä ïîëåì R íàçûâàåòñÿ åâêëèäîâûì,
åñëè êàæäîé óïîðÿäî÷åííîé ïàðå ýëåìåíòîâ x⃗ è y⃗ èç E ïîñòàâëåíî â ñîîòâåòñòâèå âåùåñòâåííîå
÷èñëî (x⃗, y⃗), íàçûâàåìîå ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì, òàê, ÷òî âûïîëíåíû àêñèîìû:

1. (x⃗, x⃗) ≥ 0 ∀x⃗ ∈ E, ïðè÷åì (x⃗, x⃗) = 0 ⇔ x⃗ = 0 (ïîëîæèòåëüíàÿ îïðåäåëåííîñòü);

2. (x⃗, y⃗) = (y⃗, x⃗) ∀x⃗, y⃗ ∈ E (ñèììåòðè÷íîñòü);

3. (λx⃗, y⃗) = λ(x⃗, y⃗) ∀x⃗, y⃗ ∈ E, λ ∈ R;

4. (x⃗1 + x⃗2, y⃗) = (x⃗1, y⃗) + (x⃗2, y⃗) ∀x⃗1, x⃗2, y⃗ ∈ E (ëèíåéíîñòü ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó).

Î÷åâèäíî, ÷òî ñîåäèíÿÿ äâå ïîñëåäíèå àêñèîìû ñî âòîðîé, ïîëó÷àåì ëèíåéíîñòü ïî âòîðîìó
àðãóìåíòó:

(x⃗, λ1y⃗1 + λ2y⃗2) = λ1(x⃗, y⃗1) + λ2(x⃗, y⃗2).

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå îïðåäåëÿåò íîðìó (äëèíó) êàæäîãî ýëåìåíòà: ∥x⃗∥ =
√
(x⃗, x⃗).

Òåîðåìà 21. Íîðìà âåêòîðà îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
1. ∥x∥ ≥ 0, ïðè÷åì íóëåâóþ äëèíó èìååò òîëüêî íóëåâîé âåêòîð (ïîëîæèòåëüíîñòü);
2. ∥λx∥ = |λ| · ∥x∥ (îäíîðîäíîñòü);
3. ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ (íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå ñâîéñòâî î÷åâèäíî ñëåäóåò èç ïåðâîé àêñèîìû. Âòîðîå ñâîéñòâî î÷åâèäíî
ñëåäóåò èç îäíîðîäíîñòè ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïî ïåðâîìó è âòîðîìó àðãóìåíòó. Âûâåäåì
òðåòüå ñâîéñòâî èç íåðàâåíñòâà Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî�Øâàðöà (ñîêðàùåííî ÊÁØ) |(x⃗, y⃗)| ≤ ∥x⃗∥ ·
∥y⃗∥, êîòîðîå äîêàæåì îòäåëüíî. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü íåðàâåíñòâî ÊÁØ óæå äîêàçàíî. Òîãäà

∥x⃗+ y⃗∥2 = (x⃗+ y⃗, x⃗+ y⃗) = (x⃗, x⃗) + 2(x⃗, y⃗) + (y⃗, y⃗) ≤ ∥x⃗∥2 + 2∥x⃗∥ · ∥y⃗∥+ ∥y⃗∥2 = (∥x⃗∥+ ∥y⃗∥)2 .

Óòâåðæäåíèå 5 (Íåðàâåíñòâî ÊÁØ).

∀x⃗, y⃗ : |(x⃗, y⃗)| ≤ ∥x⃗∥ · ∥y⃗∥.

Ýòî íåðàâåíñòâî îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âåêòîðû x⃗ è y⃗ ëèíåéíî
çàâèñèìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè x⃗ = 0, òî âñå î÷åâèäíî � ïóñòü x⃗ ̸= 0. Ñîñòàâèì ôóíêöèþ f(t) = ∥tx⃗+ y⃗∥2
âåùåñòâåííîé ïåðåìåííîé t. Ñ îäíîé ñòîðîíû, f(t) ≥ 0. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

f(t) = (tx⃗+ y⃗, tx⃗+ y⃗) = t∥x⃗∥2 + 2t(x⃗, y⃗) + ∥y⃗∥2

� ïàðàáîëà âåòâÿìè ââåðõ. Íåîòðèöàòåëüíîñòü ïàðàáîëû ðàâíîñèëüíà íåïîëîæèòåëüíîñòè åå äèñ-
êðèìèíàíòà:

4|(x⃗, y⃗)|2 − 4∥x⃗∥2∥y⃗∥2 ≤ 0,

à ýòî è åñòü íåðàâåíñòâî ÊÁØ. Åñëè æå ýòî íåðàâåíñòâî îáðàòèëîñü â ðàâåíñòâî, òî äèñêðèìèíàíò
ðàâåí íóëþ, ò.å. ïðè íåêîòîðîì t0 èìååì f(t0) = ∥t0x⃗+y⃗∥2 = 0. Ïî ïåðâîé àêñèîìå òîãäà t0x⃗+y⃗ = 0,
ò.å. âåêòîðû ëèíåéíî çàâèñèìû.

Ðàç â ïðîñòðàíñòâå ââåäåíà äëèíà âåêòîðà, òî ïîÿâëÿåòñÿ è ðàññòîÿíèå ìåæäó âåêòîðàìè.

Îïðåäåëåíèå 46. Ðàññòîÿíèåì ìåæäó âåêòîðàìè x⃗ è y⃗ íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà d(x⃗, y⃗) = ∥x⃗− y⃗∥.
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Î÷åâèäíî, ÷òî ðàññòîÿíèå îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
1. d(x⃗, y⃗) ≥ 0 è îáðàùàåòñÿ â íîëü òîëüêî ïðè x⃗ = y⃗;
2. d(x⃗, y⃗) = d(y⃗, x⃗);
3. d(x⃗, y⃗) ≤ d(x⃗, z⃗) + d(z⃗, y⃗).
Òàêæå ñ ïîìîùüþ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ìîæíî çàäàòü óãîë ìåæäó âåêòîðàìè.

Îïðåäåëåíèå 47. Óãîë φ ìåæäó âåêòîðàìè x⃗, y⃗ ∈ E îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

φ = arccos
(x⃗, y⃗)

∥x⃗∥ · ∥y⃗∥
.

Íåðàâåíñòâî ÊÁØ îçíà÷àåò, ÷òî àðãóìåíò àðêêîñèíóñà ëåæèò ìåæäó −1 è 1, ò.å. îïðåäåëåíèå
êîððåêòíî.

Îïðåäåëåíèå 48. Âåêòîðû x⃗ è y⃗ íàçûâàþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè, åñëè èõ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

ðàâíî íóëþ: (x⃗, y⃗) = 0, òî åñòü óãîë φ =
π

2
. Îáîçíà÷åíèå: x⃗ ⊥ y⃗.

Îïðåäåëåíèå 49. Ñèñòåìà âåêòîðîâ {x⃗k}nk=1 íàçûâàåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííîé, åñëè:

1. âñå åå ýëåìåíòû ïîïàðíî îðòîãîíàëüíû, òî åñòü x⃗i ⊥ x⃗j ïðè i ̸= j;

2. äëèíû âñåõ ýëåìåíòîâ ðàâíÿþòñÿ åäèíèöå, òî åñòü (x⃗k, x⃗k) = 1 äëÿ ëþáîãî k îò 1 äî n.

Åñëè îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà {e⃗k}nk=1 ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì ïðîñòðàíñòâà E, òî åå íàçûâàþò
îðòîíîðìèðîâàííûì áàçèñîì. Åñëè äëÿ ñèñòåìû âûïîëíåíî òîëüêî ïåðâîå óñëîâèå, òî åå íàçû-
âàþò îðòîãîíàëüíîé (ñîîòâåòñòâåííî, îðòîãîíàëüíûì áàçèñîì).

Ñàìûé ïðîñòîé ñïîñîá ââåñòè â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå � çàôèêñè-
ðîâàòü íåêîòîðûé ëèíåéíûé áàçèñ {e⃗j}n1 è îáúÿâèòü åãî îðòîíîðìèðîâàííûì. Èíûìè ñëîâàìè,
ðàçëîæèòü êàæäûé âåêòîð ïî ýòîìó áàçèñó, à çàòåì ââåñòè ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ïî ïðàâèëó

(x⃗, y⃗) =

(
n∑

j=1

xj e⃗j,
m∑
k=1

yke⃗k

)
=

n∑
j,k=1

xjyk(e⃗j, e⃗k) :=
∑
j=k

xjyk =
n∑

j=1

xjyj.

Äàëåå ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî òàêîé áàçèñ (îí íàçûâàåòñÿ ñòàíäàðòíûì) óæå çàôèêñèðîâàí, è
êàæäûé âåêòîð x⃗ óæå èìååò êîîðäèíàòû (x1, . . . , xn) â ýòîì áàçèñå.

Çàäà÷à 45. Ïðè êàêîì çíà÷åíèè âåùåñòâåííîãî ïàðàìåòðà t âåêòîðû

x⃗ =


1
1

2− t
0

 , y⃗ =


0
1
−1
t

 , z⃗ =


1
−1
0
t


îáðàçóþò îðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó?

Ðåøåíèå. Íàéäåì ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ: (x⃗, y⃗) = 0+1+t−2+0 = t−1, (x⃗, z⃗) = 1−1+0+0 =
0, (y⃗, z⃗) = 0− 1 + 0 + t2 = t2 − 1. Ðàâåíñòâî âñåõ ýòèõ ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé íóëþ äîñòèãàåòñÿ
ïðè t = 1.
Îòâåò: ïðè t = 1.

Îïðåäåëåíèå 50. Îðòîãîíàëüíûì äîïîëíåíèåì ìíîæåñòâà M ⊂ E íàçûâàåòñÿ òàêîå ìíî-
æåñòâî N âåêòîðîâ åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà E (îáîçíà÷àåòñÿ N = M⊥), êàæäûé èç êîòîðûõ
îðòîãîíàëåí ñðàçó âñåì âåêòîðàì èç M :

N = {y⃗ ∈ E : ∀x⃗ ∈ M (y⃗, x⃗) = 0}.
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Çàäà÷à 46. Â ïðîñòðàíñòâå R4 íàéäèòå îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê ìíîæåñòâó M âñåõ âåêòîðîâ
âèäà 

1 + t+ s
t− s
t− 1
s+ 1

 , t, s ∈ R.

Ðåøåíèå. Çàïèøåì èñêîìûå âåêòîðû â âèäå y⃗ = (y1, y2, y3, y4). Òîãäà óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè
íàì äàåò óðàâíåíèå

y1(1 + t+ s) + y2(t− s) + y3(t− 1) + y4(s+ 1) = 0 = (y1 − y3 + y4) + t(y1 + y2 + y3) + s(y4 − y2).

Ïîäñòàâëÿÿ ïàðû (t, s) = (0, 0), (t, s) = (1, 0), (t, s) = (0, 1), ïîëó÷àåì ñèñòåìó
y1 − y3 + y4 = 0,

y1 + y2 + y3 = 0,

y2 − y4 = 0.

Ðåøàÿ ýòó ñèñòåìó, ïîëó÷èì y⃗ = (−p, p, 0, p), ãäå p ∈ R � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî. Ïîäñòàíîâêîé óáåæ-
äàåìñÿ, ÷òî âñå âåêòîðû òàêîãî âèäà ïîäõîäÿò.
Îòâåò: M⊥ = {(−p, p, 0, p) : p ∈ R}.
Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî â ðàçîáðàííîì ïðèìåðå M⊥ îêàçàëîñü ëèíåéíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì (ïðÿ-
ìîé), õîòÿ ñàìî M ëèíåéíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì íå ÿâëÿëîñü (îíî áûëî àôôèííûì ïîäïðîñòðàí-
ñòâîì).

Óòâåðæäåíèå 6. Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà M ⊂ E åãî îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå M⊥ ÿâëÿåòñÿ
ëèíåéíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì ïðîñòðàíñòâà E. Åñëè æå ñàìî M � ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî,
òî äëÿ ïîèñêà M⊥ íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü ëèíåéíûé áàçèñ â M , çàïèñàòü óñëîâèÿ
îðòîãîíàëüíîñòè íåèçâåñòíîãî âåêòîðà y⃗ âåêòîðàì áàçèñà è ðåøèòü ýòó ñèñòåìó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü y⃗1 è y⃗2 ëåæàò â M⊥, ò.å. (y⃗1, x⃗) = (y⃗2, x⃗) = 0 äëÿ âñÿêîãî âåêòîðà x⃗ ∈ M .
Òîãäà è ëþáàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ λ1y⃗1 + λ2y⃗2 îðòîãîíàëüíà x⃗, ò.å. ëåæèò â M⊥. Ìû äîêàçàëè,
÷òî M⊥ � ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî.
Ïóñòü òåïåðü ñàìî M åñòü ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ñ áàçèñîì {x⃗1, . . . , x⃗n}. Åñëè âåêòîð y⃗ ëåæèò
â îðòîãîíàëüíîì äîïîëíåíèè, òî, â ÷àñòíîñòè, y⃗ ⊥ x⃗j äëÿ êàæäîãî j. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè
(y⃗, x⃗j) = 0 äëÿ êàæäîãî j, òî è äëÿ ëþáîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè (y⃗,

∑
cjx⃗j) = 0. Ïîñêîëüêó {x⃗j}n1

� áàçèñ â M , òî âñÿêèé âåêòîð x⃗ ∈ M çàïèñûâàåòñÿ â âèäå òàêîé ëèíåéíî êîìáèíàöèè è ïîëó÷àåì
y⃗ ⊥ M .

Åùå îäíî ïðîñòîå ñâîéñòâî îðòîãîíàëüíîãî äîïîëíåíèÿ:
(
M⊥)⊥ = Lin(M) (ïîâòîðíîå îðòîãî-

íàëüíîå äîïîëíåíèå ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì âñåõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé âåêòîðîâ èç M). Äîêà-
æèòå ýòî ñâîéñòâî ñàìîñòîÿòåëüíî.

Çàäà÷à 47. Ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî M çàäàíî â ïðîñòðàíñòâå R5 ñî ñòàíäàðòíûì ñêàëÿðíûì
ïðîèçâåäåíèåì ñèñòåìîé óðàâíåíèé{

x1 − x2 − x3 + 2x4 − x5 = 0,

x1 + x2 + x3 − x4 − x5 = 0.

Íàéäèòå M⊥.

Ðåøåíèå. Ïî îïðåäåëåíèþ âèäèì, ÷òî M åñòü îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê íàáîðó èç äâóõ
âåêòîðîâ y⃗ = (1,−1,−1, 2,−1) è z⃗ = (1, 1, 1,−1,−1). Ïî ïðèâåäåííîìó âûøå ñâîéñòâó, ïîíèìàåì,
÷òî M⊥ = Lin(y⃗, z⃗).

55



Îòâåò: M⊥ = (t+ s,−t+ s,−t+ s, 2t− s,−t− s), t, s ∈ R.
Ìû óæå çíàåì (ñì. êóðñ àëãåáðû), ÷òî ëþáóþ ëèíåéíî íåçàâèñèìóþ ñèñòåìó âåêòîðîâ {x⃗j}nj=1 â
ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå E ìîæíî îðòîãîíàëèçîâàòü ñ ïîìîùüþ ïðîöåññà Ãðàìà�Øìèäòà � ïåðåéòè
ê îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìå {e⃗j}n1 ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâ

e⃗j =

j∑
k=1

αj,kx⃗k,

ïîäîáðàâ ïîäõîäÿùèå êîýôôèöèåíòû αj,k. Íàïîìíèì: ïðîöåññ óñòðîåí òàê, ÷òî ìû ìîæåì âñåãäà
âûðàçèòü

x⃗k =
k∑

j=1

βj,ke⃗j,

ò.å. Lin{xj}m1 = Lin{ej}m1 äëÿ âñÿêîãî m ≤ n.

Îïðåäåëåíèå 51. Ïóñòü äàíî ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî M è âåêòîð x⃗ /∈ M . Âåêòîðîì íàè-
ëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ x⃗ ïî ïîäïðîñòðàíñòâó M íàçûâàåòñÿ òàêîé âåêòîð y⃗ ∈ M , ÷òî
∥x⃗− y⃗∥ = inf z⃗∈M ∥x⃗− z⃗∥.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòîò âåêòîð ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèåé x⃗ íà M (â òîì ñìûñëå, ÷òî
(x⃗− y⃗) ⊥ M).

Òåîðåìà 22. Âåêòîð íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåí è ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëü-
íîé ïðîåêöèåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òî, ÷òî (x⃗− y⃗) ⊥ M , äîêàçûâàåòñÿ ëåãêî. Îáîçíà÷èì x⃗− y⃗ = u⃗ è ïðåäïîëîæèì,
÷òî íàéäåòñÿ âåêòîð v⃗ ∈ M òàêîé, ÷òî (u⃗, v⃗) = a ̸= 0. Òîãäà ïîëîæèì z⃗ = y⃗ + tv⃗ ñ íåèçâåñòíûì
êîýôôèöèåíòîì t è çàìåòèì, ÷òî

∥x⃗− z⃗∥2 = (u⃗− tv⃗, u⃗− tv⃗) = ∥u⃗∥2 − 2at+ t2∥v⃗∥2.

Ïîëó÷åííàÿ ôóíêöèÿ ïåðåìåííîé t èìååò ïðè t = 0 íåíóëåâóþ ïðîèçâîäíóþ, ò.å. åå çíà÷åíèå â
íóëå (à îíî ðàâíî ∥u⃗∥2) íå ìèíèìàëüíî. Ïðîòèâîðå÷èå. Çàìåòèì, êñòàòè, ÷òî âåðíî è îáðàòíîå �
åñëè y⃗ ∈ M , à (x⃗− y⃗) ⊥ M , òî y⃗ � âåêòîð íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ âñÿêîãî
z⃗ ∈ M èìååì

∥x⃗−z⃗∥2 = (x⃗−y⃗+y⃗−z⃗, x⃗−y⃗+y⃗−z⃗) = ∥x⃗−y⃗∥2+2(x⃗−y⃗, y⃗−z⃗)+∥y⃗−z⃗∥2 = ∥x⃗−y⃗∥2+∥y⃗−z⃗∥2 > ∥x⃗−y⃗∥2,

åñëè òîëüêî z⃗ ̸= y⃗. Îòñþäà æå, êñòàòè, ñëåäóåò è åäèíñòâåííîñòü. Åñëè y⃗ è z⃗ � äâà âåêòîðà
íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ, òî ëèáî z⃗ = y⃗, ëèáî ∥x⃗− z⃗∥ > ∥x⃗− y⃗∥.
Äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå âåêòîðà y⃗. Âûáåðåì â ïîäïðîñòðàíñòâå M ïðîèçâîëüíûé ëèíåéíûé áàçèñ
è îðòîãîíàëèçóåì åãî ñ ïîìîùüþ ïðîöåññà Ãðàìà�Øìèäòà. Ïîëó÷èì îðòîãîíàëüíûé áàçèñ â M .
Ðàçäåëèì êàæäûé âåêòîð ýòîãî áàçèñà íà åãî äëèíó è ïîëó÷èì îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â M
(îáîçíà÷èì åãî {e⃗j}n1 ). Òåïåðü âåêòîð íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ ìîæíî ïðåäúÿâèòü â ÿâíîì âèäå

y⃗ =
n∑

j=1

(x⃗, e⃗j)e⃗j

(òàêîå ïðåäñòàâëåíèå íàçûâàåòñÿ ñóììîé Ôóðüå âåêòîðà x⃗ ïî îðòîíîðìèðîâàííîìó áàçèñó {e⃗j}n1 ).
Ïîêàæåì, ÷òî òàêîé âåêòîð y⃗ äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ. Äëÿ
ýòîãî (êàê ìû óæå çíàåì) äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî (x⃗ − y⃗) ⊥ M . Íî äëÿ ýòîãî (êàê ìû, îïÿòü
æå, çíàåì) äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü ñîîòíîøåíèÿ (x⃗ − y⃗) ⊥ e⃗k äëÿ âñåõ k. Íî ýòî óæå î÷åâèäíî â
ñèëó îðòîíîðìèðîâàííîñòè íàøåãî áàçèñà:

(x⃗− y⃗, e⃗k) = (x⃗, e⃗k)−
n∑

j=1

(x⃗, e⃗j)(e⃗j, e⃗k) = (x⃗, e⃗k)− (x⃗, e⃗k) = 0.
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Çàìåòèì, ÷òî ìû íå òîëüêî äîêàçàëè êðàñèâóþ òåîðåìó, íî è äàëè àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ âåêòîðà
íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ � ñòðîèì áàçèñ â M , îðòîíîðìèðóåì åãî, âûïèñûâàåì ñóììó Ôóðüå.
Îòìåòèì, ÷òî åñòü è âòîðîé ñïîñîá � ñòðîèì ïðîèçâîëüíûé áàçèñ â M , âûïèñûâàåì óñëîâèÿ
îðòîãîíàëüíîñòè âåêòîðà y⃗ âñåì âåêòîðàì ýòîãî áàçèñà, ðåøàåì ïîëó÷èâøóþñÿ ñèñòåìó ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé.

Çàäà÷à 48. Â ïðîñòðàíñòâå Rn äàíî ïîäïðîñòðàíñòâî M = {x⃗ : x1 + · · · + xn = 0}. Íàéäèòå
ïðîåêöèþ âåêòîðà x⃗ = (1, . . . , 1) íà M è ðàññòîÿíèå îò ýòîãî âåêòîðà äî ïîäïðîñòðàíñòâà.

Ðåøåíèå. Ìû çíàåì, ÷òî âåêòîð x⃗− y⃗ ëåæèò â M⊥. Ýòî îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå âèäíî èç
îïðåäåëåíèÿ M � ïîäïðîñòðàíñòâà, êîòîðîå îðòîãîíàëüíî âåêòîðó u⃗ = (1, . . . , 1). Çíà÷èò, M⊥ =
Lin(u⃗). Òîãäà x⃗− y⃗ = λu⃗ = (λ, . . . , λ). Âûðàæàåì îòñþäà y⃗ = (1−λ, . . . , 1−λ) è çàïèñûâàåì óñëîâèå
y⃗ ∈ M , îòêóäà n(1 − λ) = 0, ò.å. λ = 1. Îòñþäà y⃗ = 0⃗, à ðàññòîÿíèå äî ïîäïðîñòðàíñòâà ðàâíî
∥x⃗− y⃗∥ =

√
n.

Îòâåò: ïðîåêöèÿ ðàâíà y⃗ = 0⃗, ðàññòîÿíèå ðàâíî
√
n.

Çàäà÷à 49. Â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå [−1, 1] ôóíêöèé ââåëè ñêàëÿð-

íîå ïðîèçâåäåíèå ïî ôîðìóëå (f, g) =
∫ 1

−1
f(x)g(x) dx. Íàéäèòå íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå ôóíêöèè

h(x) = ex ëèíåéíîé ôóíêöèåé.

Ðåøåíèå. Â ïðîñòðàíñòâå ëèíåéíûõ ôóíêöèé âûáåðåì áàçèñ: e1(x) = 1, e2(x) = x. Çàìåòèì,

÷òî îí îðòîãîíàëüíûé, ò.ê. (e1, e2) =
∫ 1

−1
x dx = 0, íî íå îðòîíîðìèðîâàííûé. Ìû çíàåì, ÷òî

íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå � ýòî îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ, ò.å. íàì íàäî íàéòè òàêóþ ôóíêöèþ
f(x) = ae1(x) + be2(x) = a+ bx, ÷òî h− f ⊥ e1 è h− f ⊥ e2. Ïîëó÷àåì äâà óðàâíåíèÿ∫ 1

−1

(ex − a− bx) · 1 dx = 0 = e− e−1 − 2a,

∫ 1

−1

(ex − a− bx) · x dx = 0 = 2e−1 − 2b/3.

Îòâåò: a = (e− e−1)/2, b = 3e−1, f(x) = a+ bx.
Ïîíÿòíî, ÷òî ìíîæåñòâî è åãî îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ìîãóò â ïåðåñå÷åíèè èìåòü òîëüêî íóëå-
âîé âåêòîð (èõ îáùèé âåêòîð îðòîãîíàëåí ñàìîìó ñåáå, à â ñèëó ïåðâîé àêñèîìû òîãäà íóëåâîé).

Óòâåðæäåíèå 7. Ïóñòü M � ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå E. Òîãäà
E ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó ïîäïðîñòðàíñòâ E = M⊕M⊥. Â ÷àñòíîñòè, M⊥ = {0} òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà M = E. È íàîáîðîò, M⊥ = E òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà M = {0}.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû óæå çíàåì, ÷òî M⊥ � ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, çíàåì, ÷òî îíî ïåðåñåêà-
åòñÿ ñ M òîëüêî ïî íóëþ. Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî êàæäûé âåêòîð x⃗ ∈ E èìååò îðòîãîíàëüíóþ
ïðîåêöèþ y⃗ íà M , à ïî åå îïðåäåëåíèþ x⃗− y⃗ ∈ M⊥. Ïîëó÷àåì ðàçëîæåíèå x⃗ = y⃗ + (x⃗− y⃗).

Çàäà÷à 50. Â ïðîñòðàíñòâå R6 äàíî ïîäïðîñòðàíñòâî M = {x⃗ : x6 = −x1, x5 = −x2, x4 = −x3}.
Ïîñòðîéòå îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà òàê, ÷òîáû âåêòîðû e⃗1, e⃗2, e⃗3 ñîñòàâèëè áàçèñ
â M , à âåêòîðû e⃗4, e⃗5, e⃗6 ñîñòàâèëè áàçèñ â M⊥.

Ðåøåíèå. Âîçüìåì âåêòîðû x⃗1 = (1, 0, 0, 0, 0,−1), x⃗2 = (0, 1, 0, 0,−1, 0), x⃗3 = (0, 0, 1,−1, 0, 0).
Ýòè âåêòîðû ëåæàò â M è (ëåãêî âèäåòü) ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Áîëåå òîãî, îíè ïîïàðíî îðòîãî-
íàëüíû. Ïðîíîðìèðîâàâ èõ (à äëèíà êàæäîãî âåêòîðà, êàê âèäèì, ðàâíà

√
2), ïîëó÷èì âåêòîðû

e⃗1, e⃗2 è e⃗3. Òåïåðü âîçüìåì òðîéêó y⃗1 = (1, 0, 0, 0, 0, 1), y⃗2 = (0, 1, 0, 0, 1, 0), y⃗3 = (0, 0, 1, 1, 0, 0). Ëåãêî
âèäåòü, ÷òî (x⃗j, y⃗k) = 0 äëÿ âñåõ 1 ≤ j, k ≤ 3, ò.å. ýòè òðè âåêòîðà ëåæàò â M⊥. Âíîâü çàìå÷àåì,
÷òî îíè ïîïàðíî îðòîãîíàëüíû, òàê ÷òî ïîñëå íîðìèðîâêè ïîëó÷àåì îñòàâøèåñÿ òðè âåêòîðà íà-
øåãî áàçèñà.

Îòâåò: e⃗1 =
1√
2


1
0
0
0
0
−1

, e⃗2 =
1√
2


0
1
0
0
−1
0

, e⃗3 =
1√
2


0
0
1
−1
0
0

, e⃗4 =
1√
2


1
0
0
0
0
1

, e⃗5 =
1√
2


0
1
0
0
1
0

, e⃗6 =
1√
2


0
0
1
1
0
0

.
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Ïîíÿòíî, ÷òî çàäà÷è íà ïîèñê ðàññòîÿíèé äî ïîäïðîñòðàíñòâ îáîáùàþò ñîîòâåòñòâóþùèå çàäà÷è
àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè íà ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé.

Çàäà÷à 51. Â R5 äàíû äâà àôôèííûõ ïîäïðîñòðàíñòâà (ñì. îïðåäåëåíèå 13) M = {x⃗ : x1 + x2 −
x3 = 1, −x3 + x4 + x5 = 1} è N = {y⃗ : y1 + y2 = 2, y2 + y3 = 2, y3 + y4 = 2, y4 + y5 = 0}. Íàéäèòå
ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè (ò.å. âåëè÷èíó d = inf x⃗∈M, y⃗∈N ∥x⃗− y⃗∥).

Ðåøåíèå. Ïóñòü x⃗ ∈ M è y⃗ ∈ N � âåêòîðû, íà êîòîðûõ ðåàëèçóåòñÿ èíôèìóì:11 ∥x⃗− y⃗∥ = d.
Çàìåòèì, ÷òî äëÿ âåêòîðà x⃗ âåêòîð y⃗ ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øèì ïðèáëèæåíèåì ïî ïîäïðîñòðàíñòâó N .
Òî æå âåðíî è îòíîñèòåëüíî âåêòîðà y⃗. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âåêòîð u⃗ = x⃗− y⃗ îðòîãîíàëåí è M , è N
(âûøå ìû ïðîâîäèëè äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà äëÿ ëèíåéíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ, íî îíî ñîõðàíÿåò-
ñÿ è äëÿ àôôèííûõ, ïîñêîëüêó ñäâèã ïðîñòðàíñòâà íå ìåíÿåò óãëîâ ìåæäó âåêòîðàìè). Ïî óñëîâèþ

âèäèì, ÷òî M çàäàíî êàê àôôèííûé ñäâèã ëèíåéíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà {f⃗1 = (1, 1,−1, 0, 0), f⃗2 =

(0, 0,−1, 1, 1)}⊥, ò.å. M⊥ = Lin{f⃗1, f⃗2}. Àíàëîãè÷íî, N⊥ = Lin{f⃗3, f⃗4, f⃗5, f⃗6}, ãäå f⃗3 = (1, 1, 0, 0, 0),

f⃗4 = (0, 1, 1, 0, 0), f⃗5 = (0, 0, 1, 1, 0), f⃗6 = (0, 0, 0, 1, 1). Èòàê, u⃗ = λ1f⃗1+λ2f⃗2 = λ3f⃗3+λ4f⃗4+λ5f⃗5+λ6f⃗6.
Ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé íà êîîðäèíàòû xj, yj è êîýôôèöèåíòû λj

x1 + x2 − x3 = 1,

−x3 + x4 + x5 = 1,

y1 + y2 = 2,

y2 + y3 = 2,

y3 + y4 = 2,

y4 + y5 = 0,

x1 − y1 = λ1 = λ3,

x2 − y2 = λ1 = λ3 + λ4,

x3 − y3 = −λ1 − λ2 = λ4 + λ5,

x4 − y4 = λ2 = λ5 + λ6,

x5 − y5 = λ2 = λ6,

=⇒



x1 = −1/2,

x2 = 3/2,

x3 = 0,

x4 = 5/2,

x5 = −3/2,

y1 = 0,

y2 = 2,

y3 = 0,

y4 = 2,

y5 = −2.

Îòâåò: x⃗ = 1
2
(−1, 3, 0, 5,−3), y⃗ = (0, 2, 0, 2,−2), d = ∥x⃗− y⃗∥ = 1.

Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî òî÷íî òàêîå æå ðåøåíèå ìû ïîëó÷èì, åñëè ñòàíåì èñêàòü ìèíèìóì ñ

ïîìîùüþ ìåòîäîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà: ñîñòàâèì öåëåâóþ ôóíêöèþ f =
5∑

j=1

(xj − yj)
2 äå-

ñÿòè ïåðåìåííûõ, äîáàâèì óñëîâèÿ ñâÿçè (ïåðâûå øåñòü óðàâíåíèé â íàøåé ñèñòåìå), ñîñòàâèì
ôóíêöèþ Ëàãðàíæà è ò.ä.

Çàäà÷à 52. Â ïðîñòðàíñòâå âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè ≤ 3 íà îòðåçêå [0, 1] ââåëè îáû÷íîå ñêà-

ëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (f, g) =
∫ 1

0
f(x)g(x) dx è ðàññìîòðåëè ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî M = {f :

f(0) = 0}. Íàéäèòå òàêîé ìíîãî÷ëåí p(x), äëÿ êîòîðîãî ∥p∥ = 1, à ðàññòîÿíèå d(p,M) ìàêñèìàëüíî.

Ðåøåíèå. Ðàçëîæèì ìíîãî÷ëåí p â ñóììó äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ p = q + r, ãäå ïåðâûé ëåæèò
â M , à âòîðîé ëåæèò â M⊥ (ìû çíàåì, ÷òî òàêîå ðàçëîæåíèå ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî). Òîãäà
d(p,M) = ∥r∥, à ∥p∥2 = (q + r, q + r) = ∥q∥2 + ∥r∥2 = 1. Çíà÷èò, íàì íåîáõîäèìî ìàêñèìèçèðîâàòü
÷èñëî ∥r∥ ïðè óñëîâèè ∥q∥2 + ∥r∥2 = 1. ßñíî, ÷òî íàäî ìèíèìèçèðîâàòü ∥q∥, ò.å. âçÿòü q = 0.
Èòàê, èñêîìûé ìíîãî÷ëåí äîëæåí áûòü îðòîãîíàëåí ïîäïðîñòðàíñòâóM (äëÿ îòâåòà íàì ïîäîéäåò
ëþáîé òàêîé ìíîãî÷ëåí ñ åäèíè÷íîé íîðìîé, íî îí ñåé÷àñ îêàæåòñÿ åäèíñòâåííûì). Âûáåðåì â
M ïðîèçâîëüíûé áàçèñ. Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî f(x) ∈ M ⇔ f(x) = f1x + f2x

2 + f3x
3. Çíà÷èò,

áàçèñîì â M ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìà ìîíîìîâ {x, x2, x3}. Êàê ìû çíàåì, îðòîãîíàëüíîñòü p ⊥ M

11Ñåé÷àñ åùå íå ÿñíî, åñòü ëè òàêèå âåêòîðû, íî ìû íàéäåì èõ, è âîïðîñ îòïàäåò. Âïðî÷åì, ïðîñòåéøèå ãåîìåò-
ðè÷åñêèå ñîîáðàæåíèÿ ïîäñêàçûâàþò, ÷òî òàêèå âåêòîðû ñóùåñòâóþò âñåãäà (ïîäóìàéòå, ïî÷åìó).
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ðàâíîñèëüíà îðòîãîíàëüíîñòÿì p ⊥ xk, 1 ≤ k ≤ 3. Çàïèøåì íàø ìíîãî÷ëåí â îáùåì âèäå p(x) =
p0 + p1x+ p2x

2 + p3x
3 è ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèÿ

(p, xk) =

∫ 1

0

p(x)xkdx =
p0

k + 1
+

p1
k + 2

+
p2

k + 3
+

p3
k + 4

= 0, k = 1, 2, 3,

ê êîòîðûì íàäî åùå äîáàâèòü óñëîâèå íîðìèðîâêè ∥p∥ = 1. Ðåøàåì ýòó ñèñòåìó è ïîëó÷àåì Îò-

âåò: p(x) = 35x3 − 60x2 + 30x− 4.

Îïðåäåëåíèå 52. Ìàòðèöåé Ãðàìà12 ñèñòåìû âåêòîðîâ {e⃗1, e⃗2, . . . , e⃗n} â åâêëèäîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå E íàçûâàåòñÿ êâàäðàòíàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà G, ñîñòàâëåííàÿ èç ïîïàðíûõ ñêàëÿð-
íûõ ïðîèçâåäåíèé ýòèõ âåêòîðîâ:

G(e⃗1, e⃗2, . . . , e⃗n) =


(e⃗1, e⃗1) (e⃗1, e⃗2) . . . (e⃗1, e⃗n)
(e⃗2, e⃗1) (e⃗2, e⃗2) . . . (e⃗2, e⃗n)

... ... ... ...
(e⃗n, e⃗1) (e⃗n, e⃗2) ... (e⃗n, e⃗n)


Çàäà÷à 53. Ñèñòåìà âåêòîðîâ {e⃗1, e⃗2} åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâå E ÿâëÿåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííîé.
Ñîñòàâüòå ìàòðèöó Ãðàìà ñèñòåìû âåêòîðîâ {e⃗1 − e⃗2, e⃗1 + e⃗2} .

Ðåøåíèå. Ñèñòåìà {e⃗1, e⃗2} � îðòîðíîðìèðîâàííàÿ, ñëåäîâàòåëüíî,

(e⃗1, e⃗1) = (e⃗2, e⃗2) = 1, (e⃗1, e⃗2) = 0.

Íàõîäèì ìàòðèöó Ãðàìà ñèñòåìû {e⃗1 − e⃗2, e⃗1 + e⃗2}:

G =

(
(e⃗1 − e⃗2, e⃗1 − e⃗2) (e⃗1 − e⃗2, e⃗1 + e⃗2)
(e⃗1 + e⃗2, e⃗1 − e⃗2) (e⃗1 + e⃗2, e⃗1 + e⃗2)

)
=

=

(
(e⃗1, e⃗1)− 2(e⃗1, e⃗2) + (e⃗2, e⃗2) (e⃗1, e⃗1)− (e⃗2, e⃗2)

(e⃗1, e⃗1)− (e⃗2, e⃗2) (e⃗1, e⃗1) + 2(e⃗1, e⃗2) + (e⃗2, e⃗2)

)
=

=

(
1− 2 · 0 + 1 1− 1

1− 1 1 + 2 · 0 + 1

)
=

(
2 0
0 2

)
.

Îòâåò:

(
2 0
0 2

)
.

Ìàòðèöà Ãðàìà ïîÿâëÿåòñÿ âî ìíîãèõ çàäà÷àõ. Íàïðèìåð, çàìåòèì, ÷òî åñëè íàì íåîáõîäèìî
íàéòè îðòîãîíàëüíóþ ïðîåêöèþ âåêòîðà x⃗ íà ïîäïðîñòðàíñòâî Lin{e⃗j}n1 , òî ýòà ïðîåêöèÿ èìååò
âèä y⃗ =

∑n
j=1 cj e⃗j. Äîìíîæàÿ ñêàëÿðíî ýòî ðàâåíñòâî íà e⃗i, ïîëó÷èì

n∑
j=1

cj(e⃗i, e⃗j) = (e⃗i, y⃗) = (e⃗i, x⃗)

(ìû ïîìíèì, ÷òî âåêòîðà x⃗ − y⃗ îðòîãîíàëåí êàæäîìó e⃗i). Òîãäà ôîðìóëû Êðàìåðà äëÿ ðåøåíèÿ
ýòîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé äàþò íàì îòâåò

ci =
detG(e⃗1, . . . , e⃗i−1, x⃗, e⃗i+1, . . . , e⃗n)

detG(e⃗1, . . . , e⃗n)
.

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà âåêòîðû e⃗j îðòîíîðìèðîâàíû, ïîëó÷àåì óæå èçâåñòíûé íàì îòâåò ci =
(e⃗i, x⃗). Ìîæíî ëè çàäàòü â êëàññè÷åñêîì áàçèñå ïðîñòðàíñòâà R3 ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ôîðìóëîé

12ñì. òàêæå [?], çàíÿòèå 10.

59



Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ.

1. Ìàòðèöà Ãðàìà ñèñòåìû âåêòîðîâ {e⃗1, e⃗2} èìååò âèä(
4 −3
−3 3

)
1) Íàéäèòå äëèíû âåêòîðîâ e⃗1, e⃗2 è óãîë ìåæäó íèìè.
2) Íàéäèòå äëèíû âåêòîðîâ x⃗ = e⃗1 − e⃗2 è y⃗ = 2e⃗1 + e⃗2.

2. Ìàòðèöà Ãðàìà ñèñòåìû âåêòîðîâ {e⃗1, e⃗2, e⃗3} èìååò âèä

3 2 1
2 2 1
1 1 1

. Ïîñòðîéòå îðòîãîíàëüíóþ
ñèñòåìó {f⃗1, f⃗2, f⃗3} òàê, ÷òîáû Lin{f⃗1, f⃗2, f⃗3} = Lin{e⃗1, e⃗2, e⃗3}.

Îòâåòû: 1. 1) 2,
√
3, 5π/6; 2)

√
13,

√
7; 2. f⃗1 = e⃗1, f⃗2 = e⃗2 −

2

3
e⃗1, f⃗3 = e⃗3 −

1

2
e⃗2.
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5 Îïåðàòîðû â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå

Çàíÿòèå 9

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû çàôèêñèðîâàëè â íàøåì ïðîñòðàíñòâå îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ {e⃗j}n1 .
Êàê ìû çíàåì, ëþáîé ëèíåéíûé îïåðàòîð A çàäàåòñÿ â ýòîì áàçèñå ìàòðèöåé A, ñòîëáöû êîòî-
ðîé ñóòü âåêòîðû Ae⃗j. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà x⃗ âû÷èñëèì åãî êîîðäèíàòû â íàøåì áàçèñå:
x⃗ =

∑n
j=1 xj e⃗j. Äëÿ ýòîãî äîìíîæèì ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñêàëÿðíî íà e⃗k. Â ñèëó îðòîíîðìèðîâàí-

íîñòè áàçèñà, ïîëó÷èì (x⃗, e⃗k) = xk. Ìû ïðèøëè ê âàæíîìó ñîîáðàæåíèþ: êîîðäèíàòû âåêòîðà
â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå âû÷èñëÿþòñÿ êàê ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ ýòîãî âåêòîðà ñ âåêòî-
ðàìè áàçèñà. Ïðèìåíèì ýòî ñîîáðàæåíèå ê íàøåìó îïåðàòîðó � çàìåòèì, ÷òî i�àÿ êîîðäèíàòà
âåêòîðà Ae⃗j ðàâíà, ñ îäíîé ñòîðîíû, ýëåìåíòó aij ìàòðèöû A, à, ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñêàëÿðíîìó
ïðîèçâåäåíèþ (Ae⃗j, e⃗i). Ìû ïðèøëè ê åùå îäíîìó âàæíîìó ñîîáðàæåíèþ: ìàòðèöà A îïåðàòîðà
A, çàïèñàííàÿ â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå {e⃗j}n1 , èìååò ýëåìåíòû aij = (Ae⃗j, e⃗i).

Îïðåäåëåíèå 53. Îïåðàòîðû A è B, äåéñòâóþùèå â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå E, íàçûâàþòñÿ
ñîïðÿæåííûìè, åñëè äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ x⃗, y⃗ ∈ E âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå (Ax⃗, y⃗) = (x⃗,By⃗).

Òåîðåìà 23. Îïåðàòîðû A è B ñîïðÿæåíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â íåêîòîðîì îðòîíîð-
ìèðîâàííîì áàçèñå E èõ ìàòðèöû ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

(AE) = (BE)T .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå E = (e⃗1, . . . , e⃗n) îïåðàòîðû A è B èìåþò
ìàòðèöû A è B ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà

aij = (e⃗i,Ae⃗j), bij = (e⃗i,Be⃗j).

Èç îïðåäåëåíèÿ âûòåêàåò, ÷òî îïåðàòîðû A è B ñîïðÿæåíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

aij = (e⃗i,Ae⃗j) = (Ae⃗j, e⃗i) = (e⃗j,Be⃗i) = bji,

÷òî è îçíà÷àåò ðàâåíñòâî A = BT .

Ñëåäñòâèå. Äëÿ ëþáîãî îïåðàòîðà A, äåéñòâóþùåãî â êîíå÷íîìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ñîïðÿæåííûé ê íåìó îïåðàòîð.

Îïðåäåëåíèå 54. Ýòîò îïåðàòîð íàçûâàåòñÿ ñîïðÿæåííûì ê îïåðàòîðó A è îáîçíà÷àåòñÿ A∗.

Èç òåîðåìû 23 è ñâîéñòâ òðàíñïîíèðîâàíèÿ ìàòðèö ñðàçó ñëåäóþò íåñêîëüêî ñâîéñòâ ñîïðÿ-
æåííîãî îïåðàòîðà:

� (A∗)∗ = A;

� (AB)∗ = B∗A∗;

� åñëè îïåðàòîð A íåâûðîæäåí, òî ñîïðÿæåííûé ê íåìó òàêæå íåâûðîæäåí è (A−1)∗ = (A∗)−1.

Îïðåäåëåíèå 55. Îïåðàòîð A íàçûâàþò ñàìîñîïðÿæåííûì, åñëè îí ñîâïàäàåò ñî ñâîèì ñîïðÿ-
æåííûì. òî åñòü A∗ = A èëè

(Ax⃗, y⃗) = (x⃗,Ay⃗) ∀x⃗, y⃗ ∈ V.

Èç îïðåäåëåíèÿ è òåîðåìû 23 ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîð A ñàìîñîïðÿæåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
åãî ìàòðèöà â íåêîòîðîì îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå E ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé: (AE)T = AE .

Çàäà÷à 54. Ïóñòü A � îïåðàòîð îðòîãîíàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ íà ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî
M . Íàéäèòå ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð.
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Ðåøåíèå. Ìû ïîìíèì, ÷òî êàæäûé âåêòîð x⃗ ïðîñòðàíñòâà åäèíñòâåííûì îáðàçîì ðàñêëàäû-
âàåòñÿ â ñóììó x⃗ = x⃗0 + x⃗1, ãäå x⃗0 ∈ M , à x⃗1 ∈ M⊥. Òîãäà èìååì Ax⃗ = x⃗0. Îòñþäà

(Ax⃗, y⃗) = (x⃗0, y⃗) = (x⃗0, y⃗0) = (x⃗, y⃗0) = (x⃗,A∗y⃗),

ò.å. A∗y⃗ = y⃗0.
Îòâåò: A∗ = A.

Óòâåðæäåíèå 8. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1. Åñëè ïîäïðîñòðàíñòâî M ⊂ E èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà A, òî åãî îðòîãîíàëü-
íîå äîïîëíåíèå M⊥ èíâàðèàíòíî è îòíîñèòåëüíî ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà A∗.

2. Îãðàíè÷åíèå ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà íà èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ ñà-
ìîñîïðÿæåííûì îïåðàòîðîì.

3. Åñëè ïîäïðîñòðàíñòâî M ⊂ E èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà A,
òî åãî îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå M⊥ òàêæå èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì ïåðâîå óòâåðæäåíèå. Ïóñòü ïîäïðîñòðàíñòâî M ⊂ E èíâàðèàíòíî
îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðàA. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé âåêòîð èç îðòîãîíàëüíîãî äîïîëíåíèÿ: y⃗ ∈ M⊥.
Íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî A∗y⃗ ∈ M⊥. Èç îïðåäåëåíèÿ ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî
âåêòîðà x⃗ ∈ M

(x⃗,A∗y⃗) = (Ax⃗, y⃗) = 0

ïîñêîëüêó Ax⃗ ∈ M . Ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî A∗y⃗ ∈ M⊥.
Âòîðîå óòâåðæäåíèå ïðîâåðÿåòñÿ ëåãêî. Ïóñòü M � ïîäïðîñòðàíñòâî, èíâàðèàíòíîå îòíîñè-

òåëüíî ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà A. Òîãäà äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ x⃗ ∈ M âåêòîðû Ax⃗ è Ay⃗ òàêæå
ïðèíàäëåæàò M è âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

(Ax⃗, y⃗) = (x⃗,Ay⃗).

Ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîð A|M òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì.
Òðåòüå óòâåðæäåíèå ñðàçó ñëåäóåò èç ïåðâîãî è èç îïðåäåëåíèÿ ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà.

Óòâåðæäåíèå 9. Âñå êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà âå-
ùåñòâåííû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü íåêîòîðûé îïåðàòîð A èìååò â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå E ìàòðèöó A.
Ïóñòü λ = α+ iβ � êîìïëåêñíûé êîðåíü õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà det(A−λE). Ïîêàæåì,
÷òî â ýòîì ñëó÷àå íàéäóòñÿ äâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðà x⃗, y⃗ ∈ E òàêèå, ÷òî{

Ax⃗ = αx⃗− βy⃗,

Ay⃗ = βx⃗+ αy⃗.

Äåéñòâèòåëüíî, det(A− λE) = 0, ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ ìàòðèöåé A− λE
èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå � êîìïëåêñíûé âåêòîð z⃗ = (z1, . . . , zn), ãäå zk = xk+iyk, k = 1, . . . , n.
Îáîçíà÷èì x⃗ = (x1, . . . , xn), y⃗ = (y1, . . . , yn), òîãäà

(A− λE)(x⃗+ iy⃗) = 0 ⇔ A(x⃗+ iy⃗) = (α + iβ)(x⃗+ iy⃗) ⇔

{
Ax⃗ = αx⃗− βy⃗,

Ay⃗ = βx⃗+ αy⃗.

Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî âåêòîðû x⃗ è y⃗ ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Åñëè y⃗ = 0, òî èç ðàâåíñòâà Ay⃗ =
βx⃗+αy⃗ ïîëó÷èì, ÷òî x⃗ = 0 (ïîñêîëüêó β ̸= 0), íî ýòî íåâîçìîæíî, òàê êàê x⃗+ iy⃗ � íåòðèâèàëüíîå
ðåøåíèå. Çíà÷èò, y⃗ ̸= 0. Äàëåå, åñëè x⃗ = ky⃗, k ∈ R, òî

(kα− β)y⃗ = kαy⃗ − βy⃗ = αx⃗− βy⃗ = Ax⃗ = Aky⃗ = kAy⃗ = k(βx⃗+ αy⃗) = (k2β + kα)y⃗.
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Ïîñêîëüêó y⃗ ̸= 0 è β ̸= 0, òî ïîëó÷àåì, ÷òî k2 = −1. Íî ýòî íåâîçìîæíî, ïîñêîëüêó k ∈ R. Çíà÷èò,
âåêòîðû a⃗ è b⃗ ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

Ïóñòü òåïåðü îïåðàòîð A ñàìîñîïðÿæåí. Åñëè λ = α + iβ � êîðåíü åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî
ìíîãî÷ëåíà, òî

α(x⃗, y⃗)− β(y⃗, y⃗) = (αx⃗− βy⃗, y⃗) = (Ax⃗, y⃗) = (x⃗,Ay⃗) = (x⃗, βx⃗+ αy⃗) = β(x⃗, x⃗) + α(x⃗, y⃗).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî β(∥x⃗∥2 + ∥y⃗∥2) = 0. Ïîñêîëüêó âåêòîðû x⃗ è y⃗ íåíóëåâûå, òî β = 0.

Òåîðåìà 24. Äëÿ ëþáîãî ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà A, äåéñòâóþùåãî â êîíå÷íîìåðíîì åâêëè-
äîâîì ïðîñòðàíñòâå E, ñóùåñòâóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ, â êîòîðîì ìàòðèöà îïåðàòîðà
A äèàãîíàëüíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåäåì èíäóêöèþ ïî ðàçìåðíîñòè n ïðîñòðàíñòâà E. Ñîãëàñíî òåîðåìå 12,
ìû äîëæíû íàéòè îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ îïåðàòîðà A.

Ïðè n = 1 óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû íàøëè òàêîé áàçèñ äëÿ ëþáîãî ñà-
ìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà, äåéñòâóþùåãî â ïðîñòðàíñòâå ðàçìåðíîñòè ≤ n− 1. Ïóñòü dimE = n.
Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé êîðåíü õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà îïåðàòîðà A è îáîçíà÷èì åãî λ1.
Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 9, λ1 ∈ R. Çíà÷èò, λ1 � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðàòîðà A. Îáîçíà÷èì
÷åðåç e⃗1 ñîîòâåòñòâóþùèé ñîáñòâåííûé âåêòîð. Ðàçäåëèì âåêòîð e⃗1 íà åãî äëèíó è áóäåì â äàëü-
íåéøåì ñ÷èòàòü, ÷òî ∥e⃗1∥ = 1.

Ïîäïðîñòðàíñòâî M = Lin{e⃗1} ÿâëÿåòñÿ îäíîìåðíûì. Îíî èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî îïåðàòî-
ðà A. Òîãäà åãî îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèåM⊥ èìååò ðàçìåðíîñòü n−1 è èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëü-
íî A (ïóíêò 3 óòâåðæäåíèÿ 8). Îïåðàòîð A ñàìîñîïðÿæåí, ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîð A|M⊥ òàêæå
ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì (ïóíêò 2 óòâåðæäåíèÿ 8). Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè â ïðîñòðàí-
ñòâå M⊥ ñóùåñòâóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ {e⃗2, . . . , e⃗n} èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ îïåðàòîðà
A|M⊥ . Äîáàâèì ê íåìó âåêòîð e⃗1, ïîëó÷èì îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà E, ñîñòîÿùèé
èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ îïåðàòîðà A.

Îïðåäåëåíèå 56. Îïåðàòîð A : E → E íàçûâàåòñÿ èçîìåòðè÷åñêèì13, åñëè îí ñîõðàíÿåò ñêà-
ëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, òî åñòü (Ax⃗,Ay⃗) = (x⃗, y⃗) äëÿ ëþáûõ x⃗, y⃗ ∈ E.

Î÷åâèäíî, ÷òî èçîìåòðè÷åñêèé îïåðàòîð ñîõðàíÿåò òàêæå íîðìû (äëèíû) âåêòîðîâ. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ âñåãäà ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç äëèíû

(x⃗, y⃗) =
1

4
(x⃗+ y⃗, x⃗+ y⃗)− 1

4
(x⃗− y⃗, x⃗− y⃗) =

1

4
∥x⃗+ y⃗∥2 + 1

4
∥x⃗− y⃗∥2,

òàê ÷òî ëþáîé îïåðàòîð, êîòîðûé ñîõðàíÿåò äëèíû, ñîõðàíÿåò è ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 57. Îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A ðàçìåðà n × n ñ âåùå-
ñòâåííûìè ýëåìåíòàìè, ðåçóëüòàò óìíîæåíèÿ êîòîðîé íà òðàíñïîíèðîâàííóþ ìàòðèöó ðàâåí
åäèíè÷íîé ìàòðèöå:

A · AT = AT · A = E.

Äðóãèìè ñëîâàìè, äëÿ îðòîãîíàëüíîé ìàòðèöû AT = A−1.

Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ôîðìàëüíûå ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ ðàçëè÷íûõ ñòðîê (ñòîëáöîâ)
ìàòðèöà A ðàâíû íóëþ, à ôîðìàëüíûå ñêàëÿðíûå êâàäðàòû ñòðîê (ñòîëáöîâ) ðàâíû åäèíèöå, òî
åñòü

n∑
k=1

aikakj =

{
1, i = j,

0, i ̸= j
;

n∑
k=1

akiajk =

{
1, i = j,

0, i ̸= j
.

13Âìåñòî òåðìèíà ¾èçîìåòðè÷åñêèé îïåðàòîð¿ ÷àñòî ãîâîðÿò ¾óíèòàðíûé îïåðàòîð¿. Áóäüòå âíèìàòåëüíû, ýòè
ïîíÿòèÿ ñîâïàäàþò â êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ, íî ðàçëè÷àþòñÿ â áåñêîíå÷íîìåðíûõ.
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Íàïðèìåð, ìàòðèöà M =

(
cosα sinα
− sinα cosα

)
ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîé.

Ïåðå÷èñëèì îñíîâíûå ñâîéñòâà èçîìåòðè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ (äîêàçàòåëüñòâà âûòåêàþò èç îïðå-
äåëåíèÿ èëè àíàëîãè÷íû äîêàçàòåëüñòâàì ñîîòâåòñòâóþùèõ ñâîéñòâ äëÿ ñàìîñîïðÿæåííûõ îïå-
ðàòîðîâ).

Òåîðåìà 25. Ïóñòü ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî E êîíå÷íîìåðíî, A : E → E � èçîìåòðè÷åñêèé
îïåðàòîð. Òîãäà

1. A ïåðåâîäèò ëþáîé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà E â îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ;

2. ìàòðèöà îïåðàòîðà A â ëþáîì îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå îðòîãîíàëüíà;

3. îïåðàòîð îáðàòèì è A∗ = A−1;

4. åñëè ïîäïðîñòðàíñòâî M ⊂ E èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà A, òî åãî îðòîãîíàëü-
íîå äîïîëíåíèå M⊥ òàêæå èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî A;

5. âñå êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà èçîìåòðè÷åñêîãî îïåðàòîðà ïî ìîäóëþ ðàâíû 1
(îíè ìîãóò áûòü êîìïëåêñíûìè);

6. â ïðîñòðàíñòâå E ñóùåñòâóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ E, â êîòîðîì ìàòðèöà îïåðàòîðà
A èìååò êàíîíè÷åñêèé âèä:

A = AE =


E 0

−E
A1

. . .

0 As

 ,

ãäå

E =


1 0 0 . . . 0
0 1 0 . . . 0
...

...
... . . .

...
0 0 0 . . . 1

 , −E =


−1 0 0 . . . 0
0 −1 0 . . . 0
...

...
... . . .

...
0 0 0 . . . −1

 ,

Aj =

(
cosαj − sinαj

sinαj cosαj

)
, j = 1, . . . , s.

Çàìå÷àíèå. Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå òåîðåìû îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ èçîìåòðè÷åñêîãî îïåðàòîðà A
ïðîñòðàíñòâî E ðàçëàãàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó ïîïàðíî îðòîãîíàëüíûõ îäíîìåðíûõ è äâóìåðíûõ
èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ. Íà äâóìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâàõ Mj îïåðàòîð A ÿâëÿåòñÿ îïåðà-
òîðîì ïîâîðîòà íà óãîë αj, ãäå cosαj±i sinαj � êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà îïåðàòîðà
A. Õîòÿ êàíîíè÷åñêèé áàçèñ äëÿ îïåðàòîðà A îïðåäåëÿåòñÿ íåîäíîçíà÷íî, êàíîíè÷åñêèé âèä åãî
ìàòðèöû îïðåäåëåí îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè äâóìåðíûõ êëåòîê è çàìåíû êëåòîê

âèäà

(
a −b
b a

)
íà ñîïðÿæåííûå êëåòêè âèäà

(
a b
−b a

)
.

Çàäà÷à 55. ßâëÿåòñÿ ëè îðòîãîíàëüíûì îïåðàòîð, èìåþùèé â íåêîòîðîì îðòîíîðìèðîâàííîì
áàçèñå ìàòðèöó (

4/5 3/5
3/5 −4/5

)
?

64



Ðåøåíèå. Îïåðàòîð îðòîãîíàëåí, åñëè åãî ìàòðèöà â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå îðòîãîíàëü-
íà. Ïðîâåðÿåì îðòîãîíàëüíîñòü ìàòðèöû:

AT =

(
4/5 3/5
3/5 −4/5

)
= A

ATA = AAT =

(
4/5 3/5
3/5 −4/5

)(
4/5 3/5
3/5 −4/5

)
=

(
1 0
0 1

)
= E

Óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè ìàòðèöû âûïîëíåíû, ñëåäîâàòåëüíî äàííûé îïåðàòîð ÿâëÿåòñÿ îðòîãî-
íàëüíûì.
Îòâåò: äà.

Çàäà÷à 56. Îðòîãîíàëüíûé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé â ïðîñòðàíñòâå ãåîìåòðè÷åñêèõ âåêòîðîâ V3,

ïåðåâîäèò áàçèñíûå îðòû i⃗ è j⃗ â âåêòîðû e⃗1 =
4

5
i⃗− 3

5
k⃗ è e⃗2 =

3

13
i⃗+

12

13
j⃗ +

4

13
k⃗. ×åìó ðàâåí îáðàç

îðòà k⃗ ïîä äåéñòâèåì ýòîãî îïåðàòîðà?

Ðåøåíèå. Ïóñòü îðòîãîíàëüíûé îïåðàòîð A ïåðåâîäèò îðò k⃗ â âåêòîð e⃗3 = x⃗i + yj⃗ + zk⃗.
Ïîñêîëüêó îðòîãîíàëüíûé îïåðàòîð ñîõðàíÿåò ìåòðèêó ïðîñòðàíñòâà, òî äîëæíû áûòü âûïîëíåíû
óñëîâèÿ (e⃗1, e⃗3) = 0, (e⃗2, e⃗3) = 0, (e⃗3, e⃗3) = 1. Ïîäñòàâëÿåì, ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé:

4
5
x− 3

5
z = 0,

3
13
x+ 12

13
y + 4

13
z = 0,

x2 + y2 + z2 = 1.

Îòñþäà 
z = 4

3
x,

y = −25
36
x,

x2 + 625
1296

x2 + 16
9
x2 = 1.

Ïîëó÷àåì, ÷òî x =
36

65
, y = −25

65
= − 5

13
, z =

48

65
. Ñëåäîâàòåëüíî, îáðàçîì îðòà k⃗ ïîä äåéñòâèåì

îïåðàòîðà A ÿâëÿåòñÿ âåêòîð

e⃗3 =
36

65
i⃗− 5

13
j⃗ +

48

65
k⃗.

Îòâåò: Ak⃗ =
36

65
i⃗− 5

13
j⃗ +

48

65
k⃗.

Çàäà÷à 57. Îïåðàòîð A çàäàí â áàçèñå F = {f⃗1, f⃗2, f⃗3}, f⃗1 = (1, 1, 1), f⃗2 = (0, 1, 1), f⃗3 = (0, 0, 1)

ïðîñòðàíñòâà R3 ìàòðèöåé AF =

1 0 0
2 1 0
3 2 1

. Íàéäèòå ìàòðèöó ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà â ýòîì

æå áàçèñå.

Ðåøåíèå. Áàçèñ íå ÿâëÿåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûì, òàê ÷òî ïðîñòî òðàíñïîíèðîâàòü ìàòðèöó
� íåâåðíî. Çàïèøåì ìàòðèöó ïåðåõîäà ê áàçèñó F îò ñòàíäàðòíîãî áàçèñà E = {⃗i, j⃗, k⃗} (êàê

ìû ïîìíèì äëÿ ýòîãî íàäî çàïèñàòü êîîðäèíàòû âåêòîðîâ ïî ñòîëáöàì): C =

1 0 0
1 1 0
1 1 1

. Ìû

çíàåì ñîîòíîøåíèå AF = C−1AEC, îòêóäà AE = CAFC−1. Áàçèñ E îðòîíîðìèðîâàí, òàê ÷òî â íåì

ìàòðèöà BE ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà ðàâíà
(
AE)T . Îñòàåòñÿ ïåðåâåñòè ýòó ìàòðèöó â íàø áàçèñ:

BF = C−1
(
AE)T C = C−1

(
CAFC−1

)T
C = C−1

(
C−1

)T (
AF)T CTC.
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Îñòàëüíîå � äåëî òåõíèêè. Íàõîäèì

C−1 =

 1 0 0
−1 1 0
0 −1 1

 , BF =

 1 0 0
−1 1 0
0 −1 1

1 −1 0
0 1 −1
0 0 1

1 0 0
2 1 0
3 2 1

1 1 1
0 1 1
0 0 1

1 0 0
1 1 0
1 1 1



Îòâåò:

 6 5 3
−3 −2 −1
−2 −2 −1

 .

Çàäà÷à 58. Íàéäèòå ãëàâíûé ÷ëåí àñèìïòîòèêè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìàòðèö An ïðè n → ∞, ãäå

A =

(
0

√
2√

2 1

)
.

Ðåøåíèå. Ìàòðèöà ñèììåòðè÷åñêàÿ, çíà÷èò îïåðàòîð ñàìîñîïðÿæåí. Ìû ìîæåì íàéòè åãî
ñîáñòâåííûå âåêòîðû, è â ýòîì áàçèñå îïåðàòîð äèàãîíàëåí, ò.å. A = CDC−1, ãäå D � äèàãîíàëü-
íàÿ ìàòðèöà. Òîãäà An = CDnC−1, à âîçâîäèòü â ñòåïåíü äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó ëåãêî. Òåïåðü
ðåàëèçóåì íàø ïëàí. Íàéäåì õàðàêòåðèñòè÷åñêèé îïðåäåëèòåëü:

χA(λ) =

∣∣∣∣−λ
√
2√

2 1− λ

∣∣∣∣ = λ2 − λ− 2.

Åãî êîðíè: λ1 = −1, λ2 = 2 � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ. Òåïåðü íàéäåì ñîáñòâåííûå âåêòîðû:

Ax⃗ = λ1x⃗ ⇐⇒

{
x1 = t

√
2,

x2 = −t
, Ax⃗ = λ2x⃗ ⇐⇒

{
x1 = s,

x2 = s
√
2

.

Âîçüìåì t = 1, s = 1 (ýòîò âûáîð ïðîèçâîëåí) è ñîñòàâèì ìàòðèöó ïåðåõîäà, çàïèñàâ ñîáñòâåííûå

âåêòîðû ïî ñòîëáöàì C =

(√
2 1

−1
√
2

)
. Íàéäåì îáðàòíóþ ìàòðèöó C−1 = 1

3

(√
2 −1

1
√
2

)
è âû÷èñëèì

D = C−1AC =
1

3

(√
2 −1

1
√
2

)(
0

√
2√

2 1

)(√
2 1

−1
√
2

)
=

(
−1 0
0 2

)
(ýòî áûëà ïðîâåðêà � ìû è òàê çíàåì, ÷òî ïîëó÷èòñÿ äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñ ñîáñòâåííûìè
çíà÷åíèÿìè λ1 = −1 è λ2 = 2 íà äèàãîíàëè). Òîãäà

An = CDnC−1 =

(√
2 1

−1
√
2

)(
1 0
0 2n

)
1

3

(√
2 −1

1
√
2

)
=

1

3

(
2 + 2n

√
2(−1 + 2n)√

2(−1 + 2n) 1 + 2n+1

)
.

Âûäåëÿÿ ñòàðøèå àñèìïòîòè÷åñêèå ÷ëåíû äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà, ïîëó÷èì

Îòâåò: An ∼ 2n
(

1/3
√
2/3√

2/3 2

)
, n → +∞.

Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî â ðàçîáðàííîì ïðèìåðå An ∼ 2n, ò.å. ïîðÿäîê ðîñòà ñòåïåíè ìàòðèöû
îïðåäåëÿåòñÿ ïîðÿäêîì ðîñòà ñòåïåíè ìàêñèìàëüíîãî ïî ìîäóëþ ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ. Ïðè ýòîì,
îøèáî÷íî áûëî áû ñêàçàòü, ÷òî äëÿ êàæäîãî âåêòîðà x⃗ ∈ R2 àñèìïòîòè÷åñêè ∥Anx⃗∥ ∼ C · 2n. Òàê,
äëÿ ïåðâîãî ñîáñòâåííîãî âåêòîðà x⃗ = (

√
2,−1) âûïîëíåíî Anx⃗ = (−1)nx⃗, ò.å. ∥Anx⃗∥ = 1.

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ.

1. Îïåðàòîð ïåðåâîäèò âåêòîðû îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà {e⃗1, e⃗2} â âåêòîðû f⃗1 =
1√
5
(2e⃗1−e⃗2),

f⃗2 =
1√
5
(e⃗1 + 2e⃗2). ßâëÿåòñÿ ëè ýòîò îïåðàòîð îðòîãîíàëüíûì?

Îòâåòû: 1. äà;
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6 Áèëèíåéíûå è êâàäðàòè÷íûå ôîðìû

Çàíÿòèå 10

Îïðåäåëåíèå 58. Ïóñòü V � ëèíåéíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì R. Îòîáðàæåíèå
b : V×V → R íàçûâàåòñÿ áèëèíåéíîé ôóíêöèåé (áèëèíåéíûì ôóíêöèîíàëîì) íà ïðîñòðàíñòâå V,
åñëè ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè îäíîãî àðãóìåíòà îíî ëèíåéíî ïî äðóãîìó àðãóìåíòó,
òî åñòü åñëè äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ x⃗, x⃗1, x⃗2, y⃗, y⃗1, y⃗2 è äëÿ ëþáîãî ÷èñëà α ∈ R âûïîëíåíî:

� b(x⃗1 + x⃗2, y⃗) = b(x⃗1, y⃗) + b(x⃗2, y⃗);

� b(αx⃗, y⃗) = αb(x⃗, y⃗);

� b(x⃗, y⃗1 + y⃗2) = b(x⃗, y⃗1) + b(x⃗, y⃗2);

� b(x⃗, αy⃗) = αb(x⃗, y⃗).

Îïðåäåëåíèå 59. Áèëèíåéíûé ôóíêöèîíàë b íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷åñêèì, åñëè b(x⃗, y⃗) = b(y⃗, x⃗)
äëÿ ëþáûõ x⃗, y⃗ ∈ R. Åñëè æå b(x⃗, y⃗) = −b(y⃗, x⃗), òî áèëèíåéíûé ôóíêöèîíàë íàçûâàåòñÿ êîñîñèì-
ìåòðè÷åñêèì.

Îïðåäåëåíèå 60. Ïóñòü b � áèëèíåéíûé ôóíêöèîíàë íà ïðîñòðàíñòâå V, E = {e⃗1, . . . , e⃗n} �
áàçèñ ýòîãî ïðîñòðàíñòâà. Ïîëîæèì bij = b(e⃗i, e⃗j). Ìàòðèöà

B =


b11 b12 . . . b1n
b21 b22 . . . b2n
...

... . . .
...

bn1 bn2 . . . bnn


íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé áèëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà b â áàçèñå E. Ýëåìåíòû ìàòðèöû B íàçûâàþò-
ñÿ êîýôôèöèåíòàìè áèëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà b â áàçèñå E.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè x⃗ =
n∑

i=1

xie⃗i, y⃗ =
n∑

i=1

yie⃗i, òî â ñèëó áèëèíåéíîñòè ôóíêöèîíàëà b èìååì:

b(x⃗, y⃗) =
n∑

i,j=1

bijxiyj =
n∑

i=1

xi

(
n∑

j=1

bijyj

)
= (x1, . . . , xn) ·B ·

y1
...
yn

 . (10)

Âûðàæåíèå
n∑

i,j=1

bijxiyj íàçûâàåòñÿ áèëèíåéíîé ôîðìîé ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn, y1, . . . , yn. Ìàòðèöó

B áóäåì íàçûâàòü òàêæå ìàòðèöåé ñîîòâåòñòâóþùåé áèëèíåéíîé ôîðìû.

Òåîðåìà 26. Ïóñòü E = {e⃗1, . . . , e⃗n} è E ′ = {e⃗ ′
1, . . . , e⃗

′
n} � äâà áàçèñà ïðîñòðàíñòâà V, è ïóñòü C

� ìàòðèöà ïåðåõîäà îò áàçèñà E ê áàçèñó E ′. Òîãäà äëÿ ëþáîé áèëèíåéíîé ôóíêöèè b åå ìàòðèöû
â ýòèõ áàçèñàõ ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì: B′ = CTBC, ãäå B � ìàòðèöà â áàçèñå E, B′ � ìàòðèöà
â áàçèñå E ′.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü âåêòîðû x⃗ è y⃗ èìåþò â áàçèñàõ E è E ′ êîîðäèíàòû (x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn)
è (x′

1, . . . , x
′
n), (y

′
1, . . . , y

′
n) ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà, ñîãëàñíî ôîðìóëàì (4) ïåðåõîäà îò áàçèñà E ê

áàçèñó E ′ èìååì:x1
...
xn

 = C ·

x′
1
...
x′
n

 ⇒ (x1, . . . , xn) = (x′
1, . . . , x

′
n) · CT ,

y1
...
yn

 = C ·

y′1
...
y′n

 .
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Îòñþäà è èç (10) ñëåäóåò, ÷òî

b(x⃗, y⃗) = (x1, . . . , xn) ·B ·

y1
...
yn

 = (x′
1, . . . , x

′
n) · CTBC ·

y′1
...
y′n

 = (x′
1, . . . , x

′
n) ·B′ ·

y′1
...
y′n

 ,

òî åñòü B′ = CTBC.

Îïðåäåëåíèå 61. Ðàíãîì áèëèíåéíîé ôóíêöèè íàçûâàåòñÿ ðàíã åå ìàòðèöû â êàêîì-ëèáî áà-
çèñå. Êîððåêòíîñòü ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ñðàçó ñëåäóåò èç ïðåäûäóùåé òåîðåìû.

Çàäà÷à 59. Â ñòàíäàðòíûõ êîîðäèíàòàõ â R3 äàíà áèëèíåéíàÿ ôîðìà b(x⃗, y⃗) = x1y1+x2y2+x3y3+
2x1y2 + 2x2y3 + 2x3y1. Íàéäèòå ìàòðèöó ýòîé ôîðìû â áàçèñå E = {e⃗1, e⃗2, e⃗3}, ãäå e⃗1 = (1, 1, 1)T ,
e⃗2 = (−1, 1, 0)T , e⃗3 = (−1, 0, 1)T .

Ðåøåíèå. Ìîæíî ïîñòóïèòü ïî îïðåäåëåíèþ � âû÷èñëèòü b(e⃗1, e⃗1) = 1 + 1 + 1 + 2 + 2 +
2 = 9, b(e⃗1, e⃗2) = −1 + 1 + 0 + 2 + 0 − 2 = 0, b(e⃗1, e⃗3) = 0 è òàê äàëåå. Èç ïîëó÷åííûõ ÷èñåë
ñôîðìèðóåì ìàòðèöó ïî ïðàâèëó bij = b(e⃗i, e⃗j). Ìîæíî ïîñòóïèòü ïðîùå � ñîñòàâèì ìàòðèöó
ôîðìû (êîýôôèöèåíò ïðè ñëàãàåìîì xiyj ïèøåì â i�þ ñòðî÷êó, j�ûé ñòîëáèê). Ïîëó÷èì B =1 2 0
0 1 2
2 0 1

. Òåïåðü ñîñòàâèì ìàòðèöó ïåðåõîäà C =

1 −1 −1
1 1 0
1 0 1

 (êîîðäèíàòû âåêòîðîâ áàçèñà

E ïèøåì ïî ñòîëáöàì) è âîñïîëüçóåìñÿ äîêàçàííîé òåîðåìîé.
Îòâåò:

BE = CTBC =

 1 1 1
−1 1 0
−1 0 1

 ·

1 2 0
0 1 2
2 0 1

 ·

1 −1 −1
1 1 0
1 0 1

 =

9 0 0
0 0 3
0 −3 0

 .

Îïðåäåëåíèå 62. Îòîáðàæåíèå q : V → R íàçûâàåòñÿ êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèåé, åñëè ñóùå-
ñòâóåò òàêîé áèëèíåéíûé ôóíêöèîíàë b, ÷òî

q(x⃗) = b(x⃗, x⃗) (11)

äëÿ ëþáîãî âåêòîðà x⃗ ∈ R.

Çàìåòèì, ÷òî èç îïðåäåëåíèÿ ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî α ∈ R:

q(αx⃗) = α2q(x⃗). (12)

Òåîðåìà 27. Äëÿ ëþáîé êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè q ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ñèììåòðè÷åñêèé
áèëèíåéíûé ôóíêöèîíàë b, óäîâëåòâîðÿþùèé ñîîòíîøåíèþ (11). Òàêîé ôóíêöèîíàë íàçûâàåòñÿ
ïîëÿðíûì ê êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè q.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç óñëîâèÿ ñèììåòðè÷íîñòè ôóíêöèîíàëà è èç ñîîòíîøåíèÿ (11) ïîëó÷àåì:

q(x⃗+ y⃗) = b(x⃗+ y⃗, x⃗+ y⃗) = b(x⃗, x⃗) + 2b(x⃗, y⃗) + b(y⃗, y⃗),

îòêóäà

b(x⃗, y⃗) =
1

2
(q(x⃗+ y⃗)− q(x⃗)− q(y⃗)). (13)

Åäèíñòâåííîñòü äîêàçàíà. Îñòàëîñü ïðîâåðèòü, ÷òî ôóíêöèîíàë, çàäàâàåìûé ôîðìóëîé (13), äåé-
ñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ áèëèíåéíûì, ñèììåòðè÷íûì è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (11). Ñèììåòðè÷íîñòü
î÷åâèäíà. Óñëîâèå (11) âûòåêàåò èç (12) è (13):

b(x⃗, x⃗) =
1

2
(q(x⃗+ x⃗)− 2q(x⃗)) =

1

2
(4q(x⃗)− 2q(x⃗)) = q(x⃗).
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Ïðîâåðèì áèëèíåéíîñòü. Ïîñêîëüêó q � êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ, òî ïî îïðåäåëåíèþ ñóùåñòâóåò
áèëèíåéíûé ôóíêöèîíàë b̃, óäîâëåòâîðÿþùèé ñîîòíîøåíèþ (11). Òîãäà

b(x⃗, x⃗) =
1

2
(q(x⃗+ y⃗)− q(x⃗)− q(y⃗)) =

1

2
(̃b(x⃗+ y⃗, x⃗+ y⃗)− b̃(x⃗, x⃗)− b̃(y⃗, y⃗)) =

=
1

2
(̃b(x⃗, x⃗) + b̃(x⃗, y⃗) + b̃(y⃗, x⃗) + b̃(y⃗, y⃗)− b̃(x⃗, x⃗)− b̃(y⃗, y⃗)) =

1

2
(̃b(x⃗, y⃗) + b̃(y⃗, x⃗)).

Îòñþäà âûòåêàåò áèëèíåéíîñòü ôóíêöèîíàëà b.

Îïðåäåëåíèå 63. Ìàòðèöåé Q êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè q â áàçèñå E íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà ïî-
ëÿðíîãî ê íåé ñèììåòðè÷åñêîãî áèëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà â ýòîì áàçèñå.

Åñëè bij � êîýôôèöèåíòû áèëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà, ïîëÿðíîãî ê êâàäðàòè÷íîé ôîðìå q, òî
äëÿ âåêòîðà x⃗ = x1e⃗1 + . . .+ xne⃗n èìååì

q(x⃗) = b(x⃗, x⃗) =
n∑

i,j=1

bijxixj.

Âûðàæåíèå, ñòîÿùåå â ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà, íàçûâàåòñÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé îò
ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn. Ó÷èòûâàÿ ñèììåòðè÷íîñòü ìàòðèöû êâàäðàòè÷íîé ôîðìû, òî åñòü ðàâåí-
ñòâà bij = bji, ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

q(x⃗) = b(x⃗, x⃗) =
n∑

i=1

biix
2
i + 2

∑
i<j

bijxixj.

Çàäà÷à 60. Çíà÷åíèå êâàäðàòè÷íîé ôîðìû íà âåêòîðå x⃗ = x1e⃗1+x2e⃗2 ðàâíî q(x⃗) = 2x2
1−6x1x2−x2

2.

Êàê âûðàæàåòñÿ q(x⃗) ÷åðåç êîîðäèíàòû âåêòîðà x⃗ â áàçèñå e⃗1 + e⃗2, e⃗1 −
1

2
e⃗2?

Ðåøåíèå. Ìàòðèöà ïåðåõîäà îò áàçèñà e⃗1, e⃗2 ê áàçèñó e⃗ ′
1 = e⃗1 + e⃗2, e⃗

′
2 = e⃗1 −

1

2
e⃗2 èìååò âèä

C =

(
1 1
1 −1/2

)
.

Â èñõîäíîì áàçèñå ìàòðèöà êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ðàâíà

Q =

(
2 −3
−3 −1

)
.

Èçâåñòíî, ÷òî ïðè ïåðåõîäå îò áàçèñà ê áàçèñó ìàòðèöà êâàäðàòè÷íîé ôîðìû äîëæíà ìåíÿòüñÿ
ïî çàêîíó Q′ = CTQC, ñëåäîâàòåëüíî, èìååì

Q′ =

(
1 1
1 −1/2

)(
2 −3
−3 −1

)(
1 1
1 −1/2

)
=

(
−5 1
1 19/4

)
.

Çíà÷èò, â íîâîì áàçèñå êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà áóäåò èìåòü âèä q(x⃗) = −5(x′
1)

2+2x′
1x

′
2+

19

4
(x′

2)
2, ãäå

x⃗ = x′
1e⃗

′
1 + x′

2e⃗
′
2, òî åñòü x′

1, x
′
2 � êîîðäèíàòû âåêòîðà x⃗ â íîâîì áàçèñå.

Îòâåò: q(x⃗) = −5(x′
1)

2 + 2x′
1x

′
2 +

19

4
(x′

2)
2, ãäå x⃗ = x′

1e⃗
′
1 + x′

2e⃗
′
2.

Ïóñòü q : V → R � êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ. Áàçèñ E íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì áàçèñîì äëÿ
êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè q, åñëè ìàòðèöà Q ýòîé ôóíêöèè â áàçèñå E äèàãîíàëüíà:

Q =


λ1 0 0 . . . 0
0 λ2 0 . . . 0
...

...
... . . .

...
0 0 0 . . . λn

 .
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Çàïèñü êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè â êàíîíè÷åñêîì áàçèñå

q(x⃗) = λ1x
2
1 + . . .+ λnx

2
n

íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì âèäîì äàííîé êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè.
Ïðèâåñòè êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó îçíà÷àåò íàéòè êàíîíè÷åñêóþ ôîðìó

ñîîòâåòñòâóþùåé êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè.

Òåîðåìà 28. Äëÿ êàæäîé êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè ñóùåñòâóåò êàíîíè÷åñêèé áàçèñ.

Ìåòîä Ëàãðàíæà

Îïèøåì ìåòîä ïðèâåäåíèÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó. Ïóñòü

q(x⃗) =
n∑

i=1

biix
2
i + 2

∑
i<j

bijxixj.

1) Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî íàéäåòñÿ íîìåð k, äëÿ êîòîðîãî bkk ̸= 0. Ïåðåèìåíóåì ïðè íåîáõî-
äèìîñòè ïåðåìåííûå òàê, ÷òîáû áûëî âûïîëíåíî: b11 ̸= 0. Îáîçíà÷èì

x′
1 = x1 +

b12
b11

x2 + . . .+
b1n
b11

xn, x′
2 = x2, . . . x

′
n = xn.

Ïîëó÷èì

q(x⃗) = b11(x
′
1)

2 +
n∑

i,j=2

b′ijx
′
ix

′
j, ãäå b′ij = bij −

b1ib1j
b11

.

2) Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà bkk = 0 ïðè âñåõ k = 1, 2, . . . , n. Åñëè bij = 0 ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ
i è j, òî êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííî íóëåâîé è âñå äîêàçàíî. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî íàéäåòñÿ bij ̸= 0. Ïåðåíóìåðóåì ïðè íåîáõîäèìîñòè ïåðåìåííûå òàê, ÷òîáû áûëî âûïîëíåíî:
b12 ̸= 0. Ñäåëàåì ïðåîáðàçîâàíèå:

x1 = x′
1 − x′

2, x2 = x′
1 + x′

2, x3 = x′
3, . . . , xn = x′

n.

Ïîëó÷èì

q(x⃗) = 2b12(x
′
1)

2 − 2b12(x
′
2)

2 + 2
n∑

i=3

b1i(x
′
1 − x′

2)x
′
i + 2

n∑
i=3

b2i(x
′
1 + x′

2)x
′
i + 2

n∑
3≤i<j

bijx
′
ix

′
j =

n∑
i,j=1

b′ijx
′
ix

′
j,

ïðè÷åì b′11 = 2b12 ̸= 0. Çíà÷èò, ìîæåì òåïåðü ïðèìåíèòü ðàññóæäåíèÿ ïóíêòà 1).
3) Ñ ïîìîùüþ ðàññóæäåíèé ïóíêòîâ 1) � 2) ìû âûäåëèëè îäèí ïîëíûé êâàäðàò. Òåïåðü ðàñ-

ñìîòðèì êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó
n∑

i,j=2

b′ijx
′
ix

′
j è ïðèìåíèì ê íåé ðàññóæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå ðàññóæäå-

íèÿì ïóíêòîâ 1) è 2). Òàê çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ ìû ïðèâåäåì èñõîäíóþ ôîðìó ê êàíîíè÷åñêîìó
âèäó.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû ïðèâåëè íåêîòîðóþ êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó

q(x⃗) = λ1x
2
1 + . . .+ λnx

2
n.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ðàíã ýòîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ðàâåí r, òî ñðåäè êîýôôèöèåíòîâ λi ðîâíî r
îòëè÷íû îò íóëÿ. Ïóñòü ñðåäè ýòèõ r êîýôôèöèåíòîâ p ÿâëÿþòñÿ ïîëîæèòåëüíûìè, à q = r− p �
îòðèöàòåëüíûìè. Òîãäà ñîîòâåòñòâóþùèìè çàìåíàìè ïåðåìåííûõ ìîæåì ïðèâåñòè ôîðìó ê âèäó

q(x⃗) = y21 + . . .+ y2p − y2p+1 − . . .− y2r .
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Îïðåäåëåíèå 64. Òàêîé âèä íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíûì âèäîì êâàäðàòè÷íîé ôîðìû q. ×èñëî p
íàçûâàåòñÿ åå ïîëîæèòåëüíûì èíäåêñîì èíåðöèè, ÷èñëî q � îòðèöàòåëüíûì èíäåêñîì èíåðöèè,
à èõ ðàçíîñòü σ = p− q � ñèãíàòóðîé.

Òåîðåìà 29. Ïîëîæèòåëüíûé è îòðèöàòåëüíûé èíäåêñû èíåðöèè êâàäðàòè÷íîé ôîðìû (à ñëå-
äîâàòåëüíî, è åå ñèãíàòóðà) íå çàâèñÿò îò âûáîðà áàçèñà, â êîòîðîì ôîðìà èìååò íîðìàëüíûé
âèä.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà q â áàçèñå E = (e⃗1, . . . , e⃗n) èìååò âèä

q(x⃗) = y21 + . . .+ y2p − y2p+1 − . . .− y2r ,

à â áàçèñå E ′ = (e⃗ ′
1, . . . , e⃗

′
n) � âèä

q(x⃗) = z21 + . . .+ z2s − z2s+1 − . . .− z2r .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî p ̸= s. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî p > s. Îáîçíà÷èì ÷åðåçM
ïîäïðîñòðàíñòâî, ïîðîæäåííîå âåêòîðàìè (e⃗1, . . . , e⃗p), à ÷åðåç N � ïîäïðîñòðàíñòâî, ïîðîæäåííîå
âåêòîðàìè (e⃗ ′

s+1, . . . , e⃗
′
n). Òîãäà dim(M+N) = p+(n−s) = n+(p−s) > n, ñëåäîâàòåëüíî,M∩N ̸= ∅

(òåîðåìà 4). Ïóñòü íåíóëåâîé âåêòîð h⃗ ∈ M∩N èìååò â áàçèñå E êîîðäèíàòû (y1, . . . , yp), à â áàçèñå
E ′ êîîðäèíàòû (zs+1, . . . , zn). Òîãäà

y21 + . . .+ y2p = q(⃗h) = −z2s+1 − . . .− z2r .

Â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ïðàâàÿ ÷àñòü ïîëîæèòåëüíà (òàê êàê h⃗ ̸= 0), à ëåâàÿ íå ïðåâîñõîäèò íóëÿ.
Ýòî ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò òåîðåìó.

Çàäà÷à 61. Ïðèâåäèòå êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó q(x⃗) = x2
1+5x2

2−4x2
3+2x1x2−4x1x3 ê êàíîíè÷åñêîìó

âèäó ìåòîäîì Ëàãðàíæà. Íàéäèòå ïîëîæèòåëüíûé, îòðèöàòåëüíûé èíäåêñû è ðàíã ôîðìû.

Ðåøåíèå. Âûäåëèì ïîëíûå êâàäðàòû. Çàìåòèì, ÷òî

x2
1 + 2x1x2 − 4x1x3 = (x1 + x2 − 2x3)

2 − x2
2 + 4x2x3 − 4x2

3,

è çàìåíèì x1 + x2 − 2x3 íà x′
1. Ôîðìà ïðèìåò âèä

q(x⃗) = (x′
1)

2 + 4x2
2 + 4x2x3 − 8x2

3.

Âíîâü âûäåëèì ïîëíûå êâàäðàòû

4x2
2 + 4x2x3 − 8x2

3 = (2x2 + x3)
2 − 9x2

3

è ïîëîæèì x′
2 = x2 +

1

2
x3, x

′
3 = x3. Ïîëó÷èì êàíîíè÷åñêèé âèä ôîðìû

q(x⃗′) = (x′
1)

2 + 4(x′
2)

2 − 9(x′
3)

2, ãäå x⃗′ = (x′
1, x

′
2, x

′
3).

Òàêèì îáðàçîì, ðàíã ôîðìû ðàâåí 3, ïîëîæèòåëüíûé èíäåêñ 2, îòðèöàòåëüíûé èíäåêñ 1.
Îòâåò: r = 3, p = 2, q = 1.

Êðèòåðèé Ñèëüâåñòðà

Îïðåäåëåíèå 65. Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà q íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíî (îòðèöàòåëüíî) îïðåäå-
ëåííîé, åñëè q(x⃗) > 0 (q(x⃗) < 0) äëÿ ëþáîãî âåêòîðà x⃗ ̸= 0. Òàêèå ôîðìû íàçûâàþòñÿ çíàêîîïðåäå-
ëåííûìè. Ñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà Q íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíî (îòðèöàòåëüíî) îïðåäåëåí-
íîé, åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé ïîëîæèòåëüíî (îòðèöàòåëüíî) îïðåäåëåííîé êâàäðàòè÷íîé
ôîðìû.
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Òåîðåìà 30 (êðèòåðèé Ñèëüâåñòðà). Ñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà Q ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî
îïðåäåëåííîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå åå óãëîâûå ìèíîðû ïîëîæèòåëüíû.

Ñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà Q ÿâëÿåòñÿ îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííîé òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà çíàêè åå óãëîâûõ ìèíîðîâ ÷åðåäóþòñÿ, íà÷èíàÿ ñî çíàêà ¾−¿.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèâåäåì íàøó ôîðìó ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó. Ïîëó÷èì Q(y1, . . . , yn) = y21 +
· · ·+ y2p − y2p+1 − · · · − y2r , ò.å. ìàòðèöà ôîðìû â êàíîíè÷åñêîì áàçèñå äèàãîíàëüíà, ïðè÷åì íà äèà-
ãîíàëè ñòîÿò âíà÷àëå p åäèíèö, çàòåì q = r − p ¾ìèíóñ åäèíèö¿, à çàòåì n − r íóëåé. Çàìåíà
áàçèñà, åñòåñòâåííî íå ìåíÿåò çíàêîîïðåäåëåííîñòè ôîðìû: ïîëîæèòåëüíàÿ ôîðìà îñòàåòñÿ ïî-
ëîæèòåëüíîé, îòðèöàòåëüíàÿ � îòðèöàòåëüíîé, çíàêîïåðåìåííàÿ � çíàêîïåðåìåííîé. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, î÷åâèäíî, ÷òî âûðàæåíèå y21 + · · ·+ y2p − y2p+1− · · ·− y2r ïîëîæèòåëüíî (íà âñåõ íåíóëåâûõ
âåêòîðàõ) â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà p = r = n, ò.å. êîãäà â âûðàæåíèè íåò ìèíóñîâ è íóëåé. Àíà-
ëîãè÷íî, îòðèöàòåëüíîñòü ôîðìû ðàâíîñèëüíà îòñóòñòâèþ ïîëîæèòåëüíûõ è íóëåâûõ êâàäðàòîâ,
ò.å. p = 0, r = n. Ñ÷èòàòü óãëîâûå ìèíîðû äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû î÷åíü ëåãêî � îíè ðàâíû ïðî-
èçâåäåíèþ ÷èñåë íà äèàãîíàëè. Â ïåðâîì ñëó÷àå âèäèì, ÷òî âñå îíè ðàâíû åäèíèöå, à âî âòîðîì
ñëó÷àå èõ çíàêè ÷åðåäóþòñÿ, íà÷èíàÿ ñî çíàêà ¾−¿. Èòàê, ìû âèäèì, ÷òî êðèòåðèé Ñèëüâåñòðà â
êàíîíè÷åñêîì áàçèñå ¾ðàáîòàåò¿. Îñòàåòñÿ âåðíóòüñÿ ê èñõîäíîìó áàçèñó. Ìû óæå îòìå÷àëè, ÷òî
çíàêîîïðåäåëåííîñòü ôîðìû ïðè ýòîì íå ìåíÿåòñÿ. Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî íå ìåíÿþòñÿ òàêæå
çíàêè óãëîâûõ ìèíîðîâ. Âîïðîñ ñâåëñÿ ê çàäà÷å íà òåìó ¾ðàáîòà ñ ìàòðèöàìè¿: íàäî äîêàçàòü,
÷òî åñëè äâå êâàäðàòíûå ìàòðèöû B è B′ ñâÿçàíû ðàâåíñòâîì B′ = CTBC äëÿ íåêîòîðîé íåâû-
ðîæäåííîé ìàòðèöû C, òî çíàêè óãëîâûõ ìèíîðîâ ìàòðèö B è B′ ïîïàðíî ñîâïàäàþò. Îñòàâèì
ýòîò ôàêò â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.

Çàäà÷à 62. Èññëåäóéòå íà çíàêîîïðåäåëåííîñòü êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó

q(x⃗) = 4x2
1 + 2x1x2 + 6x1x3 + x2

2 + x2
3.

Ðåøåíèå. Ýòó çàäà÷ó ìîæíî ðåøèòü òðåìÿ ñïîñîáàìè. Ïåðâûé � ïðèâåñòè ôîðìó ê êàíîíè÷å-
ñêîìó âèäó. Âûäåëÿÿ ïîëíûå êâàäðàòû, ïîëó÷èì

q(x⃗) = 4x2
1 + 2x1x2 + 6x1x3 +

x2
2

4
+

9x2
3

4
+

3x2
2

4
− 5x2

3

4
=

(
2x1 +

x2

2
+

3x3

2

)2

+
3x2

2

4
− 5x2

3

4
.

Âèäíî, ÷òî ó ôîðìû åñòü äâà ïîëîæèòåëüíûõ è îäèí îòðèöàòåëüíûé êâàäðàò, òî åñòü çíàêîîïðå-
äåëåííîé îíà íå ÿâëÿåòñÿ.
Âòîðîé ñïîñîá � åñëè ìû óæå ïîäîçðåâàåì, ÷òî ôîðìà íå çíàêîîïðåäåëåíà, òî äîñòàòî÷íî ïî-
äîáðàòü âåêòîð x⃗, äëÿ êîòîðîãî q(x⃗) > 0 è âåêòîð y⃗, äëÿ êîòîðîãî q(y⃗) < 0. Ìîæíî ïîäîáðàòü,
íàïðèìåð, x⃗ = (1, 0, 0), à y⃗ = (1, 0,−1). Òîãäà q(x⃗) = 4, q(y⃗) = −1.
Òðåòèé ñïîñîá � âîñïîëüçîâàòüñÿ êðèòåðèåì Ñèëüâåñòðà. Ñîñòàâèì ñèììåòðè÷íóþ ìàòðèöó ôîð-
ìû

Q =

4 1 3
1 1 0
3 0 1

 .

Äåéñòâèòåëüíî, âèäèì, ÷òî

q(x1, x2, x3) = (x1 x2 x3)Q

x1

x2

x3

 .

Òåïåðü íàéäåì óãëîâûå ìèíîðû

det(4) = 4, det

(
4 1
1 1

)
= 3, detQ = −6.

Ñîãëàñíî êðèòåðèþ, ôîðìà ïîëîæèòåëüíà, åñëè âñå óãëîâûå ìèíîðû ïîëîæèòåëüíû (â íàøåì
ñëó÷àå ýòî íå âûïîëíåíî), à îòðèöàòåëüíà, åñëè çíàêè óãëîâûõ ìèíîðîâ ÷åðåäóþòñÿ, íà÷èíàÿ ñ
ìèíóñà (âíîâü íå íàø ñëó÷àé). Çíà÷èò, ôîðìà íå çíàêîîïðåäåëåíà.
Îòâåò: íå ÿâëÿåòñÿ çíàêîîïðåäåëåííîé.
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Îðòîãîíàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ

Ïóñòü b(x⃗, y⃗) � áèëèíåéíàÿ ôîðìà â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå E. Òîãäà ñ íåé ìîæíî àññîöèèðîâàòü
ëèíåéíûé îïåðàòîð A, äåéñòâóþùèé ïî ïðàâèëó

(Ax⃗, y⃗) = b(x⃗, y⃗) ∀x⃗, y⃗ ∈ E.

Âèäíî, ÷òî ýòî ðàâåíñòâî îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò áèëèíåéíóþ ôîðìó b ïî îïåðàòîðó A. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, ïî çàäàííîé áèëèíåéíîé ôîðìå îïåðàòîð òàêæå âîññòàíàâëèâàåòñÿ îäíîçíà÷íî: (íàïðè-
ìåð, ÷åðåç êîîðäèíàòû (Ax⃗, e⃗j) â íåêîòîðîì îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå {e⃗1, . . . , e⃗n}). Ëèíåéíîñòü
îïåðàòîðà, î÷åâèäíî, ñëåäóåò èç ëèíåéíîñòè áèëèíåéíîé ôîðìû b. Êðîìå òîãî, çàìåòèì, ÷òî ïðè
ïåðåõîäå îò áàçèñà E ê áàçèñó E ′ ìàòðèöà îïåðàòîðà A áóäåò èçìåíÿòüñÿ ïî çàêîíó

AE ′
= C−1AE ′

C,

à ìàòðèöà áèëèíåéíîé ôîðìû � ïî çàêîíó

BE ′
= CTBE ′

C,

ãäå C � ìàòðèöà ïåðåõîäà îò áàçèñà E ê áàçèñó E ′. Íî åñëè áàçèñû E è E ′ ÿâëÿþòñÿ îðòîíîð-
ìèðîâàííûìè, òî C � îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, òî åñòü C−1 = CT è çàêîíû èçìåíåíèÿ ìàòðèöû
áèëèíåéíîé ôîðìû è àññîöèèðîâàííîãî ñ íåé îïåðàòîðà îäèíàêîâû. Òàêèì îáðàçîì, èìååòñÿ ïîë-
íàÿ ïàðàëëåëü ìåæäó òåîðèåé áèëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ è òåîðèåé îïåðàòîðîâ â åâêëèäîâîì
ïðîñòðàíñòâå.

Ñèììåòðè÷åñêèì ôóíêöèîíàëàì â ýòîì ñëó÷àå áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü ñàìîñîïðÿæåííûå îïå-
ðàòîðû. Ïîýòîìó ìîæåì ïåðåôîðìóëèðîâàòü ñîîòâåòñòâóþùèå òåîðåìû äëÿ îïåðàòîðîâ íà ÿçûêå
êâàäðàòè÷íûõ ôîðì è ïîëó÷èòü ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.

Òåîðåìà 31. Äëÿ ëþáîé êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè q â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ñóùåñòâóåò îð-
òîíîðìèðîâàííûé áàçèñ, â êîòîðîì îíà èìååò êàíîíè÷åñêèé âèä.

Òåîðåìà 32. Ëþáóþ âåùåñòâåííóþ êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó

q(x⃗) =
n∑

i,j=1

bijxixj

ìîæíî îðòîãîíàëüíûì ïðåîáðàçîâàíèåì ïåðåìåííûõ ïðèâåñòè ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó

λ1y
2
1 + . . .+ λny

2
n.

Ïðè ýòîì êîýôôèöèåíòû λ1, . . . , λn ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà

det(Q− λE) = 0

è, ñëåäîâàòåëüíî, îïðåäåëåíû îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè.

Çàäà÷à 63. Îðòîãîíàëüíûì ïðåîáðàçîâàíèåì ïðèâåäèòå êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó q(x⃗) = x2
1−6x1x2+

x2
2 ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó. Íàéäèòå ïîëîæèòåëüíûé, îòðèöàòåëüíûé èíäåêñû è ðàíã ôîðìû.

Ðåøåíèå. Ìàòðèöà êâàäðàòè÷íîé ôîðìû èìååò âèä: Q =

(
1 −3
−3 1

)
. Íàéäåì åå ñîáñòâåííûå

çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå âåêòîðû:

detQ− λE = det

(
1− λ −3
−3 1− λ

)
= λ2 − 2λ− 8.
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Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå: λ2 − 2λ − 8 = 0, åãî êîðíè � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû Q
� λ1 = −2, λ2 = 4. Ïóñòü e⃗1 = (x1, y1) è e⃗2 = (x2, y2) � ñîáñòâåííûå âåêòîðû åäèíè÷íîé äëèíû,
ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì λ1 è λ2. Òîãäà(

3 −3
−3 3

)(
x1

y1

)
= 0,

ñëåäîâàòåëüíî, ìîæåì âçÿòü x1 = y1 =
1√
2
(ïîñêîëüêó x2

1 + y21 = 1, òî x1 è y1 îïðåäåëåíû ñ

òî÷íîñòüþ äî çíàêà). Àíàëîãè÷íî (
−3 −3
−3 −3

)(
x2

y2

)
= 0,

ñëåäîâàòåëüíî, ìîæåì âçÿòü x1 =
1√
2
, y1 = − 1√

2
. Çíà÷èò, ìàòðèöà îðòîãîíàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

èìååò âèä

A =

(
1√
2

1√
2

1√
2

− 1√
2

)
.

Êàíîíè÷åñêèé âèä êâàäðàòè÷íîé ôîðìû:

q′(x) = λ1x
′
1 + λ2x

′
2 = −2x′

1 + 4x′
2.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëîæèòåëüíûé èíäåêñ ðàâåí 1, îòðèöàòåëüíûé èíäåêñ ðàâåí 1, ðàíã ôîðìû ðàâåí

ðàíãó ìàòðèöû Q′ =

(
−2 0
0 4

)
è ðàâåí äâóì.

Îòâåò: p = 1, q = 1, r = 2.

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ.

1. Ïóñòü b � íåâûðîæäåííàÿ áèëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ íà ëèíåéíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V,
l : V → K � ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò âåêòîð v⃗ ∈ V òàêîé, ÷òî ñîîòíî-
øåíèå l(x⃗) = b(x⃗, v⃗) âûïîëíÿåòñÿ ïðè âñåõ x⃗ ∈ V.

2. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáóþ áèëèíåéíóþ ôóíêöèþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû ñèììåòðè÷å-
ñêîé è êîñîñèììåòðè÷åñêîé ôóíêöèé.

3. Ìåòîäîì Ëàãðàíæà ïðèâåäèòå êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó ê íîðìàëüíîìó âèäó, âûïèøèòå ìàòðèöó
ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðåîáðàçîâàíèÿ:
à) x2

1 + 2x1x2 + 2x2
2 + 4x2x3 + 5x2

3;
á) 4x2

2 + x2
3 + 3x1x3 − 4x2x3;

â) x2
1 + 5x2

2 + 9x2
3 + 5x2

4 − 4x1x2 + 2x1x3 + 2x1x4 + 2x2x3 − 8x3x4.

4. Èññëåäóéòå íà çíàêîîïðåäåëåííîñòü êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó q(x⃗) = 9x2
1 + 6x2

2 + 6x2
3 + 12x1x2 −

10x1x3 − 2x2x3.

5. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà λ, ïðè êîòîðûõ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà q(x⃗) = 5x2
1+x2

2+λx2
3+

4x1x2 − 2x1x3 − 2x2x3 ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà.

6. Îðòîãîíàëüíûì ïðåîáðàçîâàíèåì ïðèâåäèòå êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó q(x⃗) = x2
1+x2

2+5x2
3−6x1x2+

2x1x3 − 2x2x3 ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó. Íàéäèòå ïîëîæèòåëüíûé è îòðèöàòåëüíûé èíäåêñû è
ðàíã ôîðìû.

Îòâåòû: 2. à) y21 + y22 + y23,

1 −1 2
0 1 −2
0 0 1

;
á) y21 + y22 − y23,

1/3 0 −1/3
1/2 1/2 1/2
1 0 1

;
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â) y21 + y22 + y23 + y24,


1 2 −7 72/11
0 1 −3 31/11
0 0 1 −1
0 0 0 1/11

.
4. ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà;
5. λ > 2;
6. q(x⃗′) = −2(x′

1)
2 + 3(x′

2)
2 + 6(x′

3)
2, p = 2, q = 1, r = 3.
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