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A =

⎛⎜⎜⎜⎝
a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
���

���
� � �

���

am1 am2 . . . amn

⎞⎟⎟⎟⎠� 
������ ���
��� m× n (m ������ n ��������).

������ ������ A = (aij), m × n, aij ∈ R.  ����! ��"��� ���"� ��
����� ������ 
������� �

�����! � ��������

������� ��������� ������� ���� �������

• ���������	
 m = n�

• �����������	
 m �= n�

• ��������	 ������� E � ���������	 �������� � ������� �� ������� ��������� ���� 	���

����� � ��	 ��������	 ��	�	��� ����
 eij =

{
1 	��� i = j,

0 	��� i �= j.

•  ��	��	 ������� O � ��	 ��	�	��� ����� ���!�

• "����������	 ������� � ���������	 �������� � ������� �� ������� ��������� ���� �	���
�	��	 ��	�	���� � ��	 ��������	 ��	�	��� �����

• #	�����$����%�� � ������� ��&�	�� m × 1� '� %��	� ����� �%�&������ �� ���������
���������� %������ �� &������ �	�����
 �x�

• #	�����$������ � ������� ��&�	�� 1× n�

���� 	(	 ��	�� ����� ������ ��)�� ������ � %�����	� ����	������	� ��	�������	� ���)	�����	�
*�������� ��	���� ������������	� . . .� #� )�&�������	�� � ���� � ���	 ��	��

�������� ������
 '������ ��������!�� )���	�	���� +���*	��	 �)�	�	�	�� ������ ��
������ ������ ��&�	��,� ����� A = (aij) � B = (bij)� 1 ≤ i ≤ m� 1 ≤ j ≤ n� -����

A+B = (aij + bij).

������ 	


A =

(
1 2
3 4

)
, B =

(
5 6
7 8

)
⇒ A+B =

(
1 2
3 4

)
+

(
5 6
7 8

)
=

(
6 8
10 12

)
.

.)	���� ���*	�� ������ �%����	� ��������� ���������������
 A + B = B + A � ��������
��������
 A+ (B +C) = (A+B) +C�  ��	�� ������� ��		� �������� ���
 A+O = O+A = A�
/�� ��	������

��������� ������� �� �����
 ����� λ ∈ R� ����� )� �)�	�	�	��! λA = (λaij).

0



������ ��

A =

(
1 2
3 4

)
, λ = 2 ⇒ λA = 2

(
1 2
3 4

)
=

(
2 4
6 8

)
.

�� ��������	
� ���� �������� ��� λ(A + B) = λA + λB ��
���
���
�	������ μ(λA) = (μλ)A
�����
�
�	������

����	
������ ������ ���	� �����	���� ���
�� A 
 B� ���
 A � ���
� m × n� B
� ���
� n × k ����� ���
������ �������� ���
�� A ����	� ������� � ���
������� �����
���
�� B�� �� ��������	
 

C = A · B =

⎛⎜⎜⎜⎝
a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
���

���
� � �

���
am1 am2 . . . amn

⎞⎟⎟⎟⎠ ·

⎛⎜⎜⎜⎝
b11 b12 . . . b1k
b21 b22 . . . b2k
���

���
� � �

���
bn1 bn2 . . . bnk

⎞⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎝
c11 c12 . . . c1k
c21 c22 . . . c2k
���

���
� � �

���
cm1 cm2 . . . cmk

⎞⎟⎟⎟⎠
� ���
� ����� m× k � !����	��
 cij =

n∑
�=1

ai�b�j� i = 1, . . . , m� j = 1, . . . , k�

"����
� ��	���	
� ���
� ��#���
� �������	� #��������$� %�� ���&�#� ����
		
� �

��	
�	
��� �������
� ����� '�� ���
��� (	��� ��#����
���� ��� ���
�����	
�� �����
 	
������� 	������� �
���� ��	�� ����� ����	�) ���
�����	
$ �
��� �����
 	 �
�� ������*

(
a1 a2 . . . an

) ·
⎛⎜⎜⎜⎝
b1
b2
���
bn

⎞⎟⎟⎟⎠ = a1b1 + a2b2 + · · ·+ anbn.

��
 !��� �����	���� ���	� ������ �����
 
 ������� ��
	����$ ��
	�� + ���� ����� !��
��������	
� �� )���&� 
�����	� 
� &����	�#� ���� � !�� �����	�� ���
�����	
� ���������
����� ������ �� )��
� ������	��
�� ���
�� A ����� m × n 	 ���
�� B ����� n × k�
�������
� ���
�� A �� 	��� m ������ ��
�		�) ��	 ��� ���#�$�  ���
�� B �� 	���
k ��������� ��
�		�) �����*

A =

⎛⎜⎜⎜⎝
���1
���2
���

���m

⎞⎟⎟⎟⎠ , B =
(
���1 ���2 . . . ���k

)
.

,����� �����	��
� ���� ������ 	 ����$ ������� ��	
 ��� 
�� � ��
	���� ��
	� n��

 
� ������		�) m × k �
��� �����
� ���
�� C = AB� ��
 !���� �������� ��	���	
� i-�$
�����
 	 j-�$ ������� ��
&�� � i-� ������� j-�$ ������� ���
�� C� �� �� cij = ���i × ���j�
������ ��

A =

(
1 2 −1
3 1 0

)
, B =

⎛⎝ 2 0
−1 1
1 4

⎞⎠ .

������ �����	 2× 3 � 3× 2
 ���� �� ��� ���������� � ������ AB � �������� �����	�

.



������� 2× 2

C = A ·B =

(
c11 c12
c21 c22

)
, c11 = (1 2 − 1) ·

⎛⎝ 2
−1
1

⎞⎠ = 1 · 2 + 2 · (−1) + (−1) · 1 = −1,

c12 = (1 2 − 1) ·
⎛⎝0
1
4

⎞⎠ = −2, c21 = (3 1 0) ·
⎛⎝ 2
−1
1

⎞⎠ = 5, c12 = (3 1 0) ·
⎛⎝0
1
4

⎞⎠ = 1,

C =

(−1 −2
5 1

)
.

����� ����	��
�� ��� ������� ���� �� ���������
 ������������ ������ ����������� ���

�� ��� ��������� ������ ����������� ��� ������ ������ ������� ��� ���	��� � �������� ��	���

������ �������  � �������
 ���� � ������ 	������ ��� ���������� ������� A ��	���� n×m ��

������!������� �x ������ m ������� ������ A�x = �b ������ n� "���� ����	�� ������ �������
	����� ����������� ������������ Rm � ������������ Rn� #��� �� �� $���� ��%�� �����	���&

����������% ���� ��������
 ������ A · (B�x) �� �������� ��������
 ��� ��� ���������� ������
��� � �������� (A ·B)�x� "���� ����	�� ����������� ������������ ������ ������������ ����	��
��	������ �	 �������� �����	���� ����������%�

'������ ��� ������� A � B �����	
���	 ����	� �����	���������
�  ����(

A ·B = B · A
)������ ��� �� �&��� ������� ����&��� ����������������� * ��+�� ��������� ������� AB
� BA ����,� ���&� ��	��% ��	���( 2× 2 � 3× 3 ��������������� -�	��
���� ������������ AB
� BA ����� ��	�����
�� � ��� ���������$ �������  �������(

1 2
0 1

)(
1 −1
1 0

)
=

(
3 −1
1 0

)
,

(
1 −1
1 0

)(
1 2
0 1

)
=

(
1 1
1 2

)
.

.��� ���%����� ��������������� �������� ��������� ������ �� ��������� /�� ���� ���%����

���������������( A(BC) = (AB)C ���������� 0������� � ��������� ���	��� ���%����� �������
����������(

A(B + C) = AB + AC, (A+B)C = AC +BC.

/�����
�� ��� �����������
�� �������
 �� ������������

#��� ���
 ���� � ���������$ n×n �������$ �� ���������� ������� �� ��������& 1 �������
E ������&,�� ���%����� EA = AE = A ��� �&��% ������� A�  ������� ��� �� ���������
������� E ����� ������� � ��� �����
��� �������� ����� ���&� "���� ��������

(EA)ij =
n∑

k=1

eikakj = aij,

���� eik = 0 ��� k �= i � ��� k = i ����� eii = 1�
�����������	���
 ������ /�� ���������������� ����&��� ������ ������ � ��������

#��� A =

⎛⎜⎜⎜⎝
a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
���

���
� � �

���

am1 am2 . . . amn

⎞⎟⎟⎟⎠ , �� AT =

⎛⎜⎜⎜⎝
a11 a21 . . . am1

a12 a22 . . . am2
���

���
� � �

���

a1n a2n . . . amn

⎞⎟⎟⎟⎠ .

����
� ��

���	� A =

(
2 1 0
−1 3 1

)
, 	���� AT =

⎛⎝2 −1
1 3
0 1

⎞⎠ .

2



�������� 	��
���������� �������	 
��
	��� ��� ��	��� ���������� �������

(A+B)T = AT +BT

��	� ��������� ������ ��� ��	��� ������� m× n � n× k ��������

(A · B)T = BT · AT .

�	� ���������� ����� 	� ������ 
��
	� 
���
	��	�� ���

� ���������	�
�� ���� � ������	 �������

!"
	 ���� 
�
	��� �������# ����������
��# "������� �$%&'��⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn = b1,

a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn = b2,
���

���
���

���
���

am1x1 + am2x2 + . . . + amnxn = bm,

�(�

	��� ��
�� aij � bi ����� � xi �����
	��� )�	����

A =

⎛⎜⎜⎜⎝
a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
���

���
� � �

���
am1 am2 . . . amn

⎞⎟⎟⎟⎠
������	
� �������� 	�

�� ������� )� ��*�� ��������	 ��� "��������� 
���"+,��
���
	��� ��	����� �������� �� ����+	 ��-���� 
�
	����

�� "���*�	 "������� �� ���"���� ��
��.

�� ����	 "������� ��
	���.

�� 
������	 �� "������� �� ����
��	 �	" 
"��" ��
	� ������ �� "���������

�	��" 
��	�	
	"+	 �����
���
� �����������
�� 
	��� ��	���� 
�
	����

����	�
���� � �����
���
�� �����������
���� ����� ���������� ������ 
��������
�����������
�� ���	������ ��	� �
� ������� ������

�� /���
������� �"# 
	���.

�� '���*���� 
�# ��
�� ����	���� 
	���� �� ��
��� �	������ �	 �"��.

�� $��*���� ����� 
	���� 
 ��"����

1)

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

���

	�i
���


	�j
���

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ →

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

���

	�j
���


	�i
���

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ 2)

⎛⎜⎝
���


	�i
���

⎞⎟⎠ →

⎛⎜⎝
���

λ · 
	�i
���

⎞⎟⎠ 3)

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

���

	�i
���


	�j
���

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ →

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

���

	�i + 
	�j

���

	�j
���

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

0



� ����� ��	

�

����� ���		� 
����� ����������� ��������������� ���������	� �� ������� 	�	��� �������
���������� ����� 	�	���� � ��	����������� ��������������� ������� 	�	����� ��� ���� �	�
����� �	� ��� ����������� ��������������! ����	������� 	���"# ����$�� 	���"� �� �����
���� "��%%������# 	�$���� ���� 	���"� &������# '�� ���	�� ������(� �������������� ������
�	��������� ����%����������� ������ �������������� ) � i*� 	���"� ����	�����	� 	���� i*��
	���"� � j*�� 	���"�# ����$����� �� λ� +� 	���� ���# ��"�� �������������� �	�� "���������
���� ��������������! ����$�� j*� 	���"� �� λ# 	�$�� 	 i*��# ������� j*� 	���"� �� λ�

,� ����	��� ��������(� ������� 	�	���� �������������� �������� 	 ��	�������� ������
��� 	�	�����

����������� 	
 ���������	
 ������
 ������� 
-� ���������� ������ ����⎛⎜⎜⎜⎝
a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
���

���
���

���
am1 am2 . . . amn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
b1
b2
���
bm

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

���������� � ���� ������ ����� ��������
 ��������

������ 
 ����� ���� ������� {
2x1 + x2 = 3,

x1 − x2 = 0.

������ ��	
 ������� A =

(
2 1
1 −1

)
� ����������� ������ 

(
2 1
1 −1

∣∣∣∣ 30
)

�

.�� ����� �������������� ) �����	�� ������� " 	�����'����� �����

����������� �
 !��	��� ������� �������	� �������	
 ���	�� ������ �� �����
 	������

	� ���� �������� ������ ���������� ���������	
" ���� ���	����� ��� ���	��� 
#$ �	���� ������% �������	� �� ��������% ���	� 	������� ���	&	 �	���������� �	����	��'
�����	���(
)$ ������� ���	��" ���� 	�� ����" ��	�� � �	���

������ �
 ������

⎛⎝1 2 3 4
0 0 1 2
0 0 0 1

⎞⎠ * ����������� +�	���� ������% �������	� 1, 3, 4$" � ���'

���

⎛⎝1 2 3
0 0 1
0 0 2

⎞⎠ * ��� +�	���� ������% �������	� 1, 3, 3 * ��� ���	&	&	 �	���������$�

������� �
 ,����� ������ �	-�	 �������� � ���������	�� ���� ������������� ���	���'
�	������� �� ���	��

������� � 
�����	����	�� 	�	��� ������� ��������� ��� ����������� ���������������� 

.������ ����
��% ��������
" �	�������� �� ����	
 � �	�	��� �����������% ���	����	����

���������	
 ������ �������" ������������ ��%	��	
�

������ �
 ����� ������� ⎧⎪⎨⎪⎩
2x1 − x2 − 3x3 = 3,

x1 + x2 + 2x3 = 1,

−x1 + 2x2 + x3 = 2.

/



������� ��	����

�� ������ 	�	��� � ��������� �����
��
�� �����������
�� 	��� ����
����� �� ����
�� 
� ����� 
�
������ ��	�� ���� �����	� �����
��
�� �����������
����
��	������ ����
�� 
� ��	�� a �= 0 � �� ��
���
�� 
� ��	�� 1/a !⎛⎝ 2 −1 −3

1 1 2
−1 2 1

∣∣∣∣∣∣
3
1
2

⎞⎠ −→ ��
��� ��	��� ������ � ����� 	����� −→
⎛⎝ 1 1 2

2 −1 −3
−1 2 1

∣∣∣∣∣∣
1
3
2

⎞⎠ −→

���������� � ����" 	����� ������� � �� ����" ������� ������� ��
���

�� 
� ���

−→
⎛⎝1 1 2
0 −3 −7
0 3 3

∣∣∣∣∣∣
1
1
3

⎞⎠ −→ ����� ���� 	����� 
� ��� ��
��� �# ��	��� 	� ����" −→

−→
⎛⎝1 1 2
0 1 1
0 −3 −7

∣∣∣∣∣∣
1
1
1

⎞⎠ −→ ������� � ����" 	����� ������ ��
���

�� 
� �� −→

−→
⎛⎝1 1 2
0 1 1
0 0 −4

∣∣∣∣∣∣
1
1
4

⎞⎠ −→ ����� ���� 	����� 
� ����� −→
⎛⎝1 1 2
0 1 1
0 0 −1

∣∣∣∣∣∣
1
1
1

⎞⎠
$�������	� 	���
���� ������% ����	����� 	�	��� 	 
���" ������"� ������ �� �
�
����
� ����	���	�! ⎧⎪⎨⎪⎩

x1 + x2 + 2x3 = 1,

x2 + x3 = 1,

−x3 = 1

⇔

⎧⎪⎨⎪⎩
x1 = 1,

x2 = 2,

x3 = −1.

������� ����	�
�� ������ � ����	�� �����
��
�� �����������
�� 
� ��������
� ����
�

������ ������� ����
���� ������� �� 
� ���!�� ��� ���!���� 
��� 
�! !��"�
���� ���

����� #� 
�������� ����
�� &���� ����� '��		��

������ �� (������ 	���
���� ������ �� �������)�*� ������� � �������� ����
�" &��
����� '��		�!⎛⎝1 1 2

0 1 1
0 0 −1

∣∣∣∣∣∣
1
1
1

⎞⎠ −→ ���������� �� ����" 	���� ����� � � �����" � �����

�� ����

−→
⎛⎝1 1 0
0 1 0
0 0 −1

∣∣∣∣∣∣
3
2
1

⎞⎠ −→ ������� �� �����" 	���� ����� −→
⎛⎝1 0 0
0 1 0
0 0 −1

∣∣∣∣∣∣
1
2
1

⎞⎠ −→

��
����� ���� 	���� 
� −1 −→
⎛⎝1 0 0
0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣
1
2
−1

⎞⎠ .

+	��� 	���� �������� ����
�� x1 = 1� x2 = 2� x3 = −1,

$%
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������� �	
�
������ ��
������������ �������	 
�������� 	������ m × m� ������	
�� �������� ������ �� ��
������	 i��� � j��� 	���� ���	 ������	 ����� ����������� ���
������ ������	 � ���������� i��� ����
� j��� ����!�� ������� ������� � j��� ����
� i���
������ ��������� "�� �����#�� $��	��� 	������ % ���� �����	�� ���� m = 5 i = 1 j = 3 
��

M =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 1 0 0
0 1 0 0 0
1 0 0 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

&������ ������� ��	 ��� ��' ��������#�� m× n 	������ A �� ���	��� m = 5 n = 3�

MA =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 1 0 0
0 1 0 0 0
1 0 0 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎜⎝
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33
a41 a42 a43
a51 a52 a53

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
a31 a32 a33
a21 a22 a23
a11 a12 a13
a41 a42 a43
a51 a52 a53

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
�	�(��� � M ����� �������� 
 ���������
� i��� � j��� ����
 	������ A�
)��� ����
� ��	���# 	������ M % �������# ������� 	������ � ����	 ��������# ������ �
	���� (ij) �	���� ��' �� ������	 ����# � ���	��� m = 5 n = 3 i = 1 j = 3�

MA =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 1 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎜⎝
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33
a41 a42 a43
a51 a52 a53

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
a11 + a31 a12 + a32 a13 + a33

a21 a22 a23
a31 a32 a33
a41 a42 a43
a51 a52 a53

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
����#� $��	������ ����!�������� % ��!������ 3��� ����
� 
 1����
��
��� ���� ��'�# ������� 	������ M � � 	���� (ii) �������# ������� ����� λ �	����
������ �� �� ���	��� m = 5 n = 3 i = 1�

MA =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
λ 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎜⎝
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33
a41 a42 a43
a51 a52 a53

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
λa11 λa12 λa13
a21 a22 a23
a31 a32 a33
a41 a42 a43
a51 a52 a53

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

)��� ��	�(��# 	������ �����	� A � 	������ M ������ �� ������	 $��	������ ����!����*
���' ����!��� 	������ A �������#�� ��	���

�
��
�� �� ������ ��	
��� ��� �
����	� � �	������	�� ���� ������	�
���� �
��
��

�������� �� �	
��

�������
	������ )��� ���' 	������ A �����' �� �� �(� ���������'� +���# A % ������'
	������� ,���� ���������� �	�� j ��
�� ��� ��� ����!�� � �	���	� 1 ��� j − 1 '��'���'
�����	� � ����!�� � �	���	 j %�� ����	�(� j = 1 �� ���# ������ ����!�� �(� '��'���'
������	�� +��������	 ����
� ��
 ���!� $��	�� a1j �= 0� +���� $���� 
 
�(��� ����
� ����'
�� ������ ���!���	 ������ ����
� �	�(��� � ���-��'��� ����� � ��
�	 �������	 ���!�
��� $��	��� j−�� ����!�� 
��	� a1j ����� ���� ����

..



������� ��	
��� ��� ⎛⎜⎜⎜⎝
0 0 . . . a1j a1j+1 . . . a1n
0 0 . . . 0 a2j+1 . . . a2n
���
��� . . .

���
��� . . .

���
0 0 . . . 0 amj+1 . . . amn

⎞⎟⎟⎟⎠ .

��������� ��
�� A1 ��	
���� �	����� � �
���� ������ �����

A1 =

⎛⎜⎝a2j+1 . . . a2n
��� . . .

���
amj+1 . . . amn

⎞⎟⎠
� �
������ � ��� 
���������� ����������� �
�������� �� �� ! 	�� ����� �� �������� �����
 ���� �
��� � �	������	�� ��	
����

������� � "
�������#���	# ���	�� �������$ �
������� �
� %�����	�
��$ �
���
��������$& �
������� ��	�
	�� ���	�	�
� �����		�� �� ��		�
 � ������� �����	���	�� �����������	�


�������		�
 ������� �������� ��������	�	� �����	�
�

	�
����������� '��	�	���� ������	#� �	� ���	���� ���������� �� ����� �����(���� %�����(
	�
��� �
���
���������� %��������	�� ��$����� )�����	
�� ��� 	
� 	��� %�����	�
��$ �
���(

���������
*& +
���������� �	
�� ���	��	�	���	 ��
��	������ ���	��� ��$ �
�������� �������� �	� %	� ��
�����	 ������	�� 
� ���� ���	����
,& -�������� �	
��� �� ��������� ����� ���	��	�	���	 ��������� ����$ ���	�� �
������� ��
��� � 	� �� ��������� ������ -
�������� ���������� �
� %	��� %��������	�� ��$������ ����(
��	��#��� � ������	�� 
� ���� ���	��� �� ������	���
.& /������� ��$ �	
�� ���	��	�	���	 �������� ��$ �
������� ���	���� )�����	
�� ���	����
���	����� 	��#�� �� %	�$ ��$ �
�������� 0��� �� ��� �� �
������� ��	���� ��� ���������� �
����	� 
����� 
�����	
�� ����� ��$���$ �
�������� 	� ���������� ���	��� ���	 %��������	��
��$����� '���	��	��#��� ���� ����
 x1, . . . , xn �����	�� 
� ����� ������ �� ��$ �
��������
	� �� �����	�� � 
� ����� �$ ����� � 
�����	�� 1����	� � �
� %�����	�
��� �
���
��������
	
�	#��� 	��� ������	�� 
� ���� ���	��� �� �����	���
2�������� �	� ������� �������#� "��� �
��	� �������#�& ���
�	��� ��	
��� �������	

�� %�����	� aii � ����������� ��������� 3��
�	��� ��	
��� �������	�� �������#���� ����
aij = 0 �
� ���$ i �= j�

���������� ��  ������	�� ������� 	��������� ����	����!���	�
� ���� ��� aij = 0 ���
i > j� "	���!��	�� �������	�� ������� 	��������� 	�#	����!���	�
� ���� aij = 0 ��� ����
i < j�

�
� �������� � ��������� ��$ �������#��$ "��$ ��
$��	
�����#��$� ��$ �����	
�(
����#��$& ��	
�� �������	�� �������#��� "���	��	�	������ ��
$��	
�����#��� ��� �����	
�(
����#���& ��	
���� �
���
#	� %	� �����	�� �����
4���� �	������	�� ���
�	��� ��	
��� �����	�� ��
$��	
�����#���� '���	��	��#��� ����


������� %�����	� i5�� �	
��� 
����� ��� �������� i "����� ����
� �����$ %�����	�� �� �	
���
���
��	��	&� �
� %	�� �������� �� ������� 6�������� ����
 ������� %�����	� �� i5�� �	
���

���� i "�� ���$ �	
��&� +��� �� �������� �� �� ��	
��� �	��	 ��������� %�����	�� +����
��	
��� �������	�� 	�����#��		�
� 6 
���� ������ �����	���	 i5�� �	
���� �� ��	�
�� ����

������� %�����	� ���# �� ��� i� +��� ������ %�����	 �������� n5�� �	
��� ��� �����
��	# ���# �� ��� n� 7	� �������	� �	� n5�� �	
��� �����	�� �������� +���� ��	
��� �������	��
����#��		�
�
���������� 0��� ����� �
������� ���
�	��� ��	
��� ���	��� �������$ �
������� � �	�(
�����	��� ��� ���������# ����
������� ��
$��� 	
�����#��� ��	
���� 	� �� %�����	�
����

*,
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 	��� �� �����	�� ���������	��� ������� ����� ���������	��� �����	��� ! ��� ������
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������ �

� ��������	��
 ����	��� �	����

����� �����	� 
�� 
���	�� 
���	��	� ��������
� ������� ������ n× n�

����������� 	
 ���������	
�� � n ��������	 ���	����� ����� (k1, k2, . . . , kn) ����� 1� 2�
. . . , n� ������������� 	 
�
������� �����
�� ���������	
� (1, 2, . . . , n) ���	����� ���	�����
����
��	����� ��� ���� ����� ������� ��	���� 	 ������� ���������	
�� ���� ����!�� � ��� ����
�� ��	�� ����!�"�� ���������	
� ���	����� ������ #��������$� ���� ����� ��	����� 	 ���
����� #�������$�

��
��� ����
 ������ (k1, k2, . . . , kn) ���
	����� �
	 �
��
���� ������

(
1 2 . . . n
k1 k2 . . . kn

)
�

���
 ��������� ��
 �� ���
 ���	� 1 �
�	 ������
��� �
��	
 ���	
 k1� �� ���
 2 � k2 � ����
 � ���� ���
	��
���� ������ �
	 �
�������� �������

������ 
 �������	�� ����� �� 1 �� 5 	 �����
� (3, 5, 2, 1, 4)� %���� 3 	 ���� ���������	
�
����� ��	�� 1 � 2� ���� ����!� �� #�	� ��	�����$� %���� 5 ����� ��	�� 1� 2 � 4 #�&� ���
��	�����$� %���� 2 ����� ��	�� 1 #�&� ����$� '��"�� !���� ��	������ ���� ��!� ���������	
�
�������

����������� �
 (������������ #�������������$ 
	�������� �����)� A = (aij)� 1 ≤ i, j ≤ n�
���	����� �����

detA = |A| =
∑

(k1,k2,...,kn)

(−1)N(k1,k2,...,kn) · a1k1a2k2 . . . ankn ,

"�� �������	���� ���	������ �� 	��� ���������	
�� (k1, k2, . . . , kn) ����� 1, 2, . . . , n� � 	������
��� N(k1, k2, . . . , kn) ������� ����� ��	����� 	 ���������	
� (k1, k2, . . . , kn) #�� ���� �� ����
�����$�

!�
 
���	�� ��"	
 �	� �������� �� ������� #$
�� �� �
�
��� ��
 �
	�����
 ��%
����
�
� ����
 n!&� �
'�
�� ��
��
 ���
	��
���� �	����� (
���	�)

• �	� ������ ������ 2× 2) ∣∣∣∣a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣ = a11a22 − a12a21.

�������	��
� �	� n = 2 �
��
"�� �
	��
 �� ������
���) (1, 2) #�
	� �������� ����
*++ � ������
�����& � (2, 1) #
��� �������� � ������
����� ���� *−+&�

������ ��
 ∣∣∣∣1 2
3 4

∣∣∣∣ = 1 · 4− 3 · 2 = −2.

• �	� ������ 3× 3∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ = a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32 − a13a22a31 − a12a21a33 − a11a23a32

• �	� ������ ������ 4 × 4 � �
	�, �
"�
 ���
	��
���� ���	
"�� �
 ��
	��� #���
�&
#��� �
��� - ��"&�

./



����������� 	
 �������� �	�
������ ������ ����	����� ����
������� 	��� ������
���������� �� 
����� 	������	����� �����	������ k ����� � k ������	� ����
��� ������
����	����� ������ �	�
������ ������� ���������� ����� 	������	�����

������ 
 � ������ A =

⎛⎝1 2 2
0 1 −1
0 2 0

⎞⎠ ���� 
�	��� ������	 ���	��� ����
��  !�������

������"# 1, 2, 2, 0, 1, −1, 0, 2, 0;

�	��� ������	 	������ ����
��#∣∣∣∣1 2

0 1

∣∣∣∣ = 1,

∣∣∣∣1 2
0 −1

∣∣∣∣ = −1,

∣∣∣∣2 2
1 −1

∣∣∣∣ = −4,

∣∣∣∣1 2
0 2

∣∣∣∣ = 2,

∣∣∣∣1 2
0 0

∣∣∣∣ = 0,

∣∣∣∣2 2
2 0

∣∣∣∣ = −4,

∣∣∣∣0 1
0 2

∣∣∣∣ = 0,

∣∣∣∣0 −1
0 0

∣∣∣∣ = 0,

∣∣∣∣1 −1
2 0

∣∣∣∣ = 2;

�
�� ����� �������� ����
��  ����
������� ������"#∣∣∣∣∣∣
1 2 2
0 1 −1
0 2 0

∣∣∣∣∣∣ = 0 + 0 + 0− 0 + 2− 0 = 2.

����������� �
 $������������� 
���������� � !������� aij ������ A ����	����� �����
Aij = (−1)i+jMij� �
� Mij % ����
������� ������� ���������� �� A 	������	����� i&���
������ � j&���� �������

������� � ��������	
� �������
��� �� ������ ��������
 '�� ����� �	�
������ ������
A ����	�
��	� (������#

detA =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
���

���
� � �

���
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

n∑
j=1

ajkAjk =
n∑

j=1

akjAkj,

�
� k % ����� ����� �� 1 
� n� Ajk % �������������� 
��������� � !������� ajk�

�� ��
���
� �� ������ ��� ������������� ��� ���
� ������� 2 × 2 
 3 × 3 �� ���	�
������
� 	����������		��
 ���
���	
��
�

������ �
 ∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 0 −1 2
0 1 2 0
1 3 −2 0
2 −2 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ =  �����)���� �� �����
���� ������" =

= 2 · (−1)1+4M14 + 0 + 0 + 1 · (−1)4+4M44 = −2

∣∣∣∣∣∣
0 1 2
1 3 −2
2 −2 1

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣
−1 0 −1
0 1 2
1 3 −2

∣∣∣∣∣∣ =
= −2 · (0− 4− 4− 12− 0− 1) + (2 + 0 + 0 + 1 + 6 + 0) = 42 + 9 = 51.

*�� 	�
��� �
����� ������
�	��� �� ��� ������  ������"� ������� ��
��)�� ����+��
��������	� ������

��



������� ��� 	
������ ��	���� 	������������� �	�	�	��� 	 �	�� 	���� �	���� ��	� 	
����
� ��� ���	 	� ������ �	����� � ��	����������� ��������

� ����	���� ��� ���	������� � ����	�	� � ��	��	��� �a1 =

(
a11
a21

)
� �a2 =

(
a12
a22

)
� !��"

��� ����� ��	 ���� 	
	������ �e1 =

(
1

0

)
� �e2 =

(
0

1

)
� �	 �	��	 ������#

�a1 = a11�e1 + a12�e2, �a2 = a21�e1 + a22�e2.

$�	��� ��� (�a1,�a2) ����������	� �
��	��
���		�� ���� �	�	�	� 	� �a1 � �a2 � ��	��
����%�� π� ��	���	��� � �	�	�������	� ��������� &��	��� ��	�	� ���������

'
	����� ������ ����� S{�a1,�a2} 	�������	����( ��	)�� ������	����� ������	�	
� ����	� �a1 � �a2 &�	 ���� ��	)��� �����( �	 ���	� *++� ���� �� (�a1,�a2) 	�������	��
�	�	�������	� � �	 ���	� *−+ ������ '������	� ��	 ���� ����	� �a1 � �a2 �	������� � �	
S{�a1,�a2} = 0� ,��� 	
��	�� ������� S{�a1,�a2} �������� ���	� ���	�������	��� &������	�
��������	��� �� ����	�	� �a1 � �a2� -�	�� �	�	� 	� 	
���� �����()��� ��	������#

�� S{�a1,�a2} ������� �	 �a1 � �a2.

�� S{�a2,�a1} = −S{�a1,�a2}.
�� S{�e1, �e2} = 1�

/�	�	� � ������ ��	���� 	������ � ��	����� ����	�� ��������� ��	)�� ������	����
�� ��	��������� ��	�	� � � �	��# S = |�a1| · h2� ��� h2 0 ��	��1�� ����	� �a2 � �����(�
	��	�	�����( ����	�� �a1� �	��	���� 	���1�� ��	�����	���� 	
���� ��	����	� �����"
�	���� �	 ��	)�� ������ �	 �a2� 2��	����	 ��� �a1�

�	������� ��	������ 3 4 5� �	��� � ������� S{�a1,�a2}� 6�����������	�
S{�a1,�a2} = S{a11�e1 + a21�e2, a12�e1 + a22�e2} = S{a11�e1, a12�e1}+ S{a21�e2, a12�e1}+ S{a11�e1, a22�e2}+

+S{a21�e2, a22�e2} = a11a12S{�e1, �e1}+ a21a12S{�e2, �e1}+ a11a22S{�e1, �e2}+ a21a22S{�e2, �e2} =

0− a21a12S{�e1, �e2}+ a11a22S{�e1, �e2}+ 0 = a11a22 − a12a21.

/����� ��	 	�������	���� ��	)�� ������	����� ������	�	 � ����	� �a1 � �a2� �
�	��	��� �	����� � 	������������ ����1 � �	�������	� �� �		����� ���� ����	�	�#

S{�a1,�a2} = det

(
a11 a21
a12 a22

)
.


� $�	��� ��	��� ����	�	� (�a1,�a2,�a3) � ��������	� ��	�������� ����������	� �
��	���


���		�� ���� �	�	�	� 	� �a1 � �a2 ��	���	��� � �	�	�������	� ��������� ��� �������
� �	�1 ����	� �a3� '
	����� ����� V {�a1,�a2,�a3} 	�������	��� � 	
��� �����������"
�� ������	�	 � ����	� �a1� �a2� �a3 � ��������	� ��	��������� 7	��	 �	����� ��	 	�
	
���� ��	������#

�� ������ �	 ���	�� �� �������	� �a1� �a2� �a3.

�� ������ ��� ��� �������	��� �(
 � ���� �������	�.

�� V {�i,�j,�k} = 1�

��� �i� �j� �k 0 ������� � 
���� �	������� ����� ��	������ �	��� � ������� V {�a1,�a2,�a3}
� �
������� � �	�� ��	 	� � �	��	��� �	����� � 	������������ ����1 A� � �	�	�	� �	
���	�� ����� �		����� ����	�	� �a1� �a2� �a3� 8��	� ��	 V {�a1,�a2,�a3} �= 0 �	�� � �	���	
�	��� �	�� ����	� �a1� �a2� �a3 ���	������ &������	 �������� ��

������ ��������	
� �
	��	�� ��
�
����
 ��� � ������ ��
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• �������� ��	
�
��
���
�� ��� ���	
��	����	�� ������� �� ������������ 	� ��	���
�� ���
�� 
���� � 
������
���	�����
�� �
�� 
� �����	�� ���������� 
����� �
������� ������� ��	� 	�� ! �� �� ������������
���	 	�� �
"� �
�� 
� �����	�� 	�������� 
����� �
������� ������� ��	�#��� 	� $�
�� λ �= 0! �� ��
������������ ��#� ��	�#��
� 	� $�
�� λ�
%� ��� ����
��	��� � ��& ��& 
���� �
������� ������� �� ������������ ��	��� '	�� 	�
����������#	���
(� �
�� ������� 
����#�� �� ���	����& 
����� �
�������! �� �� ������������ ���	 	�� �
)� �*+���,���- ��'��#�	�� �� 
������ ��� 
������� .�� � ��� ������	�� ������� A/

n∑
j=1

ajkAjl =
n∑

j=1

akjAlj = 0, �
�� k �= l.

0� �
�� � ��	�� �' 
���� �
������� ������� �������� ���1� 
����� �
�������! ��	�#�	2
	� 	� $�
�� λ �= 0! �� ������������ ������� 	� �'��	��
��
3� 4����������� ���1�	���	�� �� ���#� ��&	�����1���	�� ��� 	�#	�����1���	��� �������
���	 ����'���	� �����	�� 	� ���1�	���/ detA = a11 . . . ann�
5� 4����������� ����'���	�� ������ ���	 ����'���	� �& �������������/

det(A · B) = detA · detB.

• �����
�
 ��	
�
��
�� ���	�� � ������� �
���� ������ �
������� ������� � ��&	�����1���	��� ���� 6�1�� ������������ �
&��	�� ������� ���	
����������� ����$�		��! 
 �$7��� 
�& �������'��	��/ ��� ����
��	��� 
���� ���	�#�2
�� ������������ 	� (−1)! ��� �	�
�	�� ��8�1� ���++����	�� 
����� ���	�#��� 	� 	�1�
�������������

������ ���

A =

∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 0 −1 2
0 1 2 0
1 3 −2 0
2 −2 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = �
��
� �
���� ���  ��� ��	�� = −

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 3 −2 0
0 1 2 0
−1 0 −1 2
2 −2 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

= � ��� ��	��
 �	�����
� ����  !�� �����
� ����
���� ��� = −

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 3 −2 0
0 1 2 0
0 3 −3 2
0 −8 5 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

=  ��� ��	�� �����
� �	 "�#� � !�� �	�����
� ���
�� "�# = −

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 3 −2 0
0 1 2 0
0 0 −9 2
0 0 21 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

= � !�� ��	��
 �	�����
� ���� ����$
���� ��
7

3
= −

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 3 −2 0
0 1 2 0
0 0 −9 2
0 0 0 17/3

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
= −

(
1 · 1 · (−9) · 17

3

)
= 51.
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� ���������� 	���
�� � �����	 �������
����	 ���������� ������������

���������� 	���
�� � �������	 �������
����	 ���������� ��������������

�� ������ 	
� ��� ������
�� ��
���� ����� ������
������ ���������������� ������
� �
������
����������� ����� ����� �� ��� �
�� !" ����	���� 	
� � ������������ ��
���� �����
���������� ����	�
�� ������
���������� ��
���� � ���������� ������
��� �� ���������� #�$
�����
� ��� ���������� ��
���� ����	�� ������
��������� ��
����� �� ��������� ��
��� 
��
� ����� %��	�
� ��&� ��������� ����������� ������
�� � �������� � ������������ �������$
����� ��
���� �� ������� '�
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�������� ��	
�
��
���
�� ��� ���	
��	����	�� ������� �� ������������ 	� ��	���
�� ���
�� 
���� � 
������ ����
	�����
�� �
�� 
� �����	�� ���������� 
����� �
������� ������� ��	� 	 �!" �� �� ������������ ���
�	 	 �!�
#� �
�� 
� �����	�� 	�������� 
����� �
������� �������  �	�$��� 	� %�
�� λ �= 0" �� �� �����
�������� ��$�  �	�$��
� 	� %�
�� λ�
&� ��� ����
��	��� �!��' � ' 
���� �
������� ������� �� ������������ ��	��� (	�� 	� ����
�������$	���
)� �
�� ������� 
����$�� �� ���	����' 
����� �
�������" �� �� ������������ ���	 	 �!�
*� �+,���-���. ��(��$�	�� �� 
����� ��� 
������ /�� �!��� ������	�� ������� A0

n∑
j=1

ajkAjl =
n∑

j=1

akjAlj = 0, �
�� k �= l.

1� �
�� � ��	�� �( 
���� �
������� ������� �������� �� 2 ! 
���� �
�������"  �	�$�		 !
	� %�
�� λ �= 0" �� ������������ ������� 	� �(��	��
��
3� 4����������� ���2�	���	�� �� ���$� ��'	���� 2���	�� ��� 	�$	���� 2���	��� ������� ���
�	 ����(���	�! �����	�� 	� ���2�	���0 detA = a11 . . . ann�
5� 4����������� ����(���	�� ������ ���	 ����(���	�! �' �������������0

det(A · B) = detA · detB.

�������
������� �������� �� ����(����
� �� �	� ���� �� ��(��� �������� /�� ������ 2×2
�	� �%���	�� 6�2 �	� ���� �������
� 
 ����7�! ��(��$�	�� ������������ �� 
�����8
����� 
��(���� ��� ! 
���� ��� ������� A � ����� 
������ ��� AT �0

|A| = a11M11 − a12M12 + · · ·+ (−1)na1nM1n,
∣∣AT

∣∣ = a11M
T
11 − a12M

T
21 + · · ·+ (−1)na1nM

T
n1.

9��
� %���( MT
i1 ���(	�%�	� ������������ �������" ��� %�		�� �( AT �%�����	��� i��� 
����

�� � ����2� 
������ 9������" %�� ��� ������� �
�� ���
��	����		�� � �������" ��� %�		�� �(
A �%�����	��� ����� 
����� � i�2� 
������� �� ��������$�	�! �	� ���� ��2�� MT

i1 = M1i �

� ����(�	��
�������� �� �%���	� : ��(��$�� ������������ �� ���� 
����� �
����� �" ��� %�� 	����
�������� �� �%���	� �� ��� $� ���%�	��
�������� �� �����
� 	���
���
��		� �( ��������	�� 1� 4����� 	�%��� 	� ����� ����
�
� 
�� ��	� 	�������� ����
��	��� (k1, . . . , kn)� ����	��� ��
���� %�
�� ki � kj  	�� ��� ����
�(���	�� ���� �	���
� i < j� ;�� �(��	��
� %��	�
�� ����
��	���< � 
�� 	�%��� j = i + 1�
=�2�� %��	�
�� ����
��	��� �(��	��
� 	� ����������$	 !0 �
�� kj > ki" �� %�
�� �	��
��
 ���%��
� 	� 1" � �
�� kj < ki" ��  ��	�-��
� 	� 1� 4�7�� 
� %�� 
���� � ��(����		�� � >���
�� ����	��� ��
���� ki � kj 
������ ���0 ����	��� ��
���� ki � ki+1" (���� ki � ki+2 � ���� ��
kj−1 �
�2� � ��� j − i − 1 
��	��� =����� ki � kj 
���� ����� : ����	��� �' ��
����� ? ������
����7�� kj ��� : ����	��� 
 kj−1" ����� 
 kj−2 � ���� �� ki+1 �	�� j − i − 1 
��	��� @��2�"
2(j − i − 1) + 1 
��	� %��	�
��" ����  ���2� %��	�
�� �(��	��
� 	� ����������$	 !� =�����

(���-�� ��������	�� ������������ ��� ������� Ã" ��� %�		�� �( A ����
��	���� i��� � j���

�����

|Ã| =
∑

(k1,k2,...,kn)

(−1)N(k1,...kn)a1 k1 . . . ai−1 ki−1
aj kiai+1 ki+1

. . . aj−1 kj−1
ai kjaj+1 kj+1

. . . ankn .

=�����  ��$��� ����(���	�� ����
���� ��
���� �	�$����� ajki � aikj ��� ���2� 	�%�2� 	�
�(��	��
��� =����� (���	�� ����
��	�� (k1, . . . , kn) 	� (k′

1, . . . , k
′
n)" 2�� 
� k′

l = kl ����� k′
j

�5



� k′
i� ��� ����	
� k′

i = kj� � k′
j = ki ��� ������ �������� ��	���������� ��� �
 ��������� ����

������ ���� ��	�� �	������������� ����	� �������� ��� (k′
1, . . . , k

′
n) �	������� ��� �������
�

��	���������� ���� �
 ��������

−
∑

(k′1,k
′
2,...,k

′
n)

(−1)N(k′1,...k
′
n)a1 k′1 . . . ank′n = −|A|.

��� ������	
���	� ����	� �� �������� ��� ��� 	���
� ��	��� �������� � ���� ���	��
�
������ �� ����������� � �	��� ���	��
� �� ��� ���� !�� ��	��������� ������ ����� ���� ������
�
�� �
�������" detA = − detA� #������ detA = 0�
����	� ��� $������ ���	�%� A � ������� l&�' ��	��� �� k&�' �	� ���� k&�' ��	��� ��
������ �� l&�'� � ��������� ���� � ��� �
���� ( ��������� ���	�%
 ��� ��������
� ��	����
���� �� ��	��������� ����� )��� �� �
 ��������� ���� ��	��������� 	���������� �� l&� ��	����

�� �������
n∑

j=1

akjAlj�

�����
� ����	� ��� *���� �
 � i&�' ��	��� ���	�%
 �������� ����� i&� � j&� ��	���

������� ���	�%
� ���� ãik = aik + ajk� *�������� det Ã 	���������� �� i&� ��	���

|Ã| =
n∑

k=1

ãikÃik.

+� �	���� �������
 ���	�%
 �� ��������� ���� Ãik = Aik� ����

|Ã| =
n∑

k=1

(aik + ajk)Aik =
n∑

k=1

aikAik +
n∑

k=1

ajkAik.

*�	��� ����� 	���� detA� � ���	�� 	���� ���' �� ��� ���� ,��
�����
� ����	� �� ��� ��	����	�������� ���	�%
� #������� ��� � ����� �� ��	�������� -
�������
� ����� �
�� ������ ���� ��������� . ��� ����	�� �������� �	�������� ��	���������
(1, 2, . . . , n)� /� ����������� ankn = 0� ���� kn < n ��0� ���	�%� ��	����	����������� #������
�	�������� �	������� ��� kn = n� /����� an−1 kn−1 = 0� ���� kn−1 < n − 1� ���� ���� kn−1 = n − 1�
���� kn−1 = n� *������� ����� ���������� ����� n � ��	��������� ��� ����� �� ���������
������ � �����	��� �
�� �� ������� #������ kn−1 = n−1� *	������� 	����������� �������� ���
ki = i ��� ���� i� *�	��������� (1, 2, . . . , n) �� ����� ����	�� � ���� detA = a11 . . . ann�
�����
� ����	� ��� /�� ���	�%
 M � ������'1� ��	���� ��������	���� �	���	�������'�
����� detM = −1 ��� ����������� �� i � j� ��0� �
 i �= j� . �	���	��� ��� ����� /�� ���	�2
%
 M ���	��� �	���	�������� detM = λ ���������� /�� ���	�%
 M �	������ �	���	��������
detM = 1 ����� �	���	����� . �	���	��� ������ 3
 ��� ��������� ��� �	�������� ��������	2
���� �	���	�������� � ���	�%� A �	������ � ���	�%� MA� ��� M . ���	�%� �����������'1���
��������	���� �	���	��������� *	������ ��� ���� 4�� !� � -�� ��������� ��� ��� ������� �� �	��
�	���	������� det(MA) = detM · detA� *���� ����	� ��� ���
 ��� �	��������
� ����	���
�
���	�%
 A � B ����������� 	����	�� *	������ ����� 5������ �
 ����� �	������ ���	�%� A �
��	����	���������� ����� ����� A = M1 . . .MN Ã� ��� Mj . ���	�%
 ��������	�
� �	���	�����2

�� � ����	
� �	��������� � ������ 5������ � Ã ��	����	��������� *� ������������

detA = |M1| · |M2| . . . |MN | · |Ã|.
)��� Ã ����	��� �����
� ��	���� �� �� ��	��������� 	���� ���' ������������ ����� detA ����
������ �� $ ���� ������ �����

A · B = M1 . . .MN · Ã · B, det(A · B) = |M1| · |M2| . . . |MN | · |Ã ·B|.
+�� ��������� ���	�%� Ã · B ����� �����
� ��	���� ���� �� ��	��������� 	���� ���' � 	��������
|AB| = |A| · |B| �
����������
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����� ����	 Ã 
�������
�� �����
�� ����� ������ � �����
� ������ � ����� �����
����

�� �����������
���� ����� ������ A �������	 ���
��
� �������� !�"�� A = M1 . . .MN ′ �

|A| = |M1| · · · · · |MN ′ |� #� ��"��

A · B = M1 . . .MN ′ · B, det(A · B) = |M1| · |M2| . . . |MN ′ | · |B| = |A| · |B|.

$%



������ �

� ����� ��	
��	

����������� 		
 ������� ��	�
	�� ���	�	�
 	��������� �������	�
� ����  	�� �������

�� ���� �� ��	� ����	��� ������� 	��������� ��������		�
� ���� �� ����	�� �������� �

���	����		��

���� �����	��� 
������ ������ �����
 	������� �	����������� ��������� ���� 
� ���
���
�����	� 
���� ������� �������
�
�� � 
�����
 ��
���  � ��������� �� �����	����
�!���	���	��" ������	����� ��!�#��	���
 �����
 �� ��$%%�#������ �����
��
&���
���
 �����	� �����
� �� ���� �������� � ���
� ����������
�'{

a11x1 + a12x2 = b1,

a21x1 + a22x2 = b2.

�����	�
 ��!�
�����	���� �!���	���	�'

Δ =

∣∣∣∣a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣ = a11a22 − a12a21,

Δ1 =

∣∣∣∣b1 a12
b2 a22

∣∣∣∣ = b1a22 − a12b2, Δ2 =

∣∣∣∣a11 b1
a21 b2

∣∣∣∣ = b2a11 − b1a21.

���
���� �	���()�� �	����'

*+

{
Δ = 0,

(Δ1)
2 + (Δ2)

2 �= 0
=⇒ ������� 	��������	� ,������ ���+"

-+

{
Δ = 0,

Δ1 = Δ2 = 0
=⇒ �����
� 	��� 	��������	� ,������ ���+" 	��� 	� ��������	� ,������

���������� 
����+"

.+ Δ �= 0 =⇒ �����
� �������	� � �
��� ������������ ������'

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
x1 =

Δ1

Δ
,

x2 =
Δ2

Δ
.

�������������
 ����� �����	� Δ �= 0� /
����
 !���� �������� �� a22 � �����
 �����"
�
�������� �� a12' !�	���
 Δ · x1 = Δ1� ��	� �� !���� �������� �
������ �� a21 � �������
�����" �
�������� �� a11" �� !�	���
 −Δ · x2 = −Δ2�
����� ��!�� Δ = 0� ������� ��������" !���
 � �������� 0 · x1 = Δ1 � 0 · x2 = Δ2� 0�����"

��	���� �� ��	� 	(���� �� Δ1 �	� Δ2 ����� � !��������( ,������ � �����
� ���+�
1	���� Δ = Δ1 = Δ2 = 0 ������� ��
� ,!������� !�
� �����
������ �����
�" !�
�

���!���	����� �����
� � ����
����" !���
� �!���	����� ����� �����
� ���� �� 
����+�
2��	������� ���������� 
���� !�
����� � �����
�
 	(���� ��
�� n× n⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn = b1,

a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn = b2,
���

���
���

���
���

an1x1 + an2x2 + . . . + annxn = bn.

,-+

--



������ ��� ���������	�
���� �� �
���� �
�	��� ������� 3× 3⎧⎪⎨⎪⎩
x1 + 2x2 + x3 = 1,

−x1 + x2 + 2x3 = −1,

2x1 − x2 + x3 = 0.

Δ =

∣∣∣∣∣∣
1 2 1
−1 1 2
2 −1 1

∣∣∣∣∣∣ = 1 + 1 + 8− 2 + 2 + 2 = 12, Δ1 =

∣∣∣∣∣∣
1 2 1
−1 1 2
0 −1 1

∣∣∣∣∣∣ = 1 + 1 + 0− 0 + 2 + 2 = 6,

Δ2 =

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
−1 −1 2
2 0 1

∣∣∣∣∣∣ = −1 + 0 + 4 + 2− 0 + 1 = 6, Δ3 =

∣∣∣∣∣∣
1 2 1
−1 1 −1
2 −1 0

∣∣∣∣∣∣ = 0 + 1− 4− 2− 1− 0 = −6,

�������	������

x1 =
Δ1

Δ
=

6

12
=

1

2
x2 =

Δ2

Δ
=

6

12
=

1

2
x3 =

Δ3

Δ
=

−6

12
= −1

2
.

	�
���� � �������� 	�
���
�� ���
 Δ = detA �= 0 	� �
�	��� �� 
���	 ��
��	������

�����
� xi =
Δi

Δ
��� Δi � ������
	��� ��	�
�� Ai� ��������� 
� ��	�
�� A ���	�������

����	� i−�� �	����� �	����� ����� ���	�� �
�	����

� �������� 	���
��

����� A � ��
��
��
� �
����
 n× n�

���������� ��� ��	�
�� A−1 �������	� ����	��� � ��	�
�� A� ���


A · A−1 = A−1 · A = E,

��� ! � ��
�
��� ��	�
���

�
������ ��� ��������� ������������ ������������ �
���� �
��� ����������� ����������!
��"� 
 ������������ ��������" �
����� �
��� #� �� ����"����� ��	�
�� �� 
���	 ����	����
$�
�� �� %� ����� ������������� ������� ������&���"

1 = detE = det(A · A−1) = detA · detA−1 = 0 · detA−1 = 0.

'
 �
��� ����� ����� � �%�
���� ��������" �%�
������� �
������( ������	�� ��	�
�� A

���	 ����	��# 	���� 
 	����� 	����� ����� detA �= 0�

�
�
�� ���
������ 
�����
� ��������

�� ) ����*� �
����� 
�+�%�
������, ���������"(

A−1 =
1

detA
AT , +�� A =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
A11 A12 . . . A1n

A21 A22 . . . A2n

���
��� . . .

���
An1 An2 . . . Ann

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

+�� Aij � 
�+�%�
������� ���������� � -������� aij �
����� A�

.



�� ���������	 	�
��� A � ����	 �������� 	�
���� �������� �� ���
�������� ���
��� ���
���� �
�	 ���	��
����� ���� ���������� �������	 	�
��� A � ���������� 
�!�� 	�
����
������  ��
 ����
��� � ��
��� � 	�
���� A� "� ��
� ��#����  ��
 �	�
� �����$�� ���

(A|E) → . . . → (E|A−1).

������ �	
 ����� A =

(
1 2
3 4

)
� ��	
�� ������� ��������

�������� ���
�������� detA = 1 · 4− 2 · 3 = −2. ������ ��	
�� ������������� 
�������

A11 = (−1)1+1 det(4) = 4, A12 = (−1)1+2 det(3) = −3, A21 = −2, A22 = 1.

��
� A =

(
4 −3
−2 1

)
, ������������ A � ���
�� A−1 =

1

(−2)

(
4 −2
−3 1

)
=

(−2 1
3/2 −1/2

)
.

������ ��
 �������� ������� �� ���� 3× 3

B =

⎛⎝ 1 0 1
−1 1 1
1 0 2

⎞⎠ .

��	
�� ���
�������� detB = 2 + 0 + 0− (1 + 0 + 0) = 1 � �������������� 
�������

B11 = (−1)1+1

∣∣∣∣1 1
0 2

∣∣∣∣ = 2 B12 = (−1)1+2

∣∣∣∣−1 1
1 2

∣∣∣∣ = 3 B13 = (−1)1+3

∣∣∣∣−1 1
1 0

∣∣∣∣ = −1

B21 = (−1)2+1

∣∣∣∣0 1
0 2

∣∣∣∣ = 0 B22 = (−1)2+2

∣∣∣∣1 1
1 2

∣∣∣∣ = 1 B23 = (−1)2+3

∣∣∣∣1 0
1 0

∣∣∣∣ = 0

B31 = (−1)3+1

∣∣∣∣0 1
1 1

∣∣∣∣ = −1 B32 = (−1)3+2

∣∣∣∣ 1 1
−1 1

∣∣∣∣ = −2 B33 = (−1)3+3

∣∣∣∣ 1 0
−1 1

∣∣∣∣ = 1

��
� ������� �������������� 
������	 � ������� ������� ��!�� ��!����!���

B =

⎛⎝ 2 3 −1
0 1 0
−1 −2 1

⎞⎠ , B−1 = BT =

⎛⎝ 2 0 −1
3 1 −2
−1 0 1

⎞⎠ .

������ ��
 ��	
"� �������# ������� ������� � ���
�
�$�� �������# ���"� %��������&
��� ������ !���	 '���
� (�����)�⎛⎝ 1 0 1

−1 1 1
1 0 2

∣∣∣∣∣∣
1 0 0
0 1 0
0 0 1

⎞⎠ →
⎛⎝1 0 1
0 1 2
0 0 1

∣∣∣∣∣∣
1 0 0
1 1 0
−1 0 1

⎞⎠ →
⎛⎝1 0 0
0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣
2 0 −1
3 1 −2
−1 0 1

⎞⎠ .

��
� B−1 =

⎛⎝ 2 0 −1
3 1 −2
−1 0 1

⎞⎠ .

������ 	 %�$��
������� � �����
������
� � ��
��� 	�
����&
 *��� A !��+
���# � ����&
�	 A−1 �� ��$���!���� *��� ������� A ��!��+
���# � � ��� ��$���!���# ������ �
��&
��!�����# ������� ��������

�������� �������� �������

• E−1 = E %��������&'

()



• (A−1)−1 = A �������� �	 
�����������

• (AT )−1 = (A−1)T � �����������
�

AT · (A−1)T = (A−1 · A)T = E, (A−1)T · AT = (A · A−1)T = E.

• (A · B)−1 = B−1A−1� �����������
�

(AB) · (B−1A−1) = A(BB−1)A−1 = AA−1 = E; (B−1A−1) · (AB) = B−1(A−1A)B = B−1B = E.

• det(A−1) =
1

detA
�������� �	 �
�
� ��
 
����������� ��
�	������ ���� ��
�	������ 
����

���������� �
 ���� detA · det(A−1) = detE = 1��

� �������	
 �����
��

� �
�
��� 
����
� ����� ! �
"
 ��#��� �$%& �������! ����!' �����������(�' ������
���� )���� ��� �$%& ���� �*� � (������
� ����� �� A� +������� ��
 ��
�� 
�
	�����

A =

⎛⎜⎜⎜⎝
a11 a12 ... a1n
a21 a22 ... a2n
���

���
� � �

���
an1 an2 ... ann

⎞⎟⎟⎟⎠ , �x =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
x1

x2

x3
���
xn

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , �b =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
b1
b2
b3
���
bn

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
�� �
"
 	������� � ���� A · �x = �b� )����
�
"��� ��
 ����� � A ��!�
"���� ,
���

�x = A−1 ·�b − �������
� ��#��� ������!�

-��� "� ����� � A �!�
"���� �
 �� 
����������� ���� ���� ����
������
� �$%& ���
 ��
��
������ ���
 � 
��������� . /�
� ������ ���
� 
����!' ����� � �
�'
��� � ������� ������
��� ���
� 0������

1����
���� ������� (
��� ��	������ ����� � � ������� � �������� ��(�
�2��
�� 
�� �
����� ����
� ��	���� )���� ��
 �������(

1 2
3 4

)
X =

(
5 6
7 8

)
; X ∈ R2×2.

������ �� +���#�� ��
 � ���� AX = B� �
�
"�� 
�� ����� ������� � A−13

A−1AX = A−1B, X = A−1B

4������� ���� 
������ ����� � A−1 � �����
"���3

A−1 =

(−2 1
1, 5 −0, 5

)
, X =

(−2 1
1, 5 −0, 5

)
·
(
5 6
7 8

)
=

(−3 −4
4 5

)
.

)��������3 � ������ ������� XA = B �
�
"��� � 
������ ����� � A−1 �!������
 �!
��(3

XAA−1 = BA−1, X = BA−1.

-��� ����� � A 5 ��!�
"����� �
 �	 ��
���! 
 �������
���� � �������
��� 
����
�
����� ! ���	� ������� ��
���� 
 �������
���� � �������
��� ��#��� ������!' �������
���� AX = B � XA = B�

*6



������ �� ������� ���	
����� ��� ������ X 
 
���

(
a b
c d

)
.

����� (
1 2
3 4

)(
a b
c d

)
=

(
a+ 2c b+ 2d
3a+ 4c 3b+ 4d

)
=

(
5 6
7 8

)
.⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

a+ 2c = 5

b+ 2d = 6

3a+ 4c = 7

3b+ 4d = 8

⇒

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
a = −3

b = −4

c = 4

d = 5

⇒ X =

(−3 −4
4 5

)

����������� ���� ������� � � � 
����������� �� ����� ������  �� ��������� ��
����� �
����!�� �����"� # $�����" % �� ���&����'( )�
�� "��� $���� �� "���' �� ������
�����(

�	
��	 �� (
1 2
2 4

)
·X =

(
1 0
2 0

)
� X =

(
a b
c d

)
(
1 2
2 4

)
·
(
a b
c d

)
=

(
1 0
2 0

)
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
a+ 2c = 1

b+ 2d = 0

2a+ 4c = 2

2b+ 4d = 0

⇒
{
a = 1− 2c

b = −2d, ��� c � d � ��	�
�	�����

� ������ *���� ������� A + 
���������,� � ������� B + ���� ��������� ��
����� A ·X = B
�� ����� ������- 
 ��� �����
�����
��� ��
����
� 0 = detA · detX = detB �= 0( � ����� ���
*���� ������� A + ��
���������,� � ������� B + 
���������,� ������� ����� X = A−1 · B(
����� ��* �� ����� ������ � ��������� ��
����, 
����

A ·X · B = C, ⇒ X = A−1 · C · B−1.

.
�������� ��������� ��
����,� �������� X2 = A� ����	�� ������� � ���"�� ����������
��	��
���(

�	
��	 �� ������� ��	������� ��������� X2 =

(
1 0
0 1

)
� ����	 ������ ��	 ��	�� 	��������

������� X =

(±1 0
0 ±1

)
��������� ����� ��� � ������ X =

(
0 ±1
±1 0

)
.

#/



������ � ���	�� 


������� � �������� 	�
���
�� ���� Δ = detA �= 0 �� ������	 �� ����� �
����������

������ xi =
Δi

Δ
�
� Δi � ���
������� �	���� Ai� ���������� �� �	���� A ��
��	������

������ i−�� ������	 ������	 �	��� �	���� ��������
	�
����������� ��� ����� �������
���� ������
���
��� ������� �� � �
����
� A � Ai ���
���������� ���������� ��������������� �������
���� ������
���
��� ������  �����
���!��" ���

��#����
Δi

Δ
��� ���� �� ���$���$ ���� ������ �������
���� ������
���
��� ��
 �����������$

���$�� ��
�" ��� ������ % ��
 ����&
���$ �
 λ" ��� ����!�� % ��
 �� ���$���$�� ��������
�
����� A �������
����� ������
���
��$�� � �����'���� ����� (�� �����&��) ������!�� �����
�������! �
����� �� �
��� ����" �� �
����
 ������&���
� *�+�
 ����� ���������$ �� � �������
'
���� ���� ����'
�� ������� ����+��!��� �
����� � ���������� �������
�� �
 ��
+��
���
*����! ���
���� ����� �����
 ,
���
 �������� �� � �����'��-� ����! b̃1" b̃2" ��� " b̃n % ��
���
'
��� ������� ����� ���������$" ��+�
 ������
" �'������" ����� ��#���� xi = b̃i� i = 1, 2, . . . , n�

 ���+�- �������" � ����������- ������� Δ̃ = 1" Δ̃i = b̃i" ������
���!��"

xi = b̃i =
Δ̃i

Δ̃
=

Δi

Δ
.

������� � ����������
��� � �������������! ���
���- �
������� ���� A ����
��	� �� ��	��
��� A−1 �� �� �������� ���� �	���	 A ������
��	� �� � ��� �� �������� ����� �
���

������	!� ��	��	! �	���	�

	�
����������� ������ �����&����� �&� ���
�
�� ���� ����� �������� ����! �����! A �����
��&���
" ���� detA �= 0�  ���
��� �
����� �� 
�+���
�'����� ���������-

A =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
A11 A12 . . . A1n

A21 A22 . . . A2n

���
��� . . .

���
An1 An2 . . . Ann

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

.���&
$ A �
 AT " ����'��

A · AT = (bij), +�� bij =
n∑

k=1

aikAjk =

{
detA, i = j,

0 i �= j.

/���! ������ �
������� ���! ������
 0 � �
���&���� �����������$ �� ������" 
 ������ �
�������
���'���" n − 1 �
�������� ���! ���-���� 1� �����������$ % 2�
�!#����3 �
���&���� �� �������

/�
'��"
1

detA
AAT = E�

�������&
$ �
����� � ���
���� ���$���" ����'��

AT · A = (cij), +�� cij =
n∑

k=1

Akiakj =

{
detA, i = j,

0 i �= j

% �
���&���� �� ������� � 2�
�!#����3 �
���&���� �� ��������
4��
&�� �������������!� ����! A−1 = A1 � A−1 = A2" ��+�


A1 = A1 · E = A1 · (A · A−1) = (A1 · A) · A−1 = (A1 · A) · A2 = (A−1 · A) · A2 = E · A2 = A2.
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������ �

� ������� 	�
��
�� ���
�
��

��������� 	���
������ ������� �������� �������������� ���������� ��������� �
 m �������
��� � n ���
��������� �������� �� ��� ������� �����!� � ���	�������� ����� "��
����� ����

r ����� ��������� ����� #���	����$ �����!� �������� � ����
 r̃ % ����� ��������� ����� ����
 ������� �����!�� "�������� ��� ��
��&�� ��� �����!��' r̃ = r ��� r̃ = r+1� (���� ��
��&��
��������� ��� 	���!�	����� ��
��� �������
)$ r̃ = r + 1� *���� ������� �����&�� ��������� ���� 0 · x1 + 0 · x2 + . . . + 0 · xn = b� ��� b �= 0�
������������� �������� �������������
+$ r̃ = r = n� , -��� ������ 	���� ������������ ������� ��������� 	������� ������� �
 n �����
����� � n ���
��������� .����!� 	��������� ������� �������� ����������� ���	������� � ��
�����&�� ������� ������ /������������ �� �� ��������� ��� ������� -��������� 0������ �������
����� ��� ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

a11x1 + a12x2 + . . .+ a1n−1xn−1 + a1nxn = b1,

a22x2 + . . .+ a2n−1xn−1 + a2nxn = b2,

. . . . . . . . . . . . . . .

annxn = bn,

	����� ajj �= 0� j = 1, 2, . . . , n� *���� �
 	��������� ��������� ��&�� ����
����� ����
�� xn�
	�������� 	��������� 
������� � 	���	�������� ���������� 	���� ���� ����
����� ����� xn−1� �
��� ������ ��������� ��� ������� ����� ������������ �� �����
1$ r̃ = r < n� ���� � -��� ������ j1� j2� ��� � jr % ������ ������� ��-22�!������ ���������
��������� �������� ���������� xj1 � xj2 � ��� xjr ��
���� �������� #	�
������$� � �������� %
���	������ "������� ��� ������� ��������� � 	�������� ��������� �� ���������� 	���������
�� � 	����� ����� ������� ���������� ������� ����������� ������� ���
�������� ��������
� ��� �����&������ ����������� �����&������ 	����� +� ������ ����&���� ������� ���
�����
��� ����
 ���������� 3�� ����&���� ��
����� �	��� �������� �������� ,�� �� ���� �������
	��������� �
 ������ 	����������� ������ ��������� ���
������� �����4�� ���������� 
�����
���� �������� -�� 
������� ����� ��������� 	���
������ �� ������� ����� ���������� �����
�� �����
/���� �� �
����� ��� ����� r ��� ���� �����!� ������� A� � ����� r̃ % ���� ��� �������

�����!� ������� (A|b)�
������ ��� ����� ������� �������� ���������⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

x1 + 2x2 + x3 = 2,

x1 + 3x2 + 2x3 − x4 = 4,

2x1 + x2 − x3 + 3x4 = −2,

x1 − x3 + 2x4 = −2.

������� ����������� ������� ������� � ������� �� � ������������ ����⎛⎜⎜⎝
1 2 1 0
1 3 2 −1
2 1 −1 3
1 0 −1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣
2
4
−2
−2

⎞⎟⎟⎠ −→

⎛⎜⎜⎝
1 2 1 0
0 1 1 −1
0 −3 −3 3
0 −2 −2 2

∣∣∣∣∣∣∣∣
2
2
−6
−4

⎞⎟⎟⎠ −→

⎛⎜⎜⎝
1 2 1 0
0 1 1 −1
0 0 0 0
0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
2
2
0
0

⎞⎟⎟⎠ .

��������� ��� r̃ = r = 2 < 4 = n� ��������� ��� ������� ���������� �� �� ���������! "�
 ���
� �������� 	�
����� ���������� x1 � x2 #������ $������� � ������ ��� �������%& x3 � x4 '

+5



��������� 	�
�������� �
�	���� ������� � ����

{
x1 + 2x2 = 2− x3,

x2 = 2− x3 + x4.
�������� ��� �����


������ ������� ����� ���� x1 = −2 + x3 − 2x4� x2 = 2− x3 + x4� ��� x3 � x4 	
����������

����������� 	
� ������� �������� �����
�������� �
������� ���������� ����
������ ���� �
	
���� �� ����� ����� �����  ���� ������� ���������� ������
������

������ ������� ������� �������� ��������

• ���������� �	�
��� ����� ����
�� �����
���� ��������� 	���
 
�����
���� ������ ���
���	� ���� ������
 �
�����������

• ���	 �x 	 �y ����
�� �����	��	 ���������� �	�
���� 
� �� �� 	! �	������ ��� 	��"	�
α�x+ β�y 
���� ����
�� �����	�� #
�� �	�
����

• ���	 ���������� �	�
��� � m ��	���
���	 ������	
 n ������	�� ��	$�� m > n� 
� ���
	���
 ��
�		������ �����	� ��$�	���� 
��� ����� ��	����	� � �
����$�
��� 	�� ����
��
�� ����� ����������� ��
���� ����� ����� ��
� ��������	��

• ���	 �x 	 �y % �����	� ������������ �	�
��� A�x = �b� 
� ������
� �x−�y % �����	� ����������
�	�
��� � 
�� �� ��
�	"�� A�

• ���	 ������� ���� ��
� �����&
� �����	� �x����� ������������ �	�
��� A�x = �b �$��
���
�����	�� 	 	���
�� � '�� �����	� ���������� �	�
��� �xo� 
� � '�� �����	� ������������
�	�
��� 	���
 	� �x����� + �xo

� ���� ����	
� 	 �	����� ���	�	�����

����������� 	�� ���� X1, X2, . . . , Xn ! ��
��� ������
�� ���
�"� X = (xij)� i = 1, . . . , n�
j = 1, . . . , m�  � �������� �������"��� � ��#$$�"������� %�������& c1, c2, . . . , cn ����������
����� %��
��� ����� m&

n∑
k=1

ckXk =
(∑n

k=1 ckxk1

∑n
k=1 ckxk2 . . .

∑n
k=1 ckxkm

)
.

'������� �������"�� ���������� �
���������� ���� ��� ��#$$�"����� ck = 0� k = 1, 2, . . . , n�

����������� 	�� ��
��� ���
�"� ������(��� ������� ����������� ���� ���������� ��
���
��������� �������� �������"��� 
����� ���(�

������ �	� )������
�� ���
�"�

A =

⎛⎝1 3 4
2 5 1
1 2 −3.

⎞⎠
*��������

X1 =
(
1 3 4

)
, X2 =

(
2 5 1

)
, X3 =

(
1 2 −3

)
.

'���� ��������� ��� X1 −X2 +X3 =
(
0 0 0

)
� �������������� ��
��� ���
�"� A ����(���

������� ����������� ���� ���������� �� ���
��������� �������� �������"��� 
����� ���(�

(�����	$��� ���������	� �	������ ��	�	���
	 ����� ��
� ��� �
�� "� ��
�	"��

����������� 	�� )����� ���
�"� ���������� ����������� �����+��� ���������� �� �������
����������� ��
��� *����������� rangA ��� rgA ��� rkA�

)*



������ ��� � ������� �	 
��������� 
������ rangA = 2� �������������� ��� ������

������� ������� 	�������� ���� rangA < 3� � ����� �������� ������ X1 � X2 ������� ��	��

������� �������������� ���� �� �������� �� ������� ���������� � �� !!��������� c1 � c2

� 
������"�� �� � ���� �� 
��#�� ������

⎧⎪⎨⎪⎩
c1 + 2c2 = 0,

3c1 + 5c2 = 0,

4c1 + c2 = 0.

$�#���" �	 ������� �������"

�������� 
������ 
��#�� −c2 = 0� %�������"" � 
������ 
��#�� c1 = c2 = 0�

�	
��	� ����� �������

�� ��� n×m ������� rang ≤ n �	
����	��

�� ���� ����� ������� A ����� r � 	������ � ��� ����� ����	���	 ���	� �k ������ �	 � �	�

��
���	� ������� Ã ���� �����
�� �� � r ��	�� ��� 	�������� ���	�� ���� ��������
�	�!������ ���	� ������� A� � r + k ��	�� ��� 	�������� ���	�� ������	 ����������
�� � �	!	� � ������	 ���������� �	 ���	���� ������� A��

�� "��� ������
��	� ������� ����� 
���� �� ��������# ���	��

������	
��	��� $���� ������� ����� ������ n×m� � r % 
���	 �� ��������# ���	�&

A =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 . . . 0 a1 j1 . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 . . . 0 0 . . . 0 a2 j2 . . . . . . . . .
��� . . .

���
���

���
���

���
��� ar jr . . .

0 . . . 0 0 . . . 0 . . . . . . 0 . . .
��� . . .

���
��� . . .

��� . . . . . .
��� . . .

0 . . . 0 0 . . . 0 . . . . . . 0 . . .

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, �'�

�� 1 ≤ j1 < j2 < . . . < jr� ak jk �= 0� k = 1, 2, . . . , r� (������� 
�	 ������ r ���	� �������
������	 ����������� )�����������	� ���� �� �	������ �# �������� �	�!������ � �	*+�
+��������� c1, . . . , cr� �	 �	��
�� ���	��� j1,�� *������ �	�	�	� ����� c1a1j1 � "�������	 ��	
���� ���
�� c1 = 0� -����� �	��	���� �� *������ � �	���	� j2� .� ����� c1a1j2+c2a2j2 = c2a2j2 �
/�	�� ��������	 ���� ��� c2 = 0� $�		� �� ��	����� �	��
�� c1 = c2 = · · · = cr = 0� (���

��� �� ��0������� �����������	� ������	� �	�!������ �����# r ���	� �������� ��0��
������� ���	��� (��
��� rangA ≥ r� 1 ���	� ��	�	��� ��� �� ��!���� r′ > r ���	�� ����
��!�����# 	�� ���� ������� ���	��� /��� �������� �	�!������ � ��!	�	� �	*++������	�
2��� ����� � � *�	� ���	�� % ������3� �	��
�� ������� ���	��� (��
��� ��!������ ���	��
������	 ��������� 1��	�������	� rangA �� �	 �� !��� ������� r′ > r�

�� "��� �� �������� ��� *����������# ���	!���	�����# ���	��

����
� ��� ���������� �����	
 A�

A =

⎛⎜⎜⎝
3 −2 1 4
2 −5 3 2
4 1 −1 6
0 11 −7 2

⎞⎟⎟⎠ →

⎛⎜⎜⎝
3 −2 1 4
0 11 −7 2
4 1 −1 6
2 −5 3 2

⎞⎟⎟⎠ →

⎛⎜⎜⎝
3 −2 1 4
0 11 −7 2
12 3 −3 18
6 −15 9 6

⎞⎟⎟⎠ →

→

⎛⎜⎜⎝
3 −2 1 4
0 11 −7 2
0 11 −7 2
0 −11 7 −2

⎞⎟⎟⎠ →

⎛⎜⎜⎝
3 −2 1 4
0 11 −7 2
0 0 0 0
0 0 0 0

⎞⎟⎟⎠ .

��
��� �����	
 ��
��������� ���� � ��
�� ���
����� ��������� �� ���� rangA = 2�

'4



������� �� ���� �����	
 ����� ���������� ���������� ��������� �� ������� �������
���
� �����	���

	
 ��� n×m �����	
 rang ≤ min{n,m} ������ �� ����
��

�
 ���� �����	
 � ������ ��� ��������������� ������ �� ����
��

�
 ���� ���������� �����	
 n× n ���� n � �������� ������ ����� �����	� ��
������ ����
��� ������� ����������� ������������ ������ �����	� � ����������� ����� �

����� ��� ����� �����	� ��
������ � �������� ������ ����� � �� �� ����
 ������ ���
r = n�

�
 ���� ���������� rang (AB) ≤ rangA � rang (AB) ≤ rangB ��
 ������� �������������
!���� "���� �� ����� ������� ���#�
 ����$%�� ��������


 ���� ����
 �����	 � ����� ���� ����
 ������&

rang (A+B) � rangA+ rangB.

��������������� '#������� C = A + B� (������� �����	� D� �������� � �����	 C ������
�����	� A� � ���� ) �����	� B&

D = (C|A|B).

*�������� ���� �����	
 ���� ������������� ���������  ������ ��������
 ����#	��
������ +�� �� rangC ≤ rangD� ���� ��������� ����
� ����#	 �����	
 C ��� �������
���#���	�� �� ������ ������ ����������$%� ����#	�� �����	 A � B� �� rangD = rang (A|B)�
,� �������� -� rang (A|B) ≤ rangA+ rangB� ������������ rangC ≤ rangD ≤ rangA+ rangB�
.�������� ��� ������� ������� r �����	
 A ���
����� ��������� ���������� �����	

������ r × r� ��������� �� A �
��������� ������
 ����� �/��� ������
 ����#	���

����������� ��� ����� r−�� ������ �����	
 A ���
������ ������
�� ���� �� ������� ��
����� � ��� �����
 ������ r + 1  ��� �����	
 ���� �� ���������
� ���� ����
 ���!�

������� �� ���� �����	
 ����� ������ �� ��������� ������

������ ��� ���������� �����	�

A =

⎛⎝1 2 0 1
2 −1 1 0
0 5 −1 6

⎞⎠
"�������� ��� � ��� ���� �������
� �����
 ������ 1� ���������� ����� ������ 2� ����#��
� ����� ������� ���� $���� ����� ���
������ �����
�%&∣∣∣∣1 2

2 −1

∣∣∣∣ = −1− 4 = −5 �= 0.

�
 ��'�� ��������� ����� ������ 2� ������� rangA ≥ 2� (��������  ����� ����������
������ ������ 3� )��� ��� �����
 �������� ������ ������� ����
 ���!� �� ����� �����
������� �
���� ��� rangA = 2� *���� rangA = 3 $������� �����	� ����� ����� ��� �����%�∣∣∣∣∣∣

1 2 0
2 −1 1
0 5 −1

∣∣∣∣∣∣ = 1− 5 + 4 = 0,

∣∣∣∣∣∣
1 2 1
2 −1 0
0 5 6

∣∣∣∣∣∣ = −6 + 10− 8 = −4.

+������ rangA = 3�

0����� � ������ ��1� ��	��� .�1� ���������� ���� ����� �"������ ����$%�
�������� �������

������� � �2����� ) 2������� ,������ ������
� ������������� ��������� ��������� ���
��� � ����� ������ ���� ���� �����	
 �� � --�	������ ����� ����� ���'������� �����	
�
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• ���� �� ������	� 
�� ����������� 
�������������� 	�����
���������	
���� �������� ��� ������ �� ���� ����������� 
������������� �
������� ��	����
	������� �������� 	����� �� ��������� ��  �!����� 
�������� � ����� 	����� �����"� ����#
�����" �� ��  �!����$ ��������� 
����� �������� ������	� ����� ����������� 
����������#
���� ������� ��	������� 
��������� ��� 
�� ������ 
������������� ���� �����!� �� �����	����
% ����&�� 
������������� �	
��� ������� ��� �� ����� � �� ��������
'���� 
�	�� rangA = r� ���� � �����!� ��(��	� r ������� ������	���� 	���� Xi1 , . . . , Xir ����

������	��� ������� �� 	����	����$� )�� ��� ��	�� r ����	������ ���������� ���� ���������� �
	����	��� �"��� ������ 	����� Xj �������� ������������� �������� ����	���	�� % ����������#
��� �������� �������!�� 	 ������� 	������ )����� � ��� �������� �������!�� ��  �!����

�� Xj ��������� ������ ���� �� �������� ����	���	�� � 	����	��� ��� Xj� ��� �������$� �������
	����� Xj �
�����	�� �� � 
����" ��	�� � 
������ �� ��  �!���� 
���� ���$ ������� ������#
��	� ����� 	����� 	����	���*

Xj = d1Xi1 + · · ·+ drXir .

������� ��
���� ��� 
�� ����������� 
�������������� 	����� 
��������� �����!� Ã ����"�#
	� ��������� �������!���� 	���� �����!� A� +� ������ 	����� �����!� A� ��� �� 
������
������	� �������� �������!��� 	���� 	����	���� ������ ������������ 	���������� % ��������

�������!�� �������� �������!�� �	�� ����� �������� �������!��$� 	����� �����!� Ã ����"�	�
��������� �������!���� 	���� 	����	����
)�	�� ��
��� 
�� 
������������� ���� ��������	�� ���� � �����!� Ã ��(��	� s > r �������

������	���� 	���� �������� �� Yj1 , . . . , Yjs$� )������� �� �� �������" ������	���	�� % 	�	�����
�������" �������!�" 	 ���
����������� ��  �!�������

x1Yj1 + · · ·+ xsYjs = 0.

)��	����� 	"�� �������� ��������� 	���� Y ����� X*

Yj1 = a11Xi1 + a21Xi2 + · · ·+ ar1Xir ,

Yj2 = a12Xi1 + a22Xi2 + · · ·+ ar2Xir ,

. . .

Yjs = a1sXi1 + a2sXi2 + · · ·+ arsXir ,

������ 
�������

(a11x1+a12x2+· · ·+a1sxs)Xi1+(a21x1+a22x2+· · ·+a2sxs)Xi2+· · ·+(ar1x1+ar2x2+· · ·+arsxs)Xir = 0.

+� ������" �������" �������!�" 	������ Xi ����� 
������� ������ ���� ������� ��  �!�#
����� )������� 	�	���� ��������� �� �������	���� ���$ ��	�� xj⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1sxs = 0,

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2sxs = 0,

. . .

as1x1 + as2x2 + · · ·+ arsxs = 0.

,	����	� ��������� ��� �� ���������� 	�	����� � ������� ��	�� 
��������� s ����(� ��	��
��������� r� -���� 	�	���� �������� ����� ������������� ��(���� �	�� ���	� ���!��$� .����� Yj

�������	� ������� ����	����� % 
����������� �������� ��/�� 
���
�������� s > r� ������� 
��
����������� 
�������������� ���� �����!� �� ����� ���������	�� .������������� �� ����&�
�� ������	��

01



������� �� ���� �����	
 ����� ���������� ���������� ��������� �� ������� ���������
�

�����	���

	�
����������� ������� ���	�
����� ����	� A 	 �������	� ����	������ 
�������� �	���
�� �	����� ����
	�	��� �������
 ����� s �
������� ����
�� ��� �	��� �������
�� �������� �
����� � ����� r ��������� ����� !�	
�"�� ����	� ������������	 ���������
��	#�	 � �����$
����� 
	" �%� &	��� r �� 	����	��#� � � ����	� ����	� � r �����
��	 �������	 

'����	�� ��� �	��� s ���� �� ���#���# ��	 ������������ ���������
��	#� ����� ( ��������
"������� ��� �����"� ���)�� ��� "�# r !��� ������� X 
����� n ���� ����#*�� �	�����# ���$
�	���	# �������
 X1, . . . , Xk

X =

⎛⎜⎜⎜⎝
x1

x2
   
xn

⎞⎟⎟⎟⎠ = c1

⎛⎜⎜⎜⎝
x11

x21
   

xn1

⎞⎟⎟⎟⎠+ · · ·+ ck

⎛⎜⎜⎜⎝
x1k

x2k
   

xnk

⎞⎟⎟⎟⎠ .

+��"� xi =
∑k

�=1 c�xi� 
!��
�� ������������ ���������
��	� 
���
��� ���������
� ������	 "
� ����"	��� ,���$

��
����� ���	 
����� X ���
�� ������
��� "� ���������
�	� �� �� ����
 	 ����� -�����	��� "�#

������ ���������
��	# .������� ������ ���������
��	� ����)��� 
����� ����"	���� xi ���
x̃i = xi + λxj ,��	 
����� X ��� ���
��� �� �� ���	� 	 ��������# ,��	 xj = 0� �� xi �= 0� ��
x̃i = xi �= 0 �
����� ������# �����
��� ,��	 �� xj �= 0� �� 
����� ������# �����
��� � � ��
j*�� ����� ���	� ��*������� xj �= 0 

/���� �� ����� ��	
���	 ����	� A � 
	" �%�� ��	��� �	��� s 	 r �� 	����#��# '����	� ��$
����� ��� ������� � �������	 j1, j2, . . . , jr �	����� ����
	�	�� 0����
	������� ���	 �� �����
	�
	� �	����� ����	���	� � ���11	�	�����	 c1, . . . , cr� �� �� r*�� ����� �������# �	��� crarjr  
2�
����
� ��� �	������ ����	���		 �������� ���"� cr = 0 !������	� �� r − 1*�� �����3 ���
����"	��# �	��� cr−1ar−1jr−1 +crarjr = cr−1ar−1jr−1  2�
����
� ��� 
������ 
����� ������ cr−1 = 0 
!������	� ������ �� r − 2 ����� 	 � " � ��������� ����	�� ��� 
�� cj ���
��� � � �	������

��
	�	����	 ��� 4�� ��������� ��� �������
�� ���� ����	�� Ã� ��� �	�	��� ��
�� r� � � s ≥ r 
'�����	� "�����������
� ����	
�� ��	���� 5� "������	� ��� s ≥ r �������# � ����	��

A 	 ��������	��� �� +����� �������� ���� ����	�� AT ��
�� s� � �������
�� r !�	
�"��
����	� AT � ���������� 
	" 	 ����	�� ��� �� �������
�� ���� �� ����6� ���������� � � 
r ≥ s '���	�� r = s 

������� �� ���� �����	
 ����� ������ �� ��������� �������

	�
����������� !��� ���� ����	�� A ��
�� r� � �	��� s > r +��"� ����� s ����� ����	��
A �	����� ��
	�	�� +�� ������ �	�����# ��
	�	����� ������	��#� ���"� �� "��	� ���������
�������
 �� �  ����� �����"� ����"	���� � ���������	 �������	�� �����
	
 �
�"����� s× s
��"����	� B /���� �����	 ����� ����� ��"����	�� �	����� ��
	�	��� � � detB = 0 '���	��

�� �	���� ����	�� A ������� > r ��
�� ��� 

7������# ����	 �����
�� �	��� ������� r !� ���
	�� 
 A ���� r �	����� ����
	�	��� ����� 
8����
	� 	� ��	� ����� ��#�������� ��"����	� C ,� ���� ��	��� �	����� ����
	�	���
������ ��
�� r .� ���"�  ��� ���� r �	����� ����
	�	��� �������
 �������� 9� ���������
��������� ������� 	 ����	� ����	� r × r� ��"����)� r �	����� ����
	�	��� �������
� � � 
����� r '���	�� �� ����"��	���� �� ���� � �� ��6�	 �����
�� �	��� ���#"�� r 

%%



������ �
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���
�����

����������� 	
� �������� �	
��	����
�� �������� ��
�����
 V �	
���
����� �������
�
� �����
	
��� � �
�
	
� 
�	������� 
��	��� ��
����� ����
	
� � ���
����� ����
	 �
����
� ��
�����
	�� �� ������ �� ���
��!
"� ��#�� ���� ����
	� x, y ∈ V �
������ � �

��������� ������� �� V � 
#
������� x+ y
� �������� ����
� �������
� x � y$
%� ��#
�� ����
	� x ∈ V � ��#
�� λ ∈ R �
������ � �

��������� ������� �� V � 
#
�����
��� λx � �������� �
���������� ���� λ � ����
	 x&
'�������� 
��	��� �
���� ��
�����
	��� ������ �� ���
��
"& x+ y = y + x ∀ x, y ∈ V ( �
��������
��� ��
�����$
%& (x+ y) + z = x+ (y + z) ∀ x, y, z ∈ V ( ��
������
��� ��
�����$
)& ∃ 0V ∈ V : x+0V = 0V +x = x ∀ x ∈ V ( �� ����
���� ����	���
*
 ������� �
 ��
�����$
+& ∀x ∈ V ∃ (−x) ∈ V : x+ (−x) = 0V ( �� ����
���� 
#	��
*
 ������� �
 ��
�����$
,& ∀ λ ∈ R, ∀ x, y ∈ V : λ(x+ y) = λx+ λy ( ����	�#�����
���$
-& ∀ λ, μ ∈ R, ∀ x ∈ V : (λ+ μ)x = λx+ μx ( ����	�#�����
���$
.& ∀ λ, μ ∈ R, ∀ x ∈ V : λ(μx) = (λμ)x ( ��
������
��� ���
�����$
/& ∀ x ∈ V : 1 · x = x ( ��
����
 �������&

������� ����	��
 ���������

• ��������� ��	��
�� � n 	��
������ � ���������� ��� �� ���	��
��������� ���
�����
�������� � ��������� � 	�����������

• ����	������� ��
�� ��	��
������� 
���
 n×m � ���
����� �������� ��
�� � �����
����� ��
��� � ������

• ��������� ��	��
��  
�!���" ����
����" ������� ����"��# �
�����" A�x = 0 � �$�����
�� ���
������

• ��������� ���$
����	�# ����������� ����" ��
������" ������� ≤ n�

������� �������� �� �������
� ����	���� ������������ ��� R

• ��������� ��	��
�� � �������������� 	��
������ ���������� � ����� λ /∈ Z �������
� �
����� ����������

• ��������� ���$
����	�# ����������� ������� n �
������ ���# ����������� ������� n
����� $��� ����������� ����!�" ���������

• ��������� 
�!���" ������
����" ������� ����"��# �
�����" A�x = �b% �b �= (0, 0, . . . , 0)T

����� �������� 
�!���� ������
����" ������� � �����% �������� �� �������% ��� ��
�����
$��� 
�!����� ���" ���������

&�������	�" ������' ��� �'$���� ����"���� �
���
���� �������� ������% � 	���
�" ��������
�
���
���� ������'��� � ���� ��
��	����# ��	��
(����$��� � n ��)���������� 	��
����
���

�x =

⎛⎜⎝x1
���
xn

⎞⎟⎠ = (x1, x2, . . . , xn)
T

�� ����������	 �
������� ����� ����������� ����� ���� 
���	 K� � ��� ��� ������ �� ������� 
����
��� ��	�	 ����� ������ �������	������

*+



������� �	
��� � ����
� � �
�����	� ����	����	�� ������������� ��������	��� ����� ���
�
������ �	��� �� �	������ ��� �	
��� ����� 	��� � ��� ��������� ��	 
��������� ����	��	 �
�����	��	 �� 
��  �!�	�� ��������� ��
���������� "
����� #$% �	�
� ���	����� ����	���
�	
���� ����	��� �	
�� � ���	���� 
����������� ��	���
� ��� ��� �&���� �	 ��'����
(����	� ��&�� ����!� ���	� n×m �� ���	� �������� � ���	 �	
���� ��������'����

��� 		 ��	�	��� ������������ � ����
	 (a11, a12, . . . , a1m, a21, . . . , a2m, . . . )
T � )�&�* �������	�

��	�	�� ≤ n ���� p(x) = a0+a1x+ · · ·+anx
n ����� ���	 �������� � ���	 �	
��� (a0, a1, . . . , an)

T

����� n+ 1� +�
�� ������ �	 ���'�	� ��	�!�* ����	��� � �����	��� �� 
��  �!�	���
,��
� ���		 &��	� ���	�������� ��	��� ��
�* �	
����* ���	�� ���	*���� �����������

����������� 	
� ������ �x ��	
���� �������� ���������� �������� �a1, �a2, . . . ,�am� ���� ����
���� ����� λ1, λ2, . . . , λm ∈ R� ��� �x = λ1�a1 + λ2�a2 + . . .+ λm�am

����������� �� ������� �������� {�a1,�a2, . . . ,�am} ��	
����� ������� 	��������� ���� ���
�������� ����� ��������
 λ1� λ2�. . .�λm ∈ R� �� ��� ������������ ����
� ����� ���

λ1�a1 + λ2�a2 + . . .+ λm�am = 0. �-�

����������� �	� ������� �������� {�a1,�a2, . . . ,�am} ������� ��	�������� ���� ����������� �-�
�
������� ������ ��� λ1 = λ2 = . . . = λm = 0�

�������� �������� ������������

	� .��� �	�� �	
���� �a1,�a2, . . . ,�am 	��� ���	��* �	
��� �� ��� �	
��� ���	*�� ��������
������	� ��	 
��  �!�	��� λj ������� 
��	 
��  �!�	��� �� ���	��� �	
��	��

�� .��� �	�� �	
���� �a1,�a2, . . . ,�am 	��� ��� ����� �	
���� �� ��� �	
��� ���	*�� ������/
�� ������	� ��	 
��  �!�	��� ������� 
��	 
��  �!�	���� �� ����� �	
���� 0 ��
��&		� 1 � −1��

�� .��� �	�� �	
���� �a1,�a2, . . . ,�am 	��� ��� ����!��������� �	
���� �� ��� �	
��� ��/
�	*�� �������� ���
����	 ������

�� .��� �	
����� �������	�� {�aj1 ,�aj2 , . . . ,�ajk} ����	�� �	
���� {�a1,�a2, . . . ,�am} ���	*�� ����/
����� �� � ��� ����	�� ���	*�� ���������

��������������� 1���� �	
��� �aj1 ,�aj2 , . . . ,�ajk ���	*�� �������� �k < m�� ����� ��*�	���
�	���������� ���	*��� 
��&���!��

λj1�aj1 + λj2�aj2 + . . .+ λjk�ajk = 0.

�������� 		 �����	���� � ���	���� 
��  �!�	����� �� ��������� �	
�����

�� 2	
��� �a1,�a2, . . . ,�am ���	*�� �������� ����� � ����
� ������ 
���� ���� &� ���� �� ���
���	� &��� �	������	� � 
��	���	 ���	*��* 
��&���!�� ����������

��������������� �	*�����	����� 	��� �	
��� �a1,�a2, . . . ,�am ���	*�� ��������� �� ���	/
������ ���������	 λ1, . . . λm� �	 ��	 ����	 ���� � ��
�	� ��� λ1�a1 + λ2�a2 + . . . + λm�am = 0�
1���� λk �= 0� ����� �� ����	��	�� ������'	��� ���	� ������� �	
�� �ak �		� ��������	�
3&����� ����� 
�
�*$��&� �� �	
���� �����	��� �		� ��������	� 1		�	�	� ��	 �����	/
��	 � ���� ����� ��	������ ������� �	��������� ���	*��� 
��&���!�� �	
����� �����
�����

4��	���� ��� �� ���	*��* ����������� �	
���� �a1,�a2, . . . ,�am �	 ��	��	�� ��� ����� �� ���
���	� &��� �	������	� ���	*��* 
��&���!�	* ����������

����������� ���  ���� S ! ���������� ������"����� �������#� ������������ V � $�������
��������� ���"����� S ��	
����� ������������ ���% ������
% ������
% ���������� ������
��� ���"����� S� &��	�������' LinS�
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����� ����	
� �	� ��� �x, �y ∈ LinS� 	� � �� �������� ���������� λ�x+μ�y ∈ LinS� ����� ��������
LinS �����	� �������� ���	���	���� ��������� � V � �������������	�
 � V �

����������� 	
� ���� S � ���������� ���
������	� ��������� ����������	� V � ��	�����
��� ����������	� V ����������� 
������	�
 S� ���� LinS = V � ����� �����
� S� ������
������ 	�� V � ��������� � ��������� ����� 	������	� �� !	��� ������ �����
���

����� 	�� ���� 
������	� S 	 R3 ������� � �	�" 	������	# S = {(1, 1, 1)T , (1, 0, 0)T}�
$���� LinS = {(t+ s, t, t)T : t, s ∈ R} � �	�
����� �������� 	 R3�
���� 	 ���"
����
 ����������	� S ������� � �	�" 	������	# S = {(1, 1, 1)T , (−1, −1, −1)T}�
$���� LinS = {(t, t, t)T : t ∈ R} � ����
����� ���
�� 	 R3�
���� 
������	� S 	 ���"
����
 ����������	� ������� � 	��" 	������	 ��������� �%��!#
S = {(x, y, z)T : x2 + y2 + z2 = 1}� $���� LinS = R3 &����� 	����� 
���� ������� � 	������
��������� �%��! �
�������
 �� ���"������ ��'%%�(����)�

����������� 	�� *�������� ����������	� V �� !	����� �������
���!
� ���� V 
���� �����
��� 
������	�
 S� ���������
 �������� ����� 	������	� � ����������
���!
 	 �����	��

�������

����������� 	�� +� ���
 �������
������ ��������� ����������	� V �� !	����� ����� ������
������� �� �	���
�� �����
� 	������	 	 ��
�

������ �� *����� �������
����� �������� ����������	� V �������� �� ���
� +���� ������
� 	������ ��������� 
������	� 	������	 S� ������������ ����������	� V � 
���� 	!����
�� �� ��� ����������	� V �

��������������� ��� �����	�� S ������� ���������� 	� ��� ��� �����	� ������� ���
��� ������� �������� 	� ����� �����	
 �� ���� ���	��  ������� ��� �a!� ������� ������"#���
����� �	��
���� $	����� ���� ���%��� �����	�� S1 = S \ {�a}� ��	���� ������	 �� ���� ���&
	�� ���
'�� �� ��(�������% ��������	 ���	���	�� V � )��	��	��
��� ��������
��� ���	��
�x �������	� �������� ����������� ���	���� �� S� ��� *	� �������� ���������� ������	
���	�� �a� 	� �� ����� ������	
 ��� �� ������%" ���������" ��%��� ���	���� �	��� � ���%&
��	
 ��������� �x ����� ���	��� �	��� S1� +������� � �	��� S1 ����������� ��%�������
, 	�� ������ � ����� ������ ���%��� �����	�� ������� ���������� ���	����� �������"#��
���	���	�� V � -	� � �%��	 �����

����� 	�� ����������	� 	��" 
���������	 ������� �� 	!,� n �������
����� -����	�������
��� ����������� �������� ��������� 
���������	 {1, x, x2, . . . , xn}� ����� ������ 
��������
p(x) =

∑n
j=0 ajx

j ��� �" �������� �������� ��
����(�� � ��'%%�(�����
� aj�

��� �� .��� 	�������� ����������	� V ����������� �����
�� S� ���������� n 	������	�
�� ����� �����
� � m 	������	 	 ����������	� V � ��� m > n� ����� �������  �	���
���

������ ��� ���� V � ��������� �������
����� �������� ����������	�� $���� ���!� �	�
�� ��� 	 ��
 �������� �������	�� ����� 	������	�

��������������� +����������� �	� � ���	���	�� V �	
 ��� �����  ��������� �����
���	����� .���	��� 	�	� ��	���� ������	 ���
'�� ������	�� ���	����� ,� ����� / ���%�	�
�	� �� �����	� ������� ��������� -	� ���	�������	 ����������" ������ 0������	��
��� ��'�
������������� ������� � ���� ���	���� �� ��� ������ ���	���	�� V ����������

����������� 	�� /�������	� 	������	 	 ����
 � �� ���	 ��������� 	��������� ����������	�
V �� !	����� ��� �� 
������� � ��� �������� dimV �

���������� +��	���	��� �	��#�� �� ������ �%������ ���	��� ��	��	� ������"#�� 1�%&
	��2 ������� ��� ��������	
 �� ����������" ����� �%�"�
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������ ��� �� dimR2 = 2� dimR3 = 3�
�� ���	
 V � ���	���	�� ����������� �	����� �� ���� n� ����� dimV = n + 1� � �����	��
������ �� �� ��!	
 ���	��� S = {1, x, x2, . . . , xn}�
"� ���	���	�� ���# ����������� ��������������� $�%�	��	��
��� �����	�� ���	���

{1, x, x2, . . . }

&�����	�� ������ ���	���	��� '�� ���� �	 ����������� ����� &�����	��� (��� 	���� ��)
�	��� ����%�� ����������� ���
 �*��! ��	�����
��! ����%��! �������+�! ,� �� ��-�� ����
�����	����� � �����	�� ����%��# �������+�% �������� ����� ���	��� ���	���	�� � ��)
&..�+���	���� &�����	�� ���	��� �� ���� �������� &�����	� ���	���	�� ,	� ���	�����
�������� ������������ ���
 �� �� �	  � ���������

∑n
j=0 ajx

j � ���������� ��&..�+���	���
�����	
�! 	� ���	������ ����� ,��	�	�� ������/�� 0��� �� � ����� ���	���	�� ��1�)
�	����� �� ����� �� n &�����	��� 	� �*��! ���	��� �� n + 1 &�����	� ���� �� ����%�� ����)
����% ,��� ����� ��� ��	��������

���������� ����� � ����� 	
����������� ���� � n������� ������� ���	����	��� ����� ��
����� �����	��� 		���� ���� ≤ n ��������� �����  	��������� ����������� � n�������
������� ���	����	��� ����� ������ 		���� ���� ≥ n ���������  ������ !� ��� ���������
��" ������#���	� � ������� �$� � n������� ���	����	��� ����� ������ ������ �����	���
		���� %���� ���	& ���� ����� n ���������

	
����������
� '������" ��� � n������� ������� ���	����	��� ����� ������ 		���� ����
≥ n ��������� (	� �) � ����� 		���� �)�� < n ��������" �� ������� � ��� ���*�		 �)��)���
�� +�,�-. !��������" ��	���)� � ����������	��� ������) /" �) ��,� �) � ���	� � < n
��������� 0�� ���������� ������� �$�

��
���� ��� � n-����� ���	���	�� �*��! ����%�� ����������! ���	��� �� n ���	���
!��!�	�! �������� 2*��! �����! ���	��� �� n ���	��� 	�� � !��!�	�! ��������

������ ��� 3��!�	�! �� ������� � R4 ���	��� ���	���

{(0, 1, 1, 1)T , (1, 0, 1, 1)T , (1, 1, 0, 1)T , (1, 1, 1, 0)T}?

���	��� � ���	��� ��� �� 4� �	� ���� �������	� ���	���	�� ,����� �� ���� �� ����
�	�+�	��
��% �	��	�� 4��	���� �� &	�# ���	��� ��	�+�� ������� �������	� ���	���
�� �� �	���+��

A =

⎛⎜⎜⎝
0 1 1 1
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 0

⎞⎟⎟⎠ .

5��� ��	�+� ���� ��������
�� ����� ���� ����� ����%�� ����������# �	���+��� � ��%�!
���� �� ������� !��!�	�! �� ���� ���	��� ����%�� ����������%� ������� ��	�+� � �	����)
��	��� ����⎛⎜⎜⎝
0 1 1 1
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 0

⎞⎟⎟⎠ −→

⎛⎜⎜⎝
1 0 1 1
0 1 1 1
1 1 0 1
1 1 1 0

⎞⎟⎟⎠ −→

⎛⎜⎜⎝
1 0 1 1
0 1 1 1
0 1 −1 1
0 1 0 −1

⎞⎟⎟⎠ −→

⎛⎜⎜⎝
1 0 1 1
0 1 1 1
0 0 −2 0
0 0 −1 −2

⎞⎟⎟⎠ −→

⎛⎜⎜⎝
1 0 1 1
0 1 1 1
0 0 −2 0
0 0 0 −4

⎞⎟⎟⎠ .

6����	� rangA = 4� ���	��� ����%�� ����������� 4������� ��������% 	������ &	� �����	
��������	
 ���	����

12



�� ��������	�
���� �	��� �������

������ ��� �������� ���	
���	
�� V 	�	
����� �� �	�� ������� ���������� 	�	
��� �����
��� ��������� ⎧⎪⎨⎪⎩

x1 + 2x2 − x3 + x4 = 0,

2x1 − x2 + 3x3 − 3x4 = 0,

x1 + x2 = 0.

�����
� ������������ ����	 � V �
�������� ��
���� 	�	
��� � 	
������
��� ����⎛⎝1 2 −1 1

2 −1 3 −3
1 1 0 0

⎞⎠ −→
⎛⎝1 2 −1 1
0 −5 5 −5
0 −1 1 −1

⎞⎠ −→
⎛⎝1 2 −1 1
0 −1 1 −1
0 0 0 0

⎞⎠ .

 
��! ���������� x3 � x4 	��������! � �	
����� ���������� ����� ��� ������"
	#${
x1 = −2x2 + x3 − x4 = −x3 + x4

x2 = x3 − x4.

%�������� ���������� ���! �����
! ���	
���	
�� ������� V ��������� &������ x3 = 1! x4 = 0
' ������ ������� 	�	
��� (−1, 1, 1, 0)T � (����� ������� x3 = 0! � x4 = 1 ' ������ �������
	�	
��� (1, −1, 0, 1)T � ������ ����	 � ���	
���	
�� V � )��	
��
����! *
� ��� ���
���
������ ������	���$ �	� ����	�
� �� ������" ���������" 	 ��*++�����
��� c1 � c2! 
�
������ ���
�� (−c1 + c2, c1 − c2, c1, c2)

T � ,����	
�� �-� ��" .��	��
��
� �� ��� ��	�����
��������
�/ ����
 c1 = c2 = 0 .�	
�
�! ������ �# *
�-� �� ���� ������ 	�������� �����
������ (1, 0) � (0, 1)/�  
��! ���� 	�	
��� ������ ������	��� � 	�	
��
 �� ���� ���
���� �
���	
���	
�� ��������	
� 2� 0����
! ��� #�#�
	# ����	���

	
�������� ��� �"��� ����	 � ���	
���	
�� ������� ������� ���������� 	�	
��� �������
�
	# +�������
����� 	�	
���� ������� ' 1%,�

�� ���������	
 ��	��� �
��� ������ �����	� ���� �	����� ���� �	������ ����	���	� ������

��� �� � ���	�������	 ���!!	�	�����	" #��� � ��������� ��	���� ��$�� �����	� �	�����

	���� �	�

�xo = t

⎛⎜⎜⎝
−1
1
1
0

⎞⎟⎟⎠+ s

⎛⎜⎜⎝
1
−1
0
1

⎞⎟⎟⎠ , t, s ∈ R.

������ ��� 2����� ��3�� ������� 	�	
���$

⎧⎪⎨⎪⎩
2x1 − 4x2 + 5x3 + 3x4 = 0,

3x1 − 6x2 + 4x3 + 2x4 = −1,

4x1 − 8x2 + 17x3 + 11x4 = 2.

%����� ������

+�������
����" 	�	
��� ������� � ��3�� ������� ���������� 	�	
���� �������� ��
����

	�	
���

⎛⎝2 −4 5 3
3 −6 4 2
4 −8 17 11

⎞⎠ � 	
������
��� ����$

⎛⎝2 −4 5 3
3 −6 4 2
4 −8 17 11

⎞⎠ −→
⎛⎝2 −4 5 3
1 −2 −1 −1
0 0 7 5

⎞⎠ −→
⎛⎝2 −4 5 3
0 0 −7 −5
0 0 7 5

⎞⎠ −→
⎛⎝2 −4 5 3
0 0 7 5
0 0 0 0

⎞⎠ .

��	
� x1 � x3 ' ����	��� ����������! x2 � x4 ' 	�������� �����������  ����$⎧⎪⎨⎪⎩
x1 = 2x2 +

2

7
x4,

x3 = −5

7
x4.

%&



��������� � �	� 
�� ����
��� ����������� �� ��� �
�� ��
���	�� 
�	 ������� ���	�������

�������� �
��� �������� � ������ ������� x2 = 1� x4 = 0� 	 �� ������� �	����� x2 = 0� x4 =
1� !�� "	�	������� �������# ���	��������� �������� �������� ����$�� ������� (2, 1, 0, 0)T

� (2/7, 0, −5/7, 1)T � %�"
	 �&�� ������� �
����
��� ������� ����� ��
 

�xo = λ1

⎛⎜⎜⎝
2
1
0
0

⎞⎟⎟⎠+ λ2

⎛⎜⎜⎝
2/7
0

−5/7
1

⎞⎟⎟⎠ , λ1, λ2 ∈ R.

'	����� ������� ���
����
��� ������� � 
	���� ���$	� ��"�� ��
��	���� x1 = x2 = x3 = 1�
x4 = −1� %	��� ��	���� �&�� ������� ���
����
��� ������� �	�����	���� � ��
�

�x�� = λ1

⎛⎜⎜⎝
2
1
0
0

⎞⎟⎟⎠+ λ2

⎛⎜⎜⎝
2/7
0

−5/7
1

⎞⎟⎟⎠+

⎛⎜⎜⎝
1
1
1
−1

⎞⎟⎟⎠ , λ1, λ2 ∈ R.

��



������ � ���	�� 


����� �� ���� ����	
�	� �
	��
����	 V �	
	������ ������	� S� �	��
���� n ����	
	��
�	 ���� ������ �� m ����	
	� � �
	��
����� V � ��� m > n� ����� ������	 ������	��

��	�
��������� ����� S = {�a1, . . . ,�an}� ��	�
�
 �����
� B = {�b1, . . . ,�bm} ������ ���������
��� V � ��� m > n� � ������
� ��� ��� ������� 	����
�� ����	�
 ������ �����
� B ����	
������ �����
� S�

�b1 = μ11�a1 + μ12�a2 + . . .+ μ1n�an,
. . . . . . . . .

�bm = μm1�a1 + μm2�a2 + . . .+ μmn�an.

�� ����
 �������� ������ �������� ��
 ���!�� ������ �b1, . . . , �bm� "�����
 �� ���� ��� �
�������������
� ��#$$�!�����
� x1, . . . , xm�

x1
�b1 + · · ·+ xm

�bm = (x1μ11 + x2μ21 + . . .+ xmμm1)�a1 + . . .+ (x1μ1n + x2μ2n + . . .+ xmμmn)�an.

%������& ��
 ���!�& 	����
� �������& ������� ���� ��#$$�!����� ��� ������� �aj �������
���&
�� '���
����
 ���������� �����
� �	 n �������� � m ���	�����
�⎧⎪⎨⎪⎩

μ11x1 + μ21x2 + . . .+ μm1xm = 0,

. . . . . . . . .

μ1nx1 + μ2nx2 + . . .+ μmnxm = 0.

()*

+���� ��������  ��� 
���,� ����� ���	������� ������������� ��� �
��� ������������ ��,��
��� (�
� ������ ��,���� ���������� �����
�*� -������ �������& �������� �� �� (x1, . . . , xm)�

&�&�.���& ��,����
 �����
� ()*� /� ����� x1
�b1 + . . . + xm

�bm = 0� �� ���� �����
� ������ B
������� 	����
��

������� ��� � n���
�	� �
	��
����� ���� ������	 ��������� ������ �� n ����	
	�
�������� ����	�� ���� �	��� ������ �� n ����	
	� ���� �������� ����	��

��	�
��������� 0�����
 ����� ����������� ����� ���� ������� ��	����
�& �����
� ���
���� {�a1, . . . , �an}� 1��� 
� �� ��
 � ��� ����	������ ����� �x� �� ������
 �����
� �	 n + 1
������  n2
����
 ������������ "������� ��

� 3� #�� �����
� ������� 	����
�� ���� �������
�� ������,���� c1�a1+ · · ·+cn�an+cn+1�x = 0� /� ��#$$�!���� cn+1 �= 0 4 ����� ������
 ��������
	����
���� �������� �����
�� ��� ������� -������ �������& �x  ����� ����� � ���& �� −cn+1

�������
 �������� �������� ����	������� �x ����	 ������ �����
�� ���� ������ ��������
0�����
 ����� ����������� 5� ���������� 1��� �����
� &�&���& ������� 	����
��� �� ��
 �����& �	 ��� 6��,���7 ������� ���  ����	�������� �����
� 8� ������
 ������ �������
��	����
�� �����
� �	 < n #��
����� ����������� � �����
�� 39� -������ �������& �����
�
������� ��	����
�� ����  �	���

������� ��� ����� V  n���
�	� ����	
�	� �
	��
����	� ���� ������ {�e1, . . . , �en} ����!
���� ����	� � V � �	 ���"� ����	
 �x ∈ V 
����"����� � �������� �	����#��

�x = x1�e1 + x2�e2 + . . .+ xn�en, (:*

�
�$�� ����������"� 	�
�	��
%�
��	� ���� ��� ���	�	
	� ������" {�e1, . . . , �en} �"�	����	 &	�� �" 	��	 �� ���	���'
( ��� ���	�	 x ∈ V ���������� &	�� �" 	��	 
��	����� (:*�
�( ��� ���	�	 x ∈ V 
��	����� (:* ����������	 )��� �� ����������(�
�	 ������ �������� ����	� � V �

;9



���������	
���� ����� {�e1, . . . , �en} � ��	
�� � �x �= 0 � ��
	������� ������ ����� {�e1, . . . , �en}
� �
����� ��	��
�
��� �
����� ���������
� ��	
���� � �
����� {�e1, . . . , �en, �x} �
����� 	��
�
��
������ ��� ��� 
� ��!������� �
������ ����
��"
� λ1�e1+ . . .+λn�en+λ�x = 0� ��� λ �= 0� �������
�x 
 �����
� �� −λ� ���� 
� �#�� $���� ��!��������
� �	��%��
� ��� �&���� �x �= 0 ����	���� '
��� �� �x = 0 � �	��%��

 �#� ������� �� �	��� ��� xj �����
� (���%�� ��
������������ )��

��� ��������� �x ��!�����&� ��� �	�
 ��* �	��%��
� �
�� �#� ����	�� 
� ��+,,
"
���� �
�
* xj 
 x′

j�� �� �� 
��� ���� 
	 ������� ���� 
�

(x1 − x′
1)�e1 + (x2 − x′

2)�e2 + . . .+ (xn − x′
n)�en = 0.

��� ��� �
����� {�e1, . . . , �en} �
����� ��	��
�
��� �� ��� xj − x′
j = 0 � ���
��� 
�� )�
������-

����� ����	����
(���%�� ����&  ���� ������� ����� ��� �������� �
����� {�e1, . . . , �en} ��������� �����
�

��� (��
�
 ������
� �
����� ������ ����� ������� ��� +�� �
����� � ��	
��
����� ����� ��� �������� �
����� {�e1, . . . , �en} ��������� �����
� ��� ����� �������� �
-

������ ����
��"
� c1�e1 + . . . + cn�en ���� ���&� )��
 �� ��� 
	 cj ���� ���&� �� �� ���� 
�

����� �	��%��
� �
�� �#� ��� ������ �0 ������ �	��%��
� +���� ������ �� �%� 	���� �
+�� �	��%��
� � �������
 ��+,,
"
�����
�� ���
��� 
� � �����
�� ��� ��� 
� ��� cj ����
���&� ���� �
������ ����
��"
� c1�e1 + . . .+ cn�en ���	����� �
�
������� .� ����	��
 �
�����&
��	��
�
����� �
������ ����� ����� 
	 ������ �� ���������  �� �
����� �������� ��	
����

���������� ��� ��������	� �#� ���
��� ��������	�� ������ �x �� ���	��� �����	�	��


xj ���
��� �����	�	����	 ��������	� 	�	 �����	����	 ������ �x � ���	�� {�e1, . . . , �en}�

/�



������ �

�� ������	
��� �
��

����������� 	
� ��������	
� ������ 	�
����� �
���	�� ��� z = x+ iy� ��� x� y � ����
��������	
� ����� i � �	��� ���	��� ����� x 	�
����� ����������	�� ����� ���������
	��� ���� z � ����	����� Re z� ����� y 	�
����� �	���� ����� ���� z � ����	�����
Im z�

����� �����	�	
�� ����� ��
�������� �	��� ���  ��������		 � �� (x, y) ���� ����������
��� �	���� ���� ��� ����� �� ���
����� ��������	� �	�� ����� ������� ��	�
��	����	� ������		
��� ��
�������
	 �	���
	� � ��
��� ������� ����� ��������� �� ��� !
�	
�" ��	�	��#�

• $��	 x = 0� y �= 0� �� z = x+ iy = iy ��%������" ����� �	��
� �	���
�

• $��	 y = 0� �� z = x & ������	������ �	����

• '�� ��
�������� �	��� z1 = x1 + iy1 	 z2 = x2 + iy2 ������ ���	 ����� 	� ������	������ 	

�	
�� ����	( x1 = x2� y1 = y2� ) ��������	� z = 0� ���	 x = 0� y = 0�

• ��������� ��
�������� �	��� ���%�������" ����% C�

• *��
���	������ �����������	� ��
�������+� �	���( z = x+ iy & ,�� ����� M �� ��������	 �

�����	����
	 (x, y)� -���� ������ ����	� � ����������	� ��
�������
� �	��� ������
−−→
OM �

.�	 Ox 	 Oy� �� ������� ����������� ������	������ �	��� z = x+i ·0 = x 	 �	��� 
�	
��
�	��� z = 0 + iy = iy� ��%������" �������������� �����������	�� � �	���� ������

• '�	�� ����%�� |OM | = √
x2 + y2 ��%������" ��� ��� ��
�������+� �	��� z = x + iy 	 ����

%�������" |z| = √
x2 + y2�

����������	
�� ������� �� 
�����
	���� ��	���

� �������� ���������� ��
�������� �	���� /� ���������	�( z1 ± z2 = x1 ± x2 + i(y1 ± y2)
& � �� !��	����" �	��� z1 	 z2�

�������� �������� ���������

01 z1 + z2 = z2 + z1 & ��

����	�����2

31 z1 + (z2 + z3) = (z1 + z2) + z3 & �����	��	�����2

41 ∃! 0C ∈ C, 0C = 0+ i · 0 : ∀z ∈ C z+0C = 0C + z = 0 5����� 0C671 & ���������� ,��
���2

81 ∀z ∈ C, z = x + iy, ∃!(−z) ∈ C : z + (−z) = 0 & �������� ,��
���� 9�+�� �	���� ���
−z = −x− iy�

	 ��������� ��
�������� �	���� /� ���������	�� �
�����	� ������	��" �������	�
 ����
��� � 	����%����	�
 ���	�
� i2 = −1(

z1 · z2 = x1x2 − y1y2 + i · (x1y2 + x2y1)− ���������	�� �	��� z1 = x1 + iy1 	 z2 = x2 + iy2�

���������� :��	
 ����%�
� 
���
 �����	�	
�� ��
�������� �	��� ��� ��+����	����	�
�������� � ������
	 ��	�
��	����	
	 ������	"
	� ���	 �����	� i2 = −1�

�������� �������� ����������

01 z1 · z2 = z2 · z1 & ��

����	������

;<



�� z1 · (z2 · z3) = (z1 · z2) · z3 � �������	�
���	�

�� ∃! 1C = 1 + i · 0 : ∀z ∈ C z · 1C = z ������ 1C = 1� � ���	������� ������	

�� ∀z ∈ C, z = x+ iy �= 0, ∃!z−1 : z · z−1 = 1 � ����	��� ������	 ���
����� �	�

z−1 =
x

x2 + y2
+ i · −y

x2 + y2
.

����	
�	������ z · z−1 =
x2 + y2

x2 + y2
+ i · −xy + xy

x2 + y2
= 1+ i · 0 = 1 � ���	���	�� 
����� �	� z−1

��������� �� �!��"� z �= 0

�� ������� #�����#���$ ����� �%�	� (z2 �= 0) &�"��

z1 : z2 =
z1
z2

=
x1 + i · y1
x2 + i · y2 =

(x1 + i · y1)(x2 − i · y2)
(x2 + i · y2)(x2 − i · y2) =

x1x2 + y1y2 + i · (x2y1 − x1y2)

x2
2 + y22

� ������� ����� z1 � z2

'�"#� 
���	�� �	�
z1
z2

= z1 · z−1
2 � 	� �������� #�# ������� ��	� ������� ����	�� %���(���!)

z1
z2

· z2 = z2 · z1
z2

= z1.

���#���#% ����	��� ������	 ��������� �� �!��"� z2 �= 0� 	�� #�# ������) *�� ���� ����	�
����+ � � �� 
�� ��	������ � ��(��,
���������� -������� ���(��� � %���(��� �
 +��� �
���	
�� ���	���%	�
���	�)

(z1 + z2) · z3 = z1 · z3 + z2 · z3.

�	
�������� �� ���	���
� ���������� ����� � 

�������� �� ��� ��������������� ���
������� ����
��� ���� ���������� ������

.���� 	������ *����, �	���	  ��� ��+����

�
���
 �� ����� z1 = 2 + i, z2 = 1 + 2i� �����

z1 + z2 = (2 + i) + (1 + 2i) = 3 + 3i;

z1 − z2 = (2 + i)− (1 + 2i) = 1− i;

z1z2 = (2 + i) · (1 + 2i) = 2 + 4i+ i+ 2i2 = 2− 2 + 5i = 5i;

z1
z2

=
2 + i

1 + 2i
=

(2 + i) · (1− 2i)

(1 + 2i) · (1− 2i)
=

2 + i− 4i− 2i2

1− 4i2
=

4− 3i

5
= 0, 8− 0, 6i.

��������	� ���
��		�� �����

�	
�������� ��  
� ���������� ����� ����
����� ��������� ����	!�����" ���� �� ��#�
��
�������� ����� ��
��" � ������ ����
����	�� � ������ $����" ����	!���� �����

z = a+ bi" �%���������� ��� z = a− bi�

�������� �	�
���� ���	�������� ��	
�������

/� .%��� � ����+
������ �
%$ #�����#��� ���� (0���$ �����  
� !	� ����	
�	������� ���1
����� ������ ����+
������  
� �	� #
����	�� ���%� �!��"� �+ �	�$ �����)

z+ z = (a+ bi)+ (a− bi) = 2a ∈ R � z · z = (a+ bi) · (a− bi) = a2 + b2 = |z|2 = |z|2 ∈ R.

2� z1 ± z2 = z1 ± z2 ����
�����3

4� z1 · z2 = z1 · z2 ����
���	� �����3
5� z1 : z2 = z1 : z2 ����
���	� �����3

6� z = z ����
�����

54



���������	��
���� ���� ����� ������������ 
���

������ z = x + iy ��	
�� ���	��� ����������	
�� ����� ������ ������������ 
���� z� ���
����� �� ����� ������� �������� � 
��������� ��� �	 ����� �������� ���� ���� � �������
	������ ������� ���������� !"� ����� ��� �� �������  ������� � �������� ����� �� ���#
������	$ 
����� ��������	$  ��������
����� ������
%��������� ������ ������ ������ ���������	$ 
����� &�����
�� 
���� ϕ � r (r ≥ 0) ������	�

���������	 ��
�� M(x, y)� �
���� ��
��� ��������� �������� � ���� �������� ���������� ���
Ox ' �������� ����� (���� ����� ����� ������"�� ������)����*{

x = r cosϕ

y = r sinϕ

+������������ ����������� 
���� �� �� ����������  �����*

z = x+ iy = r cosϕ+ ir sinϕ = r(cosϕ+ i sinϕ)

��� 	�� ���� ���	����� ��������������	
�� ����� 
�����
	���� ��	�� �

• ,���� r = |OM |� ������� ������� ������������ 
����* |z| = r =
√
x2 + y2�

• -��� ϕ� ���������	� ������.�������
−−→
OM � ���� ������	� ����������� ��� OX� ���	#

����� ���������� ������������ 
���� z� &�����
�����* Arg z =
{
ϕ : cosϕ =

x

r
, sinϕ =

y

r

}
�

���������� Arg z ������������ �� �������
��� � � ��
������ �� ���������� 2πk� ��� k ∈ Z� /�
���
���� Arg z 	�������� ������ ���
���� arg z� 0� ����
���� ��	
�� ��������� 
�� arg z ∈
(−π, π]� (���� Arg z = {arg z + 2πk : k ∈ Z}�

������ ��� arg 2 = 0� arg(3i) =
π

2
� Arg (1− i) =

{
−π

4
+ 2πk : k ∈ Z

}
�

	
���
� ������� � ���������
 ���������� �����

�� 0�� ��� ���� 1	
������2 ���������	$ 
���� �$ ������.�����	 �����	����� 1	
���#
����2 �� ������ ����������������

�� 3����� ����������� 1
�������2 ��$ ���������	$ 
���� ���� ����������� 1
�������2
������� 4��$ 
����� � ��� �������� ' ����� 1��������2 ��������� 4��$ 
����� �

5������������ ����� z1 = x1 + iy1 = r1(cosϕ1 + i sinϕ1)� z2 = x2 + iy2 = r1(cosϕ2 + i sinϕ2)�
�����

z1z2 = r1r2(cosϕ1 cosϕ2 − sinϕ1 sinϕ2 + i(cosϕ1 sinϕ2 + sinϕ1 cosϕ2)) =

= r1r2(cos(ϕ1 + ϕ2) + i sin(ϕ1 + ϕ2))

1��������� ������������
����� ������	 �������� � ������ ����	2� 5�����

z1
z2

=
r1
r2

· cosϕ1 + i sinϕ1

cosϕ2 + i sinϕ2

=
r1
r2

· (cosϕ1 + i sinϕ1)(cosϕ2 − i sinϕ2)

(cosϕ2 + i sinϕ2)(cosϕ2 − i sinϕ2)
=

=
r1
r2

· cosϕ1 cosϕ2 + sinϕ1 sinϕ2 + i(sinϕ1 cosϕ2 − cosϕ1 sinϕ2)

cos2 ϕ2 + sin2 ϕ2

=

=
r1
r2
(cos(ϕ1 − ϕ2) + i sin(ϕ1 − ϕ2))

�������� ������������
����� ��������� �������� � ������ ���������

������ ���� ��	�
���� �
����� �� �����	��� �������� arg z �� ��������� (−π, π]� ��	� �� �	���

��� ����� ������
��� � ����� ���� 
� ���
��	����� 
����� ���������� �����  ���	� arg(z1 · z2) =
arg z1 + arg z2 �����	�
 ��	
��� �	���� !� �"
���# � ������	�
�� �	� ��"���
�� 2π$� %
�	��"
 ��	
����� � ������
�� �����
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�� ������	 
�	��	� ��� �������	�� 
����
�	��� ���� � 	������	�� �����	� n ��� �����
���������� � �����	� n� � ������	� ������������ � n ����

����������	�� ����� z = r(cosϕ+ i sinϕ)� ����� �����	� ������ ��	���	��� ������

zn = z ·z · . . . ·z = (r ·r · . . . ·r)(cos(ϕ+ϕ+ . . .+ϕ)+i sin(ϕ+ϕ+ . . .+ϕ)) = rn(cos(nϕ)+i sin(nϕ)).

����� ��� ����� �����	
�� �� ��	��	
� �����
 �������	
�� 0 < |z − 1| < 3�
����
��� �
� �� ���� z1 = x1+iy1 � z2 = x2+iy2 ��	� |z1−z2| =

√
(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2 �	
�

��		
����� ����� 
������ z1 � z2 �� ��	��	
�� �����
� �������	
�� ����� �����	
� 
���
�	� 
���� z� �������� �
 
���� 1 �� ��		
����� �
 0 �� 3� ��		
����� ����� ���� 
���� �	�

���� 	�������
�  ������ �
���
�! ���" 	 #��
��� � 
���� (1, 0) �����	� 3 	 ������
��
#��
����

����� ��� $�����
� �������	
��

|z1 + z2| ≤ |z1|+ |z2|, |z2 − z1| ≥
∣∣∣|z2| − |z1|

∣∣∣. �� 

 ����� �������	
�� ������� "����
����	��� %
���� ���
�� z1 �
 ����� ��������
� � ���&


�� z2 ' �
 
���� z1� (�"�� 	���� )
�� ���
���� �����
 � 
���� z1 + z2 � �� ������


���"����� 	 ���*����� O� z1 � z1 + z2� (����� ��*� �������	
�� �����
��	� � �������	
��

���"�������

+
���� �������	
�� ������� �� �����"�

|z2| = |z2 − z1 + z1| ≤ |z2 − z1|+ |z1| =⇒ |z2| − |z1| ≤ |z2 − z1|,
|z1| = |z1 − z2 + z2| ≤ |z1 − z2|+ |z2| =⇒ |z1| − |z2| ≤ |z2 − z1|.

���������� ����� n−� ������� �� ������������ ����	� ����� ������	�� ��� ζn = z� ���

ζ = ρ(cosψ + i sinψ), z = r(cosϕ+ i sinϕ).

!������ �	�� r � ϕ� 	���� ρ � ψ� �� ���� ������ 
���	� n−� �����	� �� ���� r� !������ ������
��� "�� ������ 	� ��
�� �������� 
�
 �������	�� � �����	�� !���#�� ������������$�� ����	�	���

ρn = r, cos(nψ) = cosϕ, sin(nψ) = sinϕ.

%���� 	�&������ ��	��	��	�� ���
��
� r � ρ ' 	�����(����	)� ����� �� ρ = n
√
r� * ������	+

��� ���	��� �� ����� ��� � 	�
����)& ���& ���� ��������� ��	�� � 
���	�� 	� ������� ���,$�
������� ��� "�� �) ���������� -	� ����� ��������� 	� 2πk� ��� k ∈ Z� ��
�� �,������

nψ = ϕ+ 2πk, ���������	�, ψ =
ϕ+ 2πk

n
=

ϕ

n
+

2πk

n
, k ∈ Z.

!	����� ������	� ψ ����������� 	� ���	����		)� �,������ *
��
� �����	)& �	���	�� ��+
��� ���	����� ψ. ���
��
� ��� ��,���	�� (���� ���� �������� 2π 
 ������	�� ���
� 	�

���
���� ����&���� � ��,�� �� 
�������� �����	)& �	���	�� ,���� ���	����� n� ψ =
ϕ+ 2πk

n
�

k = 0, 1, . . . , n− 1� ��
�� �,������ �
�	�����	)� ����� �����$���
������ �� ������	��"� ��	� z = r(cosϕ + i sinϕ) �= 0 �������� �� ����������� ,�-�	
���

n �������� ������	��� ��	� ζ0, ζ1, . . . , ζn−1� ������ �� ��
���� ����
	� ��������� �����

n−! 	
����� �� z�

ζnk = z, ζk =
n
√
r(cosψk + i sinψk), ψk =

ϕ+ 2πk

n
, k = 0, 1, . . . , n− 1.

-����� ������� ��� n
√
z ������� ���"�������! .���#��!� �����,	� ��
�� /�	
(�� ,���� ���+

������ � 
���� 
����
�	��� �	�����

01



������ ��� ��������
4
√
1� 	
���� � ���������������� ���� 1 = 1 · (cos 0 + i sin 0)� ����


r = 1� ϕ = 0� 	�
���� ρ = 1� ψ =
2πk

4
� k = 0, 1, 2, 3� �
��� ���
����

ζ0 = 1, ζ1 = cos
π

2
+ i sin

π

2
= i, ζ2 = cos π + i sin π = −1, ζ3 = cos

3π

2
+ i sin

3π

2
= −i.

	
����� ��� ��� �����
���� �������� ���� ����� �
 ��������� � �������
����� ���

������ ���� � ������� �� ������� ��
��
�� ������ ����� n−� ����� �� z �= 0 �
 ���������
����
 ���
�� � ��
������� n−���������

���������	
�� ���� ������ ��������
��� �����

���� ��� ��	
 ������ ��	�	 ��������
�� �	��� � �
 �����
 ���� ��� �������� 
�	����� ����

����
�� 	 �������� ����� �������� � ������	��	 ������
	� � ����
� 	 	�����
	� ���
�� ���

������ ��	�	 �	��� � ���
�
������ �����  �
���
 
� �����!��" 	���# �� 
���� ��� ���

�!���� ��������

��� �	��� x ��������	�� ����
�$�
	� lim
n→+∞

(
1 +

x

n

)n

= ex�  ���������� ���

�
����	�
�" %��� ��������	� 	 ��� ��������
�� �	���# ��� �!���� z = x + iy ∈ C �����
�
�

lim
n→+∞

(
1 +

z

n

)n

= ex(cos y + i sin y)� &���'	� �� ��������
	!# ez = ex(cos y + i sin y)� &�	 (����

����	�
�� ���	 z = x+ i · 0 � ��"���	����
�� �	���� �� ez = ex� )���� ����� %�
��	� ez ��������
���"�����	� �
����	�
��	 ���"����� ����
�" (����
�
��#

ez1 · ez2 = ez1+z2 , ez1 : ez2 = ez1−z2 , (ez1)z2 = ez1·z2 .

&���'	� ������ z = iϕ� ����� ez = e0(cosϕ+ i sinϕ)� �����������
��

eiϕ = cosϕ+ i sinϕ − %������ �"�����

&�	���	� � ���������
�" %���� ��	�	 ��������
��� �	���#

z = reiϕ, ��� r =
√

x2 + y2, ϕ = arg z.

 ��!�� 	 	 ���"��� ������	" 
�� ��������
��	 �	����	 � ��	��
�����	�����" %���� ����

��������� ���

z1 · z2 = r1r2e
i(ϕ1+ϕ2), z1 : z2 =

r1
r2
ei(ϕ1−ϕ2), zn = rneinϕ,

n
√
z = n

√
re

i(ϕ+2πk)
n , k = 0, 1, . . . , n− 1.

*+



������ � ���	�� 


• ��� ������ z = x+ iy ∈ C �	
������ lim
n→+∞

(
1 +

z

n

)n

= ex(cos y + i sin y)

���������	
����� ������� ������ 
����� �������∣∣∣(1 + z

n

)n∣∣∣ = ∣∣∣1 + z

n

∣∣∣n =

((
1 +

x

n

)2

+
y2

n2

)n/2

= e
n
2
ln

(
1+ 2x

n
+x2+y2

n2

)
= e

n
2 (

2x
n
+O(n−2)) = ex+o(1) → ex

��� ������	
������	 �������������	� ln(1 + α) = α + O(α2) ��� α → 0�� �����	 
�������
����������� ������ ������ arg

(
1 + z

n

)n
= n · arg (1 + z

n

)
� �����	 
������� ��� ��� ����������

 ��	!�" n ����� 1 + z/n ����� � ������ �������������� ����

arg
(
1 +

z

n

)
= arctg

y/n

1 + x/n
= arctg

y

n+ x
=

y

n+ x
+O(n−3)

��� ������	
������	 �������������	� arctg(α) = α +O(α3) ��� α → 0�� �����

arg
(
1 +

z

n

)n

=
ny

n+ x
+O(n−2) → y.

#���� lim
n→+∞

(
1 +

z

n

)n

��$�������� %�� ����������� ����� � ������� ex � ���������� y� ���� �����

ex(cos y + i sin y)�

�������� ��� 	�
���������� ����� ����� 
�
 � 
���� �����������
��� ������� ����	��� ���������� ��
������

������������ ���
����

&'



������ �

�� ������	 
���������

����������� 	
� ����������� 	
����
������ ����
���� ������� 
����
����� ��������
��� x 
���

P (x) = anx
n + an−1x

n−1 + . . .+ a1x+ a0, ��� a0, a1, . . . , an ∈ R, an �= 0.

����� n ����
���� ������� ���������� P (x) !�"�# degP (x) = n $��� ��������� �����
��
��� �� ��%� �������& ������� � ����& � ��� ������ ��
�� ���� ���������& �'�
���
���� ��
��� ����& ����
�� ����
�� ����������� $�� ������ �� ���������� 	������
�������& �� ������ ����
��� ���������� ��
�� −∞� 

������ �	� ���������� P (x) = anx
n + an−1x

n−1 + . . . + a1x + a0 � Q(x) = bmx
m + bm−1x

m−1 +
. . . + b1x + b0 ��
����� ��� ��%�� �������� ���������� x ���� � ����� ����& ����� � ��(
��
�� 
�� ��)�������� ��� ���
��
����( ������(# a0 = b0& a1 = b1 �  � 

������������� ����� ��� 	
������	��� n ≥ m ����� 
	����� �	�	���� ��������� ����
��	���� �	�	��� R(x) = P (x) − Q(x) = cnx

n + cn−1x
n−1 + . . . + c1x + c0� ���� � �	�	���	�

P (x) � Q(x) ���� ��� �	��������� 
�� �		��������� �! ���
��!" �	 � �	�	���� R(x) ���
�	��������� ���� ���" ����	������	" 	 
������� ������ #����� 
�� ���! #�����!

�����	$ x� %	 ��	 � 	#�����" ��	 �	�	���� P (x) � Q(x) �	�
����� 
�� ���! #�����! x�
&	��'�� 	(���	�� ����� �	�	��� R(x) 
������� #����� 0 
�� ���! #�����! 
������

	$ x� ����
	�	'�� ������" ��	 cn �= 0� )	��� ��������� x � (���	��	��� 
	�����

lim
x→∞

R(x)

xn
= lim

x→∞

(
cn + cn−1

1

x
+ cn−2

1

x2
+ · · ·+ c0

1

xn

)
= cn.

)�� ��� R(x) ≡ 0" �	 �� �	�'� 
	������ 	�� * 
�	���	�����" ���� cn = 0� ����
	�	'��" ��	

cn−1 �= 0 � �$��� limx→∞
R(x)

xn−1
= cn−1� )�� ��� R(x) ≡ 0" �	 �� �	�'� 
	������ 	�� * �	��


�	���	������ ��	�	�'��" 
	�����" ��	 cn = cn−1 = · · · = c0 = 0�
+���� �	#����� �	����� 	(	#����$� �������	 P (x) = Q(x) �	'	 
	����� ��	��	� )	

�� ��	 ������� � 
������� x" �	 �� ��	 �����'���� 	 �	�" ��	 ��� �	��������� �	�	�
���	� P � Q �	�
������ , ����	���" �	���� ���������	 �������� �������	 P (x) = 0 �����
�	'������	 ����	$ �	�	��� �� �	'� 	(	#����� ����	�	� 0�� -�	(� �#(�'��� �	������
�	�	�	����� � �����$.��" ��	 #�
��� P (x) = Q(x) 	#����� ������� � x" � �������	 ���!
�	�	���	� (���� #�
������� ��(	 P (x) ≡ Q(x)" ��(	 P (·) = Q(·)" ��(	 
�	��	 P = Q� /��
������� �� ���� ��������� �������� �	���	 ��� #�
���$ ���� P (x) = anx

n + · · · + a0" �	�	���
	
�������� �	�	����
0������������� 	
������ ���	'���" ��������" ��	'��� � �	�������� � 
����	'���

�	�	���	�� �� !	�	.	 �#������ , ����	���" �� #���" ��	 ��
	��� ��	$����

• (P +Q) +R = P + (Q+R) ����	������	��� ��	'����1

• P +0 = 0+P ��� ����	���� ��� 
	 ��	'��� * �	�	��� � ������� �	������������1

• P +Q = Q+ P ��	��������	��� ��	'����1

• P + (−P ) = 0 ��� ����	���� 	(���	�	 ������� 
	 ��	'����1

• (P ·Q)R = P (Q ·R) ����	������	��� ��	'����1

• P · 1 = 1 · P ��� ����	���� ������ 
	 ��	'��� * �	�	��� 1(x) = 1�1
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• PQ = QP ����������	
���� ��
��
����

• (P +Q)R = PR +QR �����������	
������

��� �������	�
�� �����
��� �� ��
��
�� �����
�� 
����� �������� ��� ��� 
��� �� !�������"
	 �	 �
������
 P (·) = x" �# 
� 
�$��� �����
��� � 
��� �� ��
��
�� % 
�� ������ �
������
�
Q(x)" ��� xQ(x) ≡ 1�

������� �� �����
�� �
������
�	 � ���������	 ����� P (x)� Q(x) � �	
�
��	�� ������ �	
�
�
��	 Q(x) 	� ������� �
�������		
 	������ �
��� 	������� ���
� �	
�
��	 T (x) ��
��
�
�	
� �
�������		
 	���
��� �� �
�
�
�
  ���� ���
	�	
 ����	���


P (·) = T (·)Q(·) +R(·), ��� R(x)− �	
�
��	, degR < degQ. �&�

��� !�
� �	
�
��	� T (x) � R(x) 
������	� 
�	
�	��	
�

!�����
�� ����� �
������
�	 T (x) � R(x) 
� #	����� ���	��� � 
�����
� �
������
�
P (x) 
� �
������
 Q(x)� '
������
 T (x) 
� #	����� 	��
	�� ����	��" R(x) % 
�����
��
(� ��
�" R(x) ≡ 0" ����� ��	����" ��� �
������
 P (x) ������ 
� �
������
 Q(x)" � �
������

T (x) 
� #	��� ����	�� �� ����
���

�����������	 )��� degP < degQ" �� ��
� 	 ��� T (x) ≡ 0" R(·) = P (·)�
����� degP ≥ degQ" �����

P (x) = anx
n + an−1x

n−1 + . . .+ a1x+ a0,

Q(x) = bmx
m + bm−1x

m−1 + . . .+ b1x+ b0, an �= 0, bm �= 0, n ≥ m.

*��������� �
������


P1(·) = P (·)− T1(·)Q(·), ��� T1(x) =
an
bm

xn−m.

+��	��
�" ��� degP1 ≤ n− 1� )��� degP1 < m" �� ������ T = T1" R = P1�
)��� 
��" �� �����
�� � �
������
� P1 �������
��" �
������
#� ���	���

#� 	#��" � �������
�
������
# T2 � P2� , ��� �����"  � ��
��
�� ����� ����	 ������� �
������
# Tk � Pk �����"
���

Pk(·) = Pk−1(·)− Tk(·)Q(·), degPk < degQ.

-���� ������
R(·) = Pk(·), T (·) = T1(·) + . . .+ Tk−1(·) + Tk(·).

������" ��� �
������
# T � R ��������
# ��
� 
��
�� .�������" ���

P (·) = T (·)Q(·) +R(·) = T̃ (·)Q(·) + R̃(·).

-���� R(x)− R̃(x) ≡ (T (x)− T̃ (x))Q(x)� ����������" ��� T (·) �= T̃ (·)" �����

deg(R− R̃) = deg((T − T̃ )Q) ≥ degQ,

��� �����	������ �&�� /
����" T (·) = T̃ (·)" ����� R(·) = R̃(·)� )��
��	�

���� ���� �
��

������ ��	 "������ � 
�����
� �	
�
��	 P (x) = 2x5 − 3x4 + x3 − x2 + x + 2 	� �	
�
��	
Q(x) = x2 − x+ 1� �

��� T1(x) = 2x3� �
���

P1(x) ≡ P (x)− T1(x)Q(x) = 2x5 − 3x4 + x3 − x2 + x+ 2− (2x5 − 2x4 + 2x3) = −x4 − x3 − x2 + x+ 2.

#����	� P1  
�$�� ��� � Q� �
!�
�� ��
�
���� ��
%���& T2(x) = −x2�

P2(x) ≡ P1(x)− T2(x)Q(x) = −x4 − x3 − x2 + x+ 2− (−x4 + x3 − x2) = −2x3 + x+ 2.
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������� P2 ����� 	�
���� �� ������� Q� ������� ��
���� T3(x) = −2x�

P3(x) ≡ P2(x)− T3(x)Q(x) = −2x3 + x+ 2− (−2x3 + 2x2 − 2x) = −2x2 + 3x+ 2.

������� P3 ����� ������� Q� ����� ���
����� 	���� T4(x) = −2�

P4(x) ≡ P3(x)− T4(x)Q(x) = −2x2 + 3x+ 2− (−2x2 + 2x− 2) = x+ 4.

������ ����
��� ������ ����� T (x) ≡ T1(x)+T2(x)+T3(x)+T4(x) = 2x3 − x2 − 2x− 2� �������
R(x) ≡ P4(x) = x+ 4�

�������� ��	 
	���	 ������� � �	�������� 	�	������ ��	���� ������ ��� ��������	� ��
����� ��
	��	���

2x5 − 3x4 + x3 − x2 + x + 2 x2 − x+ 1
2x5 − 2x4 + 2x3 2x3 − x2 − 2x− 2

− x4 − x3 − x2 + x + 2
− x4 + x3 − x2

− 2x3 + x + 2
− 2x3 + 2x2 − 2x

− 2x2 + 3x + 2
− 2x2 + 2x − 2

x + 4

��������� 	 ���	���� ���� 
 ������� �� ��
���� �����
��� P (x) �� 
������� ���
�� (x−c)
����� P (c)�

�������������
 !	�	"�� # ��	���� Q(x) = x − c� $	
� degR = 0� �	 ���� R(·) % �	��������
������� P (x) ≡ T (x)(x− c) +R� ���	#������	 P (c) = R�

&	 ����	�'�
	 �	����� �� 
	#	���� 	 ��	
	�����( � #�'���#������ �	)������������ *	
����	 �� ��+��� ��� ������� ��	
	����� � �	)����������� aj ∈ C� !��������, x �	"� �	"�	
	�������� � #�'���#���	- 	�� # �	��������, ��	��	���� .�� )�	 ����� �� ���"���� �� ��+�(
�����"����(� ���� �������������� 	������� � �	���������� ������� 	����,� #���� ���� "�
�#	-��#���� ��	 � 	������� � #�'���#������ �������� /���� � )�	
	 �	����� P (z) % ��	
	����
�	�������	- ��������	- z � �	���������� �	)������������ . ������ #�'���#����( �	)������
���	# 
	#	��� P (z)  ��!��������� �����
���

����������� ��
 "��
� c ∈ C ���������� ������ �����
��� P (z)� �
� �
��	��������� ����#
����� P (z) = 0� ��
� ����
������ ��������� P (c) = 0�

��������� �
 "��
� c ∈ C ��
����� ������ �����
��� P (z) ����� � ��
��� ������ ����� P
��
���� 	�� ������� �� ���
�� (z − c)�

������� 	�
 "��
� ���
���$ ������ ����
����� �����
��� �� ������$���� ��� ��������

�������������
 !���� c1 % �	���� ��	
	����� P (z)� $	
� P ������ �� z − c1 ��� 	������� �	
���� P (z) ≡ (z− c1)P1(z)� 
� P1(z) % �	"� ��	
	����� &����� ����� c2 % �	���� ��	
	����� P1(z)�
�	
� P1(z) ≡ (z − c2)P2(z)� / ��� ����� �	������

P (z) ≡ (z − c1)(z − c2) . . . (z − cm)Q(z), �0 


� ��	
	���� Q(z) �� ����� �	���-� .���� ��	 ������� ��	
	����� P �	��+� ��� ��#��� ���
������� ��	
	����� (z − c1)(z − c2) . . . (z − cm)� �	 ���� degP ≥ m� !�� )�	� ����� c1, . . . , cm
�#��,��� �	����� ��	
	����� P (z)� � ��
�( �	���- � P ���� �������� ��	 ���� c1, . . . , cm �	
��
���� �	#���,'�� �	���� ���� ����	 ��������( �	���- k ≤ m ≤ degP �
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����������� 	
� ������ c ∈ C �����	
��� P (z) ��������� ������� ��
� P ��
���� ���

������� �� (z − c)� � �� (z − c)2 ��
���� � ����
��� ��������� ���� �
������ ��
� P (z) ≡
(z−c)Q(z)� ��� Q � �����	
��� ���	�� Q(c) �= 0� ������ ��������� ������� ��
� ����������
������
���� 	��
� k ≥ 2 ������ 	�� P (z) ≡ (z − c)kQ(z)� ��� Q � �����	
��� ���	�� Q(c) �= 0�
���
� k � ���� �
�	�� ��������� ���������� ����� k�

����� 	��  ����	
�� P (z) = z5 − 2z4 − 2z3 + 4z2 + z − 2 ��!�� ���
�!��� �� ���!���
�"

P (z) = (z + 1)2(z − 1)2(z − 2).

#��	��� �� ����� ������$ ������ c1 = 2 � ��� ����� ��������� 2" c2 = c3 = −1� c4 = c5 = 1�

���������	
 � ��������
	�� ������ ��� ������ �� m �	
 ��	�� ������ ���������� P 	
����� �� �����	� �� �� ������ �����
 	����	� 	��
�� ���� ������ ��� �����	
��  �������
�	������ ������ ���

������ ��� ���
� �����$ ����
����� �����	
��� � �	���� �% ��������� �� ������%���� ���&

���� �����	
����

!������ �� ��������� "�������
��� 	�"��� ���� ���	� �� ���
 ����	������ ���#
���� $�"������ � ���������� x2 + 1 �� ������� "������������ R �� ���� 	����� ������� ��
��������� �� ����� �����$ ��� ��
�� ����������% 	���
 R�� $�� "���� ���"���	��� ��	��
��������� x2 + 1 ���� ��� �����% ±i� &"�������� �'��� (��%

������ �� ��	������ ������ ����'���� '�� ��
�� ����
����% 	���
 
���$ �����	
�� ���&
���� n ≥ 1 ����� ����� n �����$ � �	���� �% ����������

)������� "�� ��� �����	� 	���	������ $�"������ ��������� z2 ���� 	�"��
 2 � �	�#
�� ���� �����
 c = 0� )����� 	���
 *� �����
 ���� ������� "�	���
�� �� ���� ����+
�����	
�

����� 	�� (���� P (z) = z5+3z3−4z� )	������� 	�� � ���� ���� ������ c1 = 0� *��
�!�� ��
���!���
�� ��
�	�� P (z) = z(z4 + 3z2 − 4)�  ����	
�� P1(z) = z4 + 3z2 − 4 ���������� � ��
�
� ��	�� 1� �
�������
���� �� ����� ����������$ ������ c2 = 1� *����
�� P1(z) �� ���	
��
(z − 1)� ��
�	��

P1(z) = (z − 1)(z3 + z2 + 4z + 4).

 ����	
�� P2(z) = z3 + z2 + 4z + 4 ���������� � ��
� � ��	�� −1� �
�������
���� ����� ������
c3 = −1� *����
�� P2(z) �� ���	
�� z + 1� ��
�	��

P2(z) = (z + 1)(z2 + 4).

)	������� 	�� �����	
�� P3(z) = z2 + 4 ��������� ��
�!���
��� ���	���� ��� 
���� ��&
���������� z� �
�������
���� �� �� ����� ����������% �����$� )����� � ���� ���� ��� ���&
�
����% �����" c4 = 2i� c5 = −2i�
+���� �������� �����	
�� P (z) ����� ��� ��
�� ����
����% 	���
 5 �����$" c1 = 0� c2 = 1�
c3 = −1� c4 = 2i� c5 = −2i� ,�� ���
�!���� �� ���!���
� ��� ��
�� ����������% 	���
 �����
���

P (x) = x(x− 1)(x+ 1)(x2 + 4),

� ��� ��
�� ����
����% 	���
"

P (z) = z(z − 1)(z + 1)(z − 2i)(z + 2i).

��



������ � ���	�� 

������� �� ��������� �	�
	�� ��	�
��	 ��� ����� 	�����	
�� ��
�� ����� ��������� 
���

���� n ≥ 1 ����� ����� n 	����� 
 ������ � 	�����
���


���� �	 ����� ��������� P (z) 
������ ≥ 1 ����� � C ��� �� ���� 	������

������������� ����� ��� �������	 ���� n = 1� �� ��	 ��	������ ����� n ≥ 2�
��� �	 ������� f(z) = z� ��	������ �	�
	
���� � ������ ����	 z0 ∈ C�  	������	����� ���
�!��� ε > 0 ����	��� ����	 δ ���� 
���� ε�� ��� ��� ������ |z − z0| < δ� ��� �
�"� ������	�
|f(z)− f(z0)| < ε�
�
��"�	�	��	 ����� �	�
	
����# $������ �	�
	
���� ��
��	� � ����"��	�����	 % ���� ��

&�� "��	�	 ������ ��� $������ �	'	���	���� �	
	�	������ ��	� �!��� ������	� P (z) �	�
	
��	�
� �!��� ����	 z0 ∈ C� (��� �	�
	
���� � $������ f(z) = |P (z)|�  	������	����� |f(z)− f(z0)| ≤
|P (z)− P (z0)| ���� ���
�	 �	
��	����� � �)���
��� �	 ������� f(z) = |P (z)| �	��
����	����� "����� � ����	���� 		 "���	��� � C ��'	����	�
������ ������ 
��� % ���"����� 		 μ ≥ 0� (�� ��� ��	�	�� ������	�� ≥ 1� �� f(z) → +∞
�
� |z| → +∞� *������
�� "�������� �
� |z| ≤ r � �����	����� ��������� ��������� ����+��

������ r� ����� f(z) > μ + 1 �� ����	���	 |z| ≥ r� (��� ������ ������ 
��� $������ f(z)
�� ��+	� �
�	 ����� 
���� μ ��	�� ��	 �
�� "���	��� $������ �	 ���� �
����"����� � μ %
"������ ��� &�� �	��!� ����
� �
����
,� "�������� �
� % ������� ��
��	�-�� �� �	�
	�	 .	�	
+�
���� �	�
	
����� $������ ��

�������	 ������	� ���	� ������ ����	� 
��� ��
��	�-�� /������ ����	��� ����� z0 �" �
��
|z| ≤ r� � ����
�� f(z0) = μ� (�� ��� f(z) > μ + 1 �� ��
������� |z| = r� �� &�� ����� �	��� �
���
���� �
�	 |z| < r�
��� �	 0��"����� P (z0) = a� 1�����	� P (z)−a ������	��� � z0� ����� k % �
������� 	� ��
��
z0� (��� ������	� ����� ���	���� �� (z− z0)

k �	" �������� ��	� P (z)− a ≡ (z− z0)
kQ(z)� �
��	�

Q(z0) = b �= 0� ���� degQ = 0� �� �� ����������� �� &���� � 	��� degQ ≥ 1� �� 
�"�	��� Q(z)− b
�� (z − z0) � ������� Q(z)− b ≡ (z − z0)R(z)� . �!��� �����	�

P (z) ≡ P (z0) + b(z − z0)
k + (z − z0)

k+1R(z)

�� �	
��� �����	 R(z) ≡ 0�� ������� |R(z)| �	�
	
����� *������
�� ���	����� �
���� |z−z0| ≤ ε
������ ����� �� ����� ����
� �
�� |z| < r� . &��� �
���	 $������ |R(z)| �
����	�� ��	
#� ��
�	�
	�	 .	�	
+�
���� ��
��	�-�� ��	� |R(z)| ≤ M �
��� �	 ���� μ = 0� �� P (z0) = 0 � �	��� ����"���� �
	��������� ��� μ > 0 � ���
���	� �
����
� �
�����
	��!� 0��"����� argP (z0) = ϕ� ��	� P (z0) = μeiϕ� ����� b = seiψ� �	 s > 0� ����	
	�
����� z = z0 + δei(ϕ−ψ+π)/k� �	 ����� δ ���	
	� �	��+	 ε � ����'	 ���
	��� � ���!� (���

P (z) = μeiϕ + sδkeiϕ+iπ + δk+1eiαR(z) = (μ− sδk)eiϕ + δk+1eiαR(z),

�	 α = (ϕ− ψ + π)(1− 1/k)� ����	��		 ����	��	 �� �����! �	 �
	���#���� Mδk+1� ��	�

|P (z)| ≤ |(μ− sδk)eiϕ|+ |δk+1eiαR(z)| ≤ μ− sδk +Mδk+1 < μ,

	��� δ < s/M � ������	��� ��� $������ f(z) = |P (z)| �
�����	� "���	��� �	��+	� �	� μ %
�
�����
	��	 ���������� ��� μ % ������ ������ 
��� f(z)�� /������ ��	2����� μ = 0 � z0 %
��
	�� ������	�� P �

������������� ������� ��	 ����� degP = n ≥ 1� 3������ �	��	� ����	��� 	� ��
	�� c1� ��	�
P (z) ≡ (z − c1)P1(z)� �
��	� P1 % ������	� ��	�	�� n− 1� ���� n− 1 = 0� �� �	�
	�� ����"����
4���	 ����� �
��	��� �	��� � ����	� ��
	�� c2 ������	�� P1� ��	� P (z) ≡ (z − c1)(z − c2)P2(z)�
�	 degP2 = n− 2� �
������� ��+ �
��	��� ,� n2�� +�	 �
��	� � 
��	�����

P (z) ≡ (z − c1)(z − c2) . . . (z − cn)Pn(z),

�	 degPn = 0� ��	� Pn % ��������� ��	���	��� % ����	 P ≡ 0�� 1� ��+�� 
���� n ��
�	�
������	�� P � ������ ��� �
��# ��
�	� �	��
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������ �

�� ������	
���
� ��������� ������� ����	� ����� 	�����

��

�� � ���� �	�
� � �
��
� ���
	� �
 �	��� ������	�� ���
�����
���� ������ � ��������
�
������ �����
��	�
 ������ �	�����
	�� � ������� ��� ����������� ������ ��� ������ �
	�����
�� �
�
�	��
	�
 ������ 	
���������	�� ��
� AB 	
 �����	� ���	��!�� BA� "
�
�	��
#
	�
 �	�����
	�� ���������	�� 	� �����	� ��
�
	� �� �	��
	�� 
��! ���!�� $�� 	
	�
���
��	���	�� "
�
�	��
	�
 �
������ �����
 	
 ���
$
�
	�� ���� 
��! ��
����� �	��
	�� 	� ���#
���� %��� �
 ������
� ��������!�� � ���� �	���������� �������

����������� 	
� ������� ��	
����� �������� G � ��������� �� ��� ��������� ◦� �������
���� ���������� ����������

�� ��� ���
� a� b ∈ G �
�������� a ◦ (b ◦ c) = (a ◦ b) ◦ c � ��������������

�� ��������  ����� e ∈ G �!��� "� a ◦ e = e ◦ a = a ��� ����#� a ∈ G � ������������
���������#�  �������

�� ��� ����#� a ∈ G �������� a−1 ∈ G �!��� "� a ◦ a−1 = a−1 ◦ a = e � ������������
������#�  ������$

������ ��	
����� �������� %!����������&� ���� ��� ���
� a, b ∈ G �
�������� a ◦ b = b ◦ a$
����	�
��� �� ���
$
�
	�� ���� ���
��
� 
$�	���
		���! 	
 ����!	��� � �����	��� ��
�
	����
%
 �����
�!	�� ���! e1 � e2 � $�� 	
 ����!	�� ��
�
	��� &��$� �� ���
$
�
	��

e1 = e1 ◦ e2 = e2.

'	������	�� ���! a1� a2 � $�� �����	�� ��
�
	�� � ��
�
	� a� &��$�

a1 = a1 ◦ e = a1 ◦ (a ◦ a2) = (a1 ◦ a) ◦ a2 = e ◦ a2 = a2.

(����� � ������� ������� ��
����� ◦ ���	��� )� ��� ���$����* 	������! ����
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	������� �������
��� (����� � ������� ◦ � ��� �	��
	�
� 	������� ��������!����
�
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	�� � ���� a � ������������	�
 ����� (−a)�

� +������
 �	��
���� Q∗ = Q \ {0} � R∗ = R \ {0} �������� ��!����������	��� ��
�
����
�������� (������� ��
����� � ���
��	�
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�
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� ����� 1� ���! �����	��� � ���� a � �����
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a
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�� ��������� ���	 
����� ��������� {1, 2, . . . , n} �������� ������� ������������ �������
��������� ���
�������� �������������� ���� f � g � ��� 
������ �� ��������� f(g(·))
���� �������� 
������� �������������� ��������  ���������!"� �������#� $������ � $��
������������� ���
�������� %������ � �&
�� 
����� ��'������� �
������ ���
�������
� ���� 
������ (������)�&�� ������ ���#��&� ������� �����	
����� ���� 
����� �� n
�����	 � $�� ��� ��� ������������ $��	 ������ * ������� �� ���	 ����#��'�	 ���������
������ ������ ������� � � ��� n! $��������� +�� ������ �
������&� Sn�

�� ��������� ���	 ���������#	 ������ n,�� ������� �� �����#� ��� �# ������ ����� ���
{εk = e2iπk/n : k = 0, 1, . . . , n−1}� -��
��� $�� ��������� �������� ��������� ���������#	
�����. εk ·εl = εm� ��� m = k+ l� ���� k+ l < n� � ����� m = k+ l−n� (������ �
����� ������
�� n $��������� /������ �������� ε0 = 1� � �
����#� � εk �������� εn−k� 0��������� ��
���
�������& �������� ��� ��� εk = (ε1)

k� ���� ��� $������# �����# �������&��� ���������
������ 1������������� $�������� 2���� �����# ���#��&� �����������

������	�
�� �� ������� �
���
�	�� ������	�� K � ����
����� �������� � ����������
���
�
���� ���������� �����	�
���

�� �	����	����� ����
��� �������� K ��	� 
�����
 �����
 ���
 �
���
�	�� 
���	����� ���� 
��� ����
 K!"

�� ��� ����# a, b, c ∈ K ���������� a(b+ c) = ab+ ac � (a+ b)c = ac+ bc $ ���	����	�����	�
��������� �	����	����� ��������"

������ �
���
�	�� 
�����
	������ ���� ��������� � ��� 
�����
	����� (ab)c = a(bc)� � �� 
��	
	������ ���� ��������� � ��� ����	
	����� ab = ba% &�����	 1 ����
 �
���
�	��
��������� ���� 1 · a = a · 1 = a ��� ������ a ∈ K% '��� 	
�� (�����	 ��	�� 	� K �
���
�	
������ � ��������%

������	
�� %��������#� $������ �� �������&  �
������� ��� 0" ��������� ����������#� �
3
�����. ���� 01 � 02 � ��� ����	 $�������� �� 01 = 01 + 02 = 02� ������ ��� �&
��� a �� �����
0 · a = (0+ 0) · a = 0 · a+ 0 · a� /��� �
�������� 0 · a = b� �� �������� b = b+ b� (��
����� � �
���
������ $������ −b� ������� 0 = b� 0���� 0 · a = 0� ����������� ������������ ��� a · 0 = 0�

������	
�� /��� � ����� ��'������� ������� �� ��� ���������� ����������#� �
�����  ����3
���� ����"�

�������

�� 4�����#� ��������� Z� Q� R ����&��� ����������#�� �����������#�� ������� � �����3
�� ������������ �
#��#	 ������� �������� � ����������

�� ��������� 2Z ���	 ����#	 ����� �������� ����������#� �����������#� ������ 
�� ���3
��#�

�� ��������� ���	 ����������� �������� ����������#� �����������#� ������ � �������
������������ �
#��#	 ������� �������� � ����������

�� ��������� ���	 �������� ���	������� ������������ � ��������� �������� � ����������
��������� �������� ������������#� �������������#� ������ 
�� �����#  ���������!"�

�� 5�1�������� ����������� ����� n� *������ ��������� ��#	 ����� � ����������� �� ��
��	� �����#� ��� ������������ ������� �� n ���&� ��������#� �������� ������� ��������
����� k � m �����������&��� � �������� ������ ����� k−m ������ n� %�������� ���� n = 3�
��

0 = 3 = −3 = 6 = . . . , 1 = 4 = −2 = 7 = −5 = . . . , 2 = 5 = −1 = 8 = −4 = . . . ,
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��� ��� � ���	
 ���	����	���
 ��������	 ����� ��� ��	�	��� {0, 1, 2}� ����� n ��������

������� ��	
����� � ���	����� ������� ���	���
� ��� ��� �����	����� �� ������ n�
������	�

12 = 0 (mod 3).

�12 ����� ���� �� ������ 3� ��� �12 �������� � ���	� �� ������ 3�� ������ ���������

��	�� �!�� ������� ����	��! � �����	��!� "�� ���� �	���#��� ����������! ��������# �

�������� �� 0 �� n − 1 � ����$#� �����	��! �� ������ n� %�����	�� ��! n = 3 ���� �

����	��! � �����	��! �������

+ & ' (

& & ' (

' ' ( &

( ( & '

× & ' (

& & & &

' & ' (

( & ( '

"�����#�� ��! ����	��! � �����	��! ������	�� ��	 ������� ���# �� � ����	 ��!��! ����)

�	��! ���	����� ��*���!���!� �� �� ������� ���# �� +������	���	� ��� ��	,���� ��	�	�

����	��� - ��$	��������	 �������� ��	�	��� �� ����	���� .	��� ���	�#� ��� ������� �

k !��!	��! n−k� "�����	���	 ���# � �������� ������� 
�����
 �� ������ n � ���������

Zn� /�	������ ��� ���# � ���� �������� ������������ � �����	� 	���� 	
 - ����� 1�

����������� 	
� ����� �	��
	��� 	����	��
��� ������	��
��� ������ � ��������� 
 ���

����� �	���� �������� ����� ����
���� ����� ���	�����  ������ �����!�� �� ������ ����

����� �� ����	����

�������

�� �������	 ����	���� Q � R !��!���! ���!��� 0��# � Z ���	� �	 !��!	��!1 � �	� �������

���#�� ��	�	��� ±1�

�� 2���	����� �����!$		 �� ���* ��	�	����1 {0, 1} !��!	��! ���	� �������	�#�� ��	�� �
 ���)

�	��! � �����	��!� 	��� �������#1

0 + 0 = 0, 0 + 1 = 1, 1 + 0 = 1, 1 + 1 = 0, 0 · 0 = 0, 0 · 1 = 0, 1 · 0 = 0, 1 · 1 = 1.

	� 0��# � ����� ����	�� n× n ���	� �	 !��!	��! - �	� ��������������� �� �����	���� ��

� ������! ����� � ��$	����	� ���#�� � ����� � �	���	��� ���	�	���	�	��

�� 0��# � �������	��� �	 !��!	��! ���	� - ������
 ��	�	�� �� �����	��� ��$	����	� ���#)

�� ��! �	���	��* ���������

�� 2���	���� �����	����* ���	� !��!	��! ���	��

3��	���� ��� 	��� a, b - ��	�	��� ���!� �� �� �������	��! ab = 0 ��	��	�� ��� a = 0 ��� b = 0�
4	
�����	�#��� 	���� ������	�� a �= 0� ��

0 = a−1 · 0 = a−1(ab) = (a−1a)b = 1 · b = b.

5 ���# 	 ��� ���
����� ���$	 �����!� ������!�#�! �	 �!����� +��� ��� �	 ������!	��!� �� ����	

���# � �������� ���# ��� � ��������� ����

��������� �	�
�	��� ��� � 	��
 ������ ������ ��� ���	� ���	� ������� ����������	�� ����	�
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������ ��� ���������� 	�
��� ��� ���	��� �� �����	� [0, 1]� ��� �
����� 	�����������
� �������������� ����	�  ��� ���� ��
���
� ��
�� ��������
���� ���������� ���	���

f(x) =

{
1, 0 ≤ x < 1/2,

0, 1/2 ≤ x ≤ 1
� g(x) =

{
0, 0 ≤ x < 1/2,

1, 1/2 ≤ x ≤ 1.

�������� ��� ��� ��� �� �
����� ��
���� �
�������� 	�
���� ����	� ��  ���������� !
��"�������� ��
��� ���	����

������� �	
���� ���������
�� ����������
�� ������ � �	�
���� � ��� 	�������� 
��� 
�

� ����� ��������� ������ �
������
���

������ 	
� #�
��� ����� Zn �
�����  �
��  �������� ��$��� 	�$�� n !  ������ ���
��
%�
� n = pq ! ��������� ��  ��
����� ��
���
� ��
�� ��	� pq = 0�
%�
� n !  ������� ��  ������ �
����&�� �����"������ '������  �����
���� k ∈ {1, 2, . . . , n−
1}� (������ ��  ����������

{kl (mod n) : l = 0, 1, 2, . . . , n− 1}.
)������� ��� ��
� kl1 = kl2 (mod n)� �� k(l1− l2) = nm �
� ��	�����$� ��
�$� m� *���� �����
������� ��
���� �� n� ������ � 
��� ��
���� �� n� +� n !  ������� ������ �� n ��
����

��� k� 
��� l1− l2� *���� ������"��� ��	� k ∈ {1, 2, . . . , n− 1}� '����� ����"�� ��
�	�  ��
l1 = l2� ��	� l1−l2 ∈ {−n+1, −n+2, . . . , n−1}� ,��	� �� ��-�  ���������� ���
����� ,� n -��	
� ��� ��	
�����  ��� ����� �� 0 �� n − 1� )������  � ��	� ����  ���������� ����������
�� ��
�� ���
� �� 0 �� n− 1� ' ���������� kl = 1 (mod n) �
� ��	�����$� l� .� ��	���
�� ���
� 	�"��$� k ∈ Zn ���� �������� �
�����  � ����"����� )������  � � ����
�����  �
����
 �����$� n 	�
��� Zn !  �
��

� ������ � ������
�� �������
����� �� ��������� ���  �� �������
���� ���	���� 
�	 ��!
��� R� "����� �� ������ ����
���  �� ������ ��#� ������
�� �������
���� ��
��
����
�� ����
$��������� ��������
� �� �������� �x � n ����	�
������ %���  �� ����	�
��� & ��'�����

��
������ �� �������� ��� ��	�
� ��
��
�� �������
���� 
�	 ����� R (�������
���� Rn)� %��� *� ��!
��	�
��� &  ����
�� ������+�� ���� K� �� ������ ��
��
�� �������
���� 
�	 ����� K� "����
����
�
�� 
���� 
� ���*���� 
� ���������� ������ , (�� ��� ������������ ������ ���
	���!

�� ������� ����)� ��	� ������ ��
������ ��� ��� �� $$����
�� ������ &  ����
�� ���� K� �
����
����� ���� K = C� ������� �� n+���
�� �������
���� Cn�

���������� ��� *���� V ! 
�������  ���������� ���  �
�� K� *����  V �
� � ������
 ���������� �	���� ! ������"���� ×� 	������ 	�"���  ��� �	���� �����  ������/
���� ��� �	��� �� V � %�
� ��� � ������ 
������  � 	�"���� ����� ��$������� ����

(λ�x+μ�y)×�z = λ(�x×�z)+μ(�y×�z), z× (λ�x+μ�y) = λ(�z×�x)+μ(�z×�y), ∀λ, μ ∈ K, ∀x, y, z ∈ V,

�� $������ ��� V ! �
$���� ���  �
�� K� ' ���������� �� ����� � ������ × $����� ��
������������ �0�
� 	����������� �0�
� � �������� �
$������ %���������� 
���� ��	��
�
$���� �
����� ������������ �0�
� 	����������� �0�
� � �������� 	�
�����

-�������� �������� ����

�� �������
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• !����� ����	�� n × m �� n �= m 
������� ��	��
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����#�
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• $��	� ���
�����
� �
��������
� ���	��� � 	���	�� �
 �	 �
��% ��
�
(�	���

����������� 	
� ���� K ����	��
�� ������������ ������
��� ���� ����� �������� P (x) =
anx

n−1 + . . . + a0 ���������� x ∈ K � ����������
��� aj ∈ K �� ���������� P (x) ∈ K� ����

����� ����� ���	���� ���	����� P (x) = 0K ����
 �� ���� 	 K�

����� ��� ���� Q ������������ ��������
�� !�������� �������� x2−2 ����
 ��������"���
����������
�� �� �� ����
 ��������"��# ������� ���� R 
�$� ������������ ��������
�%
	��"��
� �������� x2 + 1� & 	�
 ���� C ������������ ������
��

)��
	 ���	(��	���
	 ��
����
 �
���	����� (�	� �
�
���	� �
��
�% � �	���� � ����
�� *�
� 
��	����	 (���+ � Rn ����	��
�� n �
��,	 ����-

����������� ��� '	�
��������� ����	��
 ����� �	��
��� �� R4� 	�(� q = a + bi + cj + dk�
(� a, b, c, d ∈ R) i, j, k * 
�� ������ �(������ +��$���� � ����$���� �� 	�,��
	����� ���-
��� �	�
�������	 ����(����
�� ������� �������� .���$���� ���	�(�
�� ������
��� ������ �
���
�� ������ i2 = j2 = k2 = −1� ij = k� ji = −k� ik = −j� ki = j� jk = i� kj = −i� /��$��
	�
�	�
�������	 ���������
 H�

.��
� (�
 ���
�	�	 ����	��
�
� �	�
��������
 "�
�� ���
�����
���� �������� 
�
���  ��/	���
���	 	���� ���
��	��#� )��� 
����
�� H & �	�
��������
	 ���
�����
	
�
���
 � 	���	�� 0(	�� ����
� 
����
� �
� (�
 � ����
�
 ����	��
�� "��
�	 �
��	���	��
 �� 
�	�
�
# ��/	����	� 
�������%

q−1 =
q

|q|2 =
a− bi− cj − dk

a2 + b2 + c2 + d2
, �
��
���� (a+ bi+ cj + dk)(a− bi− cj − dk) = a2 + b2 + c2 + d2.

����	��
�� & ���	� ���
�����
� �	�
��������
� ���	��� � 	���	�  �	�	�	�� )��	
��������� �������� 
������

$
��	��� ���	� �
������	�� (�
 ��,� ��	�� � 	����	� ���	���(	��� �������� �	 �
����
1���  ����	 
(	�� �����	 ���������� �	 �
,	�,	 � ��	��� !� �(	�
 �	 ������ ��
 ����-
������ �����(�� ��(���� ������ 0�  ���� .��
(	�� ���
�� �
�� ��
 ��	�	��
� �
�	� �
(����
�(	��� � ��,	�
 ����� ��	�������
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������ �����	 
��	���	������ ��������

�� �������� 	�
� ������� ������� ��
 ��������� � �� ���������

�� ��������� ������������� ����� � �������� �������� ������� ���������� �������
��������

�� ��������� ������������� ����� � �������� �������� ����� � ����
��� ������� �
����������� ��
��

�� ����� � �������� ����� ����� ������� �������� ��� ���������� ���������������
!����"
��� �������#�� �� ��������

�� $��
����� ������ �����#� � ��� #� ����
��� � �� ��������� $��
���� �������
n−#� ����
�� %���
��� � �����"�� �� �����&�������'�

�� $��
���� ������� n−#� ����
�� %���
���'� (������� ���
����� )'*+'�

�� $��
���� ������� n−#� ����
�� %���
���'� (������� ���
����� ,'*-'�

	� ���
 .������


� $������� �������� $��
���� (������ ��������� �������� �������� .������ ��/�
��������� �������� ��������

��� $������� �������� $��
���� ��������� 0���� ������ ����� ������� ��#���������
��������� 12�� ����� ������� ��#��������� �������� � ����/ 3 �������� ����
�����

��� 1��# �������� $��
��� ���#� �������� (������� ���#� )'*4'�

��� 1��# �������� $��
��� ���#� �������� (������� ���#� 5'�

��� 1��# �������� $��
��� ���#� �������� ����� � �����
��� �������#� � ���������#�
���#��

��� 1��# �������� $��
��� ���#� �������� (������� ���#� +'*6'� ����� � ����
� ������
��#� �������

��� (����� ������� ��#��������� ��������� ����� .������*.������

��� $��
��� ������#� ������������� 7����� ������� ������������ 8������ �������
���� � ����������� � (��������

��� $��
��� ������#� ������������� 7����� ������ � ������ ����� � ��/���������
�������

�	� $��
��� ������#� ������������� 1�������� � ����� � ���� ������� ������� ����
�� � ���������� ������ ���������� ������9 � ���������� ������ �������

�
� $
����
�� � ��
����
�� ������ ������� ��#��������� ��������� :��
������ �
��� ������ �2���� ����� � �������� �2��� ��
����
��� ������ ������� ��#��
�������� ���������

��� .�������� ������ $��
���� (�������� ;���������� ����������� ���������#�
������ .�������� �����"��� ������

��� .�������� ����� %���
���'� ���#������������ 0���� ������ ���������#� ������
(������� ��
��� � ��#�������
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��� ��������	
� ���� ���������	���� ��������	� ���� ����� ��������	��� ����� ������
��	�� ���	� n−� �����	� �� ��������	��� �����

��� �	������	
 � ��������	�� � ������������� ���� ��� !����� � ���	���� ��"# �	����
���	���

��� !����� � ����	�� �	������	��� !����� $��"�

��� !����� �% � �	�� ����#" ���� ���	�� �	������	�

��� &�	��	� ������ ���%�
�

��� '�"��
 � ��������	��( ������
� ����  � ��������	��( ������
�

��� ���� � ��������	��( ������
� !����� � ���� � �
������ )���%������� ���	"������ )��
��%�
 � ��������	�� � ������
�

������ �����	 
��������� � �
������
�
�

	� *����	��	
� ����%����	�� ����� � ����% �� ���� 
�

�� ���� 
 +����	��	
# ����%����	���

�� &����������� ���� 
 n−�� �������

�� ,������ �������������

�� ,���� ������������ �����	�� ���� 
 � +����	��	
# ����%����	�� ������

�� )���%�������� �����	�	�� � +����	�" ���� 
� ��	�� ������ k�

�� &%��	� ���� �

�� ,����%
 �
�����	�� �%��	�� ���� 
�


� ,������ �%��	�� ���� 
�

	�� !����� � �"-������	�� � ���	����		���� �%��	�� ���� 
�

		� �������� �"-������	�� �%��	�� ���� 
�

	�� .�	��	� ���������� ��������� /	� ���� 
�

	�� ,������ �	� ���� 
�

	�� ,����%
 �
�����	�� �	� ���� 
�

	�� !����� ���	����0�������

	�� /�1�	�� ������ ��	��	
# ���%�������# "��	�	�� A�x = �b � ����-�2 �%��	�� ���� 
�

	�� /�1�	�� ������ ��	��	
# ���%�������# "��	�	�� ������� '"���

	�� /�1�	�� ������ ��	��	
# ���%�������# "��	�	�� ������� ������

	
� &�	����	
� ������
 ��	��	
# ���%�������# "��	�	��� 3"	���	���	� ������ ��1��
	���

��� !����� � ���"��"�� ��1�	�� 	���	����	�� ������
 ��	��	
# ���%�������# "��	�	���
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���	
�

��� �������� ����	���	
� � �������� ������	���	
� 	�	
��� ���
����

��� ����	
�� �������� ����	���	
�

��� ����	 � ��������	
� ��������� ���	
���	
��

��� �������	��� ��	�� � ����������� � ������
���	��� ��������

���  ��������
����	��� ����� ����	� �������	���� ��	��

�	� !��������� �������	���� ��	�� � 	
����� "��������� ����� n#� 	
����� �� �������	����
��	��

�
� ������
������ ����� ����	� �������	���� ��	��

���  ������ ���$

���  ������ � �����%���� ���������� �� ���%�
���

��� &	������ 
������ ����'�� �����������

��� (�$���

��� ������

��� ����

��� )���'��

������ �����	 
	�	� � �
	����

������ �

�� !���	��
� �������� ���������� f(x) = x2 − 3x+ 2 �
 ��
���� A =

(−2 3
4 1

)


�� !���	��
�

det

⎛⎜⎜⎝
7 5 1 2
3 6 0 7
2 10 −2 18
1 6 −1 10

⎞⎟⎟⎠ .

�� *����
� ��	�� �����	�� � ����	
������ (3, 6, 8, 2, 1, 4, 5, 7) �� 8 +�����
��

�� ,�-�
� ��
������ $��������

X ·
(

3 −2
−5 4

)
=

⎛⎝−2 2
3 −3
−1 1

⎞⎠ .

�� ,�-�
� ��
������ $�������� XA+B = 2X. ���

A =

(−1 2
2 1

)
,

(−2 0
−4 5

)
.

/0



�� ������� �	� 
������ ��������� a� ��� ������� 	�	���� �������� (2, a − 2, 1)T � (3, 2, 5)T �
(1, −1, 2)T ������� 
���	����

�� � �������� ���	����	��� ����������� 	������ �� ���� 2 ������� ��
������� ����������

T (x) = 3x2 − x− 2 �� ��
�	� {P, Q, R}� ���

P (x) = 2x2 + x+ 3, Q(x) = x2 − x+ 1, R(x) = x2 + 4x− 3.

�� ����	���� z25� ��� z = 1 + i
√
3�

�� ����� ����� �� �������	��� ���	��	�� 
����� ��������� Re
z − 1

z + 1
= 0 

��� !�� �	�� 
������� λ ∈ R ������� ���� �����"�

A =

⎛⎝ 2 0 2
2− λ λ− 1 3
1 λ λ

⎞⎠ .

��� !���	���#�� ��$�� ������� 	�	���� �������� ���������{
2x1 + 3x2 + x3 + 5x4 = 6,

4x1 + 6x2 + x3 + 12x4 = 10

� ���� 	���� ��	����� ������ � ��$��� ������ 	������	����$�� ���������� 	�	�����

��� !�� ����� 
������� ��������� λ 	�	���� ��������� A�x = �b� ���

A =

⎛⎝−2 −λ 1
λ 1 1
0 1 1

⎞⎠ , �b =

⎛⎝2
2
0

⎞⎠ ,

	����	��� 

�	� %�	���� �������� {(3, 1, 1, 5)T , (1, 2, 3, 4)T} ����
��� &����������#��� 	�	���� �������

��������� ���������� 	�	���� ���������� '����	 �� ������ (3, −4, −7, −2)T ��������

(��� 	�	���� 

�
� !�� ����� 
������� ���������� a � b ��������� P (x) = ax4 + bx2 +1 �����	 �� ���������

Q(x) = x2 + x+ 1 ��
 �	����� 

������ �

�� )�������� ��� ��������� |z|2 + Re(Bz) + C = 0� ��� B ∈ C * �������	��� ��(&&�"����� �

C * ��$�	������� ��(&&�"����� ������ 4C < |B|2� 
����� �������	�# � C� )�������� ���

����� �������	�# ����� 
���	��# ����� �����������

�� !�	�# �������	��� ��	�� ω ������������ �����	��� ωn = 1 �� ���������� �������#����

n ≥ 2� )������� &������

(z − ω)(z − ω2) . . . (z − ωn−1) = 1 + z + z2 + . . .+ zn−1 ∀z ∈ C.

	� )�� ��������� P (z) = anz
n+an−1z

n−1+ . . .+a0 	 �������	���� ��(&&�"�������� )��������

��� (��� ��������� ��������� ��� ��$�	������� z ���#�� ��$�	������� 
������ ⇐⇒ �	�

aj ��$�	�������

+,



�� ��������	 
�� �� ������ �����
���� P (z) = anz
n + an−1z

n−1 + . . . + a0 ������� n ≥ 1 �
������������� �������������� ��������� ��������� P (z) = P (z) �� ���� z ∈ C� ��������
������	 
�� ����� ����� �����
��� ������������� � ���� ������� ������ ���� (z−aj) �!���
(z2 − bj) � ������������� aj � bj�

�� "�������� ������� A �� ������ ������������	����
	 ���� aji = −aij �� ���� i, j� ����#
����	 
�� ���� ������������
���� ������� ��
������ �� ���� ����� �$����� ��������#
���%�

�� &$��% Sn ' ��$��� ������������ �� {1, . . . , n} � ��������� ���� ������ (����� ����) ��#
����������� *������ t ���� ��$��� �� ������ �����������
	 ���� ������������ t �����
������� 
���� i � j �� ��������� ��$� i �= j	 � ��� �����%��� 
���� �������� �� �����
������� ��������	 
�� ���$� �������������$� �����������$ � Sn �����  ������% � ����
���� ������ ����
���� 
���� ������� �����

�� +��������� 
������% ������������ (1, n, 2, n− 1, . . .) �� n ≥ 1 ��������� �  ���������� �� n�

�� &$��% � ������������ Rn ���� ����
�� ������� �������� S� ��������	 
�� �� �������%
��������� ������������ V = LinS �� ����������� 
���� �������� � ������� S� ,�� �����
��� ��% � dimV � ��$
�� ������� �� ���������� ������� S-

�� &$��% � ������������ Rn ���� ����
�� ������� �������� S� .������� ������������ V =
LinS �� ������ ����
��� �������������� � Rn� ��������	 
�� ���� U � V ' ��� �����
���������������	 �� �� ������
���� U ∩ V � �$��� U + V = {u + v : u ∈ U, v ∈ V } �����
����� ��������� ������������������

�	� /������ �� �� ������
��� �������������� ������������ R3	 ����$��� �� ������� ��������

X1 = Lin{a1 = (2, 1, 0)T , a2 = (1, 2, 3)T , a3 = (−5, −2, 1)T}
�

X2 = Lin{b1 = (1, 1, 2)T , b2 = (−1, 3, 0)T , b3 = (2, 0, 3)T}.
��� &�����%��	 ���� $�� �� ������� (1, 2,−2,−1)T � (3, 1,−1,−3)T �$���������%�$� ������$

��0���� ������� $�������� {
x1 + x2 + x3 + x4 = 0,

x1 − x2 − x3 + x4 = 0.

�
� ��������	 
�� ���� ��������� n × n ������� M ����$���$�� � ����� �������� �� ����
n× n	 �� M = λE � ��������� ������������� λ�

��� &$��% A ' ������� �� ���� n×m	 � B ' ������������ ������� �� ���� n×n� ��������	

�� rang (BA) = rangA�

��� ��������	 
�� ⎛⎝1 a c
0 1 b
0 0 1

⎞⎠n

=

⎛⎝1 na nc+ n(n−1)
2

ab
0 1 nb
0 0 1,

⎞⎠
��� a, b, c ' ���� ���%��� ������������	 � n ' ���� ���%��� ���$���%����

��� &$��% f0 = 0, f1 = 1, f2 = 1, . . . , fn = fn−1 + fn−2, . . . ' 	���� ������		�� &$��%

A =

(
0 1
1 1

)
, B =

(−λ2/5 1/5

−λ1

√
5

√
5

)
, B−1 =

( √
5 −1/5

λ1

√
5 −λ2/5

)
, ��� λ1, 2 =

1±√
5

2
.

&�����%��	 
�� A = B−1 ·
(
λ1 0
0 λ2

)
· B� ��������	 
�� An =

(
fn−1 fn
fn fn+1

)
�� ������ ���$#

���%���� n� �������� ������ ���� ��������� �� 
���� fn�
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��� ����� a1, a2, . . . , an � ��	
��	���� �
��� ������
���

W =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 a1 a21 . . . an−1

1

1 a2 a22 . . . an−1
2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 an a2n . . . an−1

n

∣∣∣∣∣∣∣∣
���������� ������������	 
�����	����� �	���
��� ��	 W ����� ��	
������
� ���� ����	�
���� aj − ai � �	�����
 1 ≤ i < j ≤ n� ���� W =

∏
1≤i<j≤n

(aj − ai)�

��� ����� A =

(
B C
0 D

)
������� n× n �	������� 
� ����
 B ������� m×m� C ������� m× k


 D ������� k × k� !�� n = m+ k� �	���
��� ��	 detA = detB · detD�

��� "���
 � A ���������� ���������������� ��
 ��� �� #������ aij = 0 ��
 |j− i| ≥ 2� �����
� �����
�!	����	� ����
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