
Ëåêöèÿ 1. Ïåðâîå çíàêîìñòâî

Ïðîñëóøàâ êóðñ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, âû óæå ïîíÿëè, ÷òî ïðî-
öåññû, ïðîòåêàþùèå âî âðåìåíè, ìîæíî ìîäåëèðîâàòü ôóíêöèåé u(t). Îïèñàíèå ïðîöåññà
ïðèâîäèò ïðè ýòîì ê òîìó, ÷òî äëÿ ýòîé ôóíêöèè ñîñòàâëÿåòñÿ óðàâíåíèå, ñîäåðæàùåå
ïðîèçâîäíûå èëè èíòåãðàëû � äèôôåðåíöèàëüíîå èëè èíòåãðàëüíîå (èëè äàæå ñìåøàí-
íîå, èíòåãðàëüíî�äèôôåðåíöèàëüíîå) óðàâíåíèå. Áûâàåò è òàê, ÷òî ôóíêöèÿ çàâèñèò íå
îò âðåìåíè, à îò òî÷êè íà ïðÿìîé, ò.å. u = u(x). Îïèñàíèå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè îáúåêòà
ïðè ýòîì òàêæå ìîæåò âûðàçèòüñÿ â ñîñòàâëåíèè äèôôåðåíöèàëüíîãî èëè ôóíêöèîíàëü-
íîãî (èëè äàæå ôóíêöèîíàëüíî�äèôôåðåíöèàëüíîãî) óðàâíåíèÿ.

Íî âîò, âàì ïîòðåáîâàëîñü îïèñàòü äâèæåíèå ãàçîâîãî ïîòîêà â òðóáå. Êàê åãî ñìîäå-
ëèðîâàòü? Ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñåáå ôóíêöèþ ïëîòíîñòè ãàçà. Ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñåáå
ïîëå ñêîðîñòåé ÷àñòèö â êàæäîé òî÷êå òðóáû. Åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî äèàìåòð òðóáû ìàë ïî
ñðàâíåíèþ, ñ ïðîäîëüíîé äëèíîé, òî è â ïåðâîì, è âî âòîðîì ñëó÷àå, ïðèõîäèì ê ôóíêöèè,
çàâèñÿùåé îò îäíîé ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé x. Åñëè òå÷åíèå äèíàìè÷åñêè ìåíÿåò-
ñÿ, òî ïîÿâëÿåòñÿ åùå è çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè. Ïîëó÷àåì óðàâíåíèå à ôóíêöèþ äâóõ
ïåðåìåííûõ. Êàê ìû óçíàåì, îíî ìîæåò âûãëÿäåòü ïî�ðàçíîìó (ýòî çàâèñèò îò íàøåé ìî-
äåëè æèäêîñòè � ñæèìàåìàÿ îíà èëè íåò, âÿçêàÿ èëè íåò, åñòü âèõðè èëè íåò, ìåíÿåòñÿ åå
òåìïåðàòóðà èëè íåò, ïðèëèïàåò îíà ê ñòåíêàì òðóáû èëè íåò è ò.ä.). Íàïðèìåð, ìîæíî
ïîëó÷èòü ïðîñòåéøåå óðàâíåíèå ïåðåíîñà

ut + v(x, t)ux = 0,

ãäå v(x, t) çàäàíà. Èëè áîëåå ñëîæíîå óðàâíåíèå ïåðåíîñà

ut + (v(x, t)u)x = 0.

Èëè óðàâíåíèå Õîïôà
ut + u · ux = 0.

Â ëþáîì ñëó÷àå, ïîëó÷àþòñÿ óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Âîò èõ ìû è áóäåì èçó-
÷àòü.

Èòàê, ìû çíàêîìèìñÿ ñ íîâûì îáúåêòîì. Òî÷íåå ñ öåëûì êëàññîì îáúåêòîâ (óðàâíåíèÿ
ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè). Ñàìîå ãëàâíîå â íà÷àëå � ïðàâèëüíàÿ äåôèíèöèÿ èçó÷àåìîãî
îáúåêòà. ×òî ìû èçó÷àåì? Îòâåò áóäåò íåóòåøèòåëåí: êëàññ óðàâíåíèé ñëèøêîì îãðîìåí,
÷òîáû äàòü åãî îïèñàíèå. Íóæíî áîëüøå êîíêðåòèêè. Òàê, íàïðèìåð, ñâîéñòâî óðàâíåíèÿ
utt = uxx êàðäèíàëüíî îòëè÷àþòñÿ îò ñâîéñòâ óðàâíåíèÿ uxx = −uyy (à ìû âñåãî ëèøü
ñìåíèëè çíàê)! Îäíàêî êîå�÷òî îáùåå âñå�òàêè ñêàçàòü ìîæíî.

Ïåðâîå. Îáúåêò ñëîæíûé, ðåøèòü óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ â îáùåì âèäå
óäàåòñÿ ðåäêî. Íóæíî áûòü ãîòîâûì ê òîìó, ÷òî â ðåçóëüòàòå íàøåé ðàáîòû, ïîëó÷èòñÿ
íå ñàìî ðåøåíèå, à àëãîðèòì åãî ïîèñêà èëè íåÿâíîå îïèñàíèå ýòîãî ðåøåíèÿ (íàïðèìåð,
îïèñàíèå ñâîéñòâ ðåøåíèÿ).

Âòîðîå. Óðàâíåíèå íåëüçÿ èçó÷àòü ñàìî ïî ñåáå. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðàâèëüíîé ìîäåëè
íóæíû (âñåãäà!) äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ. Âû óæå çàìåòèëè ýòî, èçó÷àÿ îáûêíîâåííûå
äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ � äëÿ ïîëó÷åíèÿ îêîí÷àòåëüíîãî ðåøåíèÿ êðîìå óðàâíå-
íèÿ íóæíû íà÷àëüíûå óñëîâèÿ. Òàì ýòî áûë íàáîð ÷èñåë. Çäåñü (ïåðåìåííûõ ñòàëî ìíîãî!)
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� ýòî íàáîð ôóíêöèé. Êðîìå òîãî, ïîÿâëÿåòñÿ íîâûé îáúåêò � êðîìå íà÷àëüûõ óñëîâèé
åóæû åùå è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, êàê ìîæíî èçó÷àòü, íàïðèìåð, íàãðå-
âàíèå ñòåðæíÿ, åñëè ìû íå çíàåì, ÷òî ïðîèñõîäèò íà åãî êîíöàõ � òåïëî ¾óòåêàåò¿ èç
íàøåé ñèñòåìû èëè íåò. Îäíî äåëî èç÷àòü êîëåáàíèÿ ñòðóíû, êîíöû êîòîðîé çàêðåïëåíû,
à ñîâñåì äðóãîå äåëî, åñëè çà ýòîò êîíåö êòî�òî äåðãàåò. È òàê äàëåå.

Òðåòüå. Óðàâíåíèå ñ íà÷àëüíûìè è ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè íåëüçÿ èçó÷àòü â îòðûâå îò
ðåàëüíîé ôèçè÷åñêîé çàäà÷è. Âåäü êàæäîå óðàâíåíèå � òîëüêî ïðèáëèæåííîå îïèñàíèå
ôèçè÷åñêîãî ïðîöåññà. Óâëåêøèñü óðàâíåíèåì, ìû ìîæåì âûéòè çà ãðàíèöû ïðèìåíè-
ìîñòè ôèçè÷åñêîé ìîäåëè è íà÷àòü èçó÷àòü ¾ñôåðè÷åñêîãî êîíÿ â âàêóóìå¿. Ãðàìîòíûé
èññëåäîâàòåëü äîëæåí èìåòü â ãîëîâå öåëûé êàñêàä ìîäåëåé äëÿ îäíîãî è òîãî æå ïðîöåñ-
ñà (âîò ó ìåíÿ åñòü óðàâíåíèå, îíî ñëîæíîå, íî åñëè âîò ýòó âåëè÷èíó ñ÷èòàòü ïîñòîÿííîé,
òî ïîëó÷èòñÿ äðóãîå, áîëåå ïðîñòîå óðàâíåíèå; åñëè æå íàîáîðîò, íàäî ó÷åñòü âîò òàêîé
íîâûé ýôôåêò, òî ê óðàâíåíèþ äîáàâèòüñÿ âîò òàêîå íîâîå ñëàãàåìîå è ò.ä.).1 Ïðè ýòîì â
óðàâíåíèè ìîãóò ïîÿâëÿòüñÿ íå òîëüêî ïðîèçâîäíûå, íî è èíòåãðàëû, ò.å. óðàâíåíèå ìî-
æåò ñòàòü èíòåãðî�äèôôåðåíöèàëüíûì. À ìîãóò ïîÿâèòüñÿ çàïàçäûâàíèÿ ïî âðåìåíè, ò.å.
óðàâíåíèå ñòàíåò ôóíêöèîíàëüíî�äèôôåðåíöèàëüíî�èíòåãðàëüíûì.

×åòâåðòîå. Ðàç ÿâíûé âèä ðåøåíèÿ ïîëó÷àåòñÿ ðåäêî, çíà÷èò íàäî áûòü ãîòîâûì ê
÷èñëåííîìó ìîäåëèðîâàíèþ çàäà÷è. À òàêîå ìîäåëèðîâàíèå îáÿçàòåëüíî ñîñòîèò â çàìåíå
¾áåñêîíå÷íîãî¿ îáúåêòà ¾êîíå÷íûì¿ (íå ôóíêöèÿ, à åå ïðèáëèæåíèå, íàïðèìåð, ðÿäîì
Ôóðüå, ïðè÷åì â îòâåò ïîéäåò ÷àñòè÷íàÿ ñóììà � âåäü ìû íå ìîæåì ïðîñóììèðîâàòü
áåñêîå÷íîå ÷èñëî ñëàãàåìûõ). À çíà÷èò, íàì íóæíû íå òîëüêî òåîðåìû î ñóùåñòâîâà-
íèè è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ, íî è òåîðåìû îá ¾óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ¿ � ïðè ìàëûõ
èçìåíåíèÿõ íà÷àëüíûõ è ãðàíè÷íûõ ôóíêöèé, ðåøåíèå ìåíÿåòñÿ ìàëî. Íî òîãäà íàäî ñíà-
÷àëà äîãîâîðèòüñÿ, ÷òî òàêîå ìàëîå èçìåíåíèå ôóíêöèè. Íàïðèìåð, ôóíêöèè f(x) ≡ 0 è
g(x) = 0.01 sin(100x) íà îòðåçêå x ∈ [0, π], âðîäå áû, áëèçêè. Íî ïðîèçâîäíûå èõ, âðîäå áû
íå áëèçêè. Ýòî êàê ïîíèìàòü?

Âèäíî, ÷òî òðóäíîñòåé ñëèøêîì ìíîãî � íåëüçÿ èõ ¾âàëèòü â îäíó êîðçèíó¿. Ñëîæíûå
çàäà÷è íàäî ðåøàòü ìàëåíüêèìè øàãàìè. Âîïðîñû ÷åòâåðòîãî ïóíêòà îòëîæèì äî ñëåäó-
þùåãî ãîäà è çàéìåìñÿ èìè â êóðñå ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà. Âîïðîñû òðåòüåãî ïóíêòà
îòëîæèì äî ñëåäóþùåãî ãîäà è çàéìåìñÿ èìè â êóðñå ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.
À â ýòîì êóðñå çàéìåìñÿ îñíîâíûìè óðàâíåíèÿìè, íà ïðèìåðå êîòîðûõ îñâîèì íàèáîëåå
÷àñòî âñòðå÷àþùèåñÿ àëãîðèòìû èõ ðåøåíèÿ.

Íà÷íåì ñ òîãî, ÷òî äîãîâîðèìñÿ èçó÷àòü â ýòîì êóðñå òîëüêî ¾÷èñòûå¿ äèôôåðåíöèàëü-
íûå óðàâíåíèÿ � íèêàêèõ èíòåãðàëüíûõ äîáàâîê èëè çàïàçäûâàíèÿ àðãóìåíòîâ. Äàëåå,
äîãîâîðèìñÿ î òåðìèíîëîãèè � åñëè êàêàÿ�òî ïåðåìåííàÿ â óðàâíåíèè ó÷àñòâóåò, íî äèô-
ôåðåíöèðîâàíèå ïî ýòîé ïåðåìåííîé íå ïðîâîäèòñÿ, òî áóäåì ýòó ïåðåìåííóþ íàçûâàòü
ïàðàìåòðîì çàäà÷è, à íå ïåðåìåííîé. Âðåìÿ äîãîâîðèìñÿ âñåãäà îáîçíà÷àòü t, ïðîñòðàí-
ñòâåííûå ïåðåìåííûå x, y è z, ôóíêöèè u, v è w.

Òåïåðü ïîïðîáóåì êëàññèôèöèðîâàòü óðàâíåíèÿ. Åñëè t íå ÿâëÿåòñÿ ïåðåìåííîé, òî
óðàâíåíèå îïèñûâàåò êàêîé�òî îáúåêò è íàçûâàåòñÿ ñòàöèîíàðíûì. Åñëè ïåðåìåííàÿ t â
óðàâíåíèå âõîäèò, òî óðàâíåíèå îïèñûâàåò êàêîé�òî ïðîöåññ è íàçûâàåòñÿ äèíàìè÷åñêèì.
Åñëè óðàâíåíèå ëèíåéíî ïî ôóíêöèè u, òî òàê åãî è íàçîâåì ëèíåéíûì, à èíà÷å íåëè-

1¾Ó÷åíûé, êîòîðûé õî÷åò èçó÷àòü ìàòåìàòè÷åñêóþ çàäà÷ó â îòðûâå îò ôèçè÷åñêîé ïîñòàíîâêè, ïîäîáåí
êðåñòüÿíèíó, êîòîðûé ñòåðèëèçóåò ñâîþ êîðîâó, ÷òîáû îãðàäèòü åå îò áûêîâ¿. Ï. Ë. ×åáûøåâ

2



íåéíûì. ×èñëî ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ äàåò ðàçìåðíîñòü óðàâíåíèÿ. Íàèâûñøèé
ïîðÿäîê ïðîèçâîäíîé äàåò ïîðÿäîê óðàâíåíèÿ. Ïîòðåíèðóåìñÿ.

Óðàâíåíèå ut = −A(x)ux+D(x)uxx Ôîêêåðà�Ïëàíêà (îïèñûâàåò áðîóíîâñêîå äâèæåíèå
è äðóãèå ñëó÷àéíûå áëóæäàíèÿ ÷àñòèö). Ýòî ëèíåéíîå äèíàìè÷åñêîå îäíîìåðíîå óðàâíå-
íèå 2 ïîðÿäêà.
Óðàâíåíèå ut = a(uxx + uyy) òåïëîïðîâîäíîñòè (îïèñûâàåò ðàñïðåäåëåíèå òåïëà è äðóãèå
ïðîöåññû äèôôóçèè).
Óðàâíåíèå ut + a(x, t)ux = 0 ïåðåíîñà (îïèñûâàåò äâèæåíèå ãàçà èëè æèäêîñòè â òðóáå).
Óðàâíåíèå ut + u · ux = 0 Õîïôà òàêæå îïèñûâàåò äâèæåíèå ãàçà, íî äîïóñêàåò ñóùåñòâî-
âàíèå óäàðíûõ ôðîíòîâ.
Óðàâíåíèå (ux)

2 + (uy)
2 + (uz)

2 = C ýéêîíàëà îïèñûâàåò ðàñïðîñòðàíåíèå ëó÷à ñâåòà â
íåëèíåéíîé îïòèêå.
Óðàâíåíèå uxx+uyy+uzz = 0 Ëàïëàñà îïèñûâàåò óñòàíîâèâøååñÿ òå÷åíèå æèäêîñòè, ýëåê-
òðîñòàòè÷åñêîå ïîëå (è íå òîëüêî).
Óðàâíåíèå utt = a(uxx + uyy) îïèñûâàåò êîëåáàíèÿ òîíêîé ìåìáðàíû.
Óðàâíåíèå ut + uux = νuxx Áþðãåðñà îïèñûâàåò äâèæåíèå âÿçêîé æèäêîñòè ñ óäàðííûìè
ôðîíòàìè.
Óðàâíåíèå ut + 6uux + uxxx = 0 Êîðòåâåãà � äå�Ôðèçà îïèñûâàåò äâèæåíèå æèäêîñòè â
ìåëêîì êàíàëå.
Óðàâíåíèå uxx + uyy + uzz + k2u = 0 Ãåëüìãîëüöà îïèñûâàåò ðàñïðîñòðàíåíèå âîëí ñ ïî-
ñòîÿííîé ÷àñòîòîé â ïðîñòðàíñòâå.

Ñïðàøèâàåòñÿ, êàêàÿ ïîëüçà îò íàøåé êëàññèôèêàöèè? Îòâåò òàêîé � áûâàþò ñëó÷àè,
êîãäà óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ðåøàþòñÿ ÿâíî, íî ýòî, ñêîðåå èñêëþ÷åíèå, ÷åì
ïðàâèëî. Åñëè òàêîãî íå ïðîèçîøëî, òî óðàâíåíèå òðåáóåò äåòàëüíîãî èññëåäîâàíèÿ è
ýòî èññëåäîâàíèå ñëåäóåò âåñòè ïî�ðàçíîìó, â çàâèñèìîñòè îò êëàññà óðàâíåíèÿ. Â òåîðèè
îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé òîæå âñòðå÷àëèñü ëèíåéíûå, íî òàì ýòî áûë
îäèí èç ìíîãèõ òèïîâ. Çäåñü ñèòóàöèÿ äðóãàÿ, òåîðèÿ ëèíåéíûõ è íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé
� ýòî äâà ðàçíûõ ìèðà.

Â ¾ëèíåéíîì ìèðå¿ åñòü îáùèå çàêîíû. Åñëè ïåðåä íàìè ëèíåéíîå ñòàöèîíàðíîå óðàâ-
íåíèå, çíà÷èò ìû èçó÷àåì çàäà÷ó àáñòðàêòíîãî âèäà Au = f , ãäå A � çàäàííûé ëèíåéíûé
îïåðàòîð, f � çàäàííàÿ ôóíêöèÿ, à êðàåâûå óñëîâèÿ çàäàþò îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ îïåðà-
òîðà A. Êîíå÷íî, îïåðàòîðû ìîãóò ñàìûå ðàçíûå (îíè áóäóò ñîäåðæàòü ïðîèçâîäíûå ïî
ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì), íî ó âñåõ ó íèõ åñòü îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ, ÿäðî, îáðàç,
è îáðàòíûé îïåðàòîð. Åùå î÷åíü âàæíû ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, ñîáñòâåííûå âåêòîðû. Â
îáùåì, ïðèìåðíî ÿñíî, êóäà äâèãàòüñÿ.

Ïðèìåð 1. Íàéäèòå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà uxx+uyy+uzz = 0 íà ôóíêöèþ u(x, y, z),
îïðåäåëåííóþ íà êóáå D = {0 ≤ x y z ≤ 1} ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè u(x, y, z) ≡ 1 íà ãðàíÿõ
êóáà.

Ðåøåíèå. Ïîëîæèì v(x, y, z) = u(x, y, z)−1, òîãäà vxx+vyy+vzz = 0, à íà ãðàíÿõ êóáà v ≡ 0.
Â ïðîñòðàíñòâå êâàäðàòè÷íî ñóììèðóåìûõ íà D ôóíêöèé ââåäåì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

(f, g) =

∫ 1

0

∫ 1

0

∫ 1

0

f(x, y, z)g(x, y, z) dxdydz.
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Â ýòîì ñêàëÿðíîì ïðîèçâåäåíèè îïåðàòîð L : v 7→ vxx + vyy + vzz ñ íóëåâûìè ãðàíè÷íûìè
óñëîâèÿìè îòðèöàòåëåí, ò.ê.

(Lv, v) =

∫ 1

0

vxxv dxdydz +

∫ 1

0

vyyv dxdydz +

∫ 1

0

vzzv dxdydz =

= vxv
∣∣1
0
−
∫ 1

0

|vx|2 dx+ vyv
∣∣1
0
−
∫ 1

0

|vy|2 dy + vzv
∣∣1
0
−
∫ 1

0

|vz|2 dz < 0

(ðàâåíñòâî íóëþ äîñòèãàåòñÿ òîëüêî äëÿ êîíñòàíò, íî êîíñòàíòà, ðàâíàÿ íóëþ íà ãðíàèöå
êóáà � ýòî íóëåâàÿ êîíñòàíòà). Çíà÷èò, îïåðàòîð íå èìååò ÿäðà, v(x, y, z) ≡ 0, u(x, y, z) ≡ 1.

Åñëè ïåðåä íàìè ëèíåéíîå äèíàìè÷åñêîå óðàâíåíèå, ñîäåðæàùåå òîëüêî ïåðâóþ ïðîèç-
âîäíóþ ut, ïðè÷åì îíà âûäåëåíà, òî ìû èçó÷àåì àáñòðàêòíóþ çàäà÷ó âèäà ut = Au+f(x, t),
ãäå A � çàäàííûé ëèíåéíûé îïåðàòîð, f � çàäàííàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà êëþ÷åâóþ ðîëü áóäåò
èãðàòü ýêñïîíåíòà, ïîñòðîåííàÿ ïî îïåðàòîðó A, ò.å. ðåøåíèå âèäà u(t) = exp{At}u0, ãäå
u0 � íà÷àëüíàÿ ôóíêöèÿ. Åñëè äèíàìè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò âèä utt = Au + f(x, t),
òî îïÿòü íóæíî èçó÷àòü ýêñïîíåíòó, íî ïîñòðîåííóþ óæå ïî êîðíþ èç îïåðàòîðà
u(t) = exp{±

√
At}u0. Â ëþáîì ñëó÷àå, ïîëó÷àåì çàäà÷ó îá èçó÷åíèè ëèíåéíîãî îïåðà-

òîðà íà íåêîòîðîì ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé.

¾Íåëèíåéíûé ìèð¿ ñîâñåì äðóãîé. Çäåñü êàæäîå óðàâíåíèå èíäèâèäóàëüíî, èìååò ñâîé
õàðàêòåð. Îäíàêî ÷òî�òî îáùåå ìîæíî ñêàçàòü è çäåñü. Èçó÷åííèå òàêîãî óðàâíåíèÿ íàäî
íà÷èíàòü ñ ïîèñêà ãðóïïû ñèììåòðèé. Îíà (ãðóïïà) ïîìîæåò ñòðîèòü ÷àñòíûå ðåøåíèÿ
è, âîçìîæíî, ïîäñêàæåò çàìåíó ïåðåìåííûõ, ïîñëå êîòîðîé óðàâíåíèå óïðîñòèòñÿ.

Îäíàêî, ïîðà ïåðåõîäèòü îò îáùèõ ñëîâ ê äåëó. Ïóñòü, íàïðèìåð, ôóíêöèÿ u = u(x, y)
çàâèñèò îò äâóõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ. Ðàññìîòðèì ïðîñòåéøåå óðàâíåíèå

ux(x, y) = 0.

Åãî ðåøèòü ëåãêî. Ïîñêîëüêó y â äèôôåðåíöèðîâàíèè íå ó÷àñòâóåò, åãî ìîæíî ñ÷èòàòü
ïàðàìåòðîì çàäà÷è. Ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè y ïîëó÷àåì îáûêíîâåííîå äèôôåðåí-
öèàëüíîå óðàâíåíèå, ðåøåíèå êîòîðîãî êîíñòàíòà, ò.å. âåëè÷èíà, íå çàâèñÿùàÿ îò x. Îò-
ïóñêàÿ y íà ñâîáîäó, ïîëó÷àåì îáùèé îòâåò u(x, y) = C(y). Íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé
óáåæäàåìñÿ, ÷òî ëþáàÿ òàêàÿ ôóíêöèÿ óðàâíåíèþ óäîâëåòâîðÿåò, ò.å. ìû íàøëè îáùåå
ðåøåíèå.

Îáðàòèòå âíèìàíèå (ýòî îáùèé ôàêò), ÷òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ
âûðàæàåòñÿ íå ÷åðåç ïðîèçâîëüíûå êîíñòàíòû, êàê äëÿ îáûêíîâåííûõ óðàâíåíèé, à ÷åðåç
ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè.

Ïîíÿòíî, ÷òî åñëè ó íàñ ôóíêöèÿ çàâèñèò îò òðåõ ïåðåìåííûõ, ò.å. u = u(x, y, z), òî
ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ ux = 0 áóäåò ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ âèäà u(x, y, z) = C(y, z). Ïî-
íÿòíî, òàêæå, ÷òî åñëè ó íàñ óðàâíåíèå áîëåå ñëîæíîå, íî ñîäåðæèò äèôôåðåíöèðîâàíèå
òîëüêî ïî îäíîé ïåðåìåííîé, òî ïåðåä íàìè îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå.
Ïðîñòî êîíñòàíòû â åãî îáùåì ðåøåíèè áóäóò çàâèñåòü îò äðóãèõ ïåðåìåííûõ (òî÷íåå,
ïàðàìåòðîâ çàäà÷è).

Ïðèìåð 2. Ïóñòü u = u(x, t), t ∈ [0,+∞), x ∈ [0, 1]. Ðåøèì óðàâíåíèå utt + ut = 1 ñ
íà÷àëüíûì óñëîâèåì u(x, 0) = x.
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Ðåøåíèå. Ôèêñèðóåì x � ïîëó÷èì îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå
utt + ut = 1. ×àñòíîå ðåøåíèå ïîäáèðàåòñÿ ëåãêî: u(t) = t. Äëÿ ðåøåíèÿ îäíîðîäíî-
ãî óðàâíåíèÿ ïèøåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå λ2 + λ = 0, ò.å. λ1 = 0, λ2 = −1.
Òîãäà îáùåå ðåøåíèå èìååò âèä u(t) = t + 1 + C2e

−t. ¾Ðàçìîðàæèâàåì¿ x, ïîëó÷àåì
u(x, t) = t+ C1(x) + C2(x)e−t.
Ó÷èòûâàåì íà÷àëüíîå óñëîâèå 0+C1(x)+C2(x) = x, ò.å. u(x, t) = t+xe−t+C1(x)(1−e−t).

Èòîãîâîå ðåøåíèå ñîäåðæèò íåîïðåäåëåííîñòü (ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ C1(x)), ÷òî
íåóäèâèòåëüíî � ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà òðåáóåò äâóõ íà÷àëüíûõ
óñëîâèé. Íàïðèìåð, ìîæíî äîáàâèòü óñëîâèå ut(x, 0) = ϕ(x).

Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíîé âûâîä: Åñëè óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ óäàåòñÿ
ïðèâåñòè ê óðàâíåíèþ, â êîòîðîì äèôôåðåíöèðîâàííèå ïðîâîäèòñÿ òîëüêî ïî
îäíîé ïåðåìåííîé (à îñòàëüíûå ïåðåìåííûå òîãäà îêàçûâàþòñÿ ïàðàìåòðàìè
çàäà÷è), òî ðåøèòü òàêîå óðàâíåíèå ìîæíî è íóæíî ìåòîäàìè îáûêíîâåííûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

À êàê ìîæíî ñâîäèòü óðàâíåíèÿ ê òàêîìó âèäó? Îòâåò ïðîñòîé � ïîäõîäÿùåé çàìåíîé
ïåðåìåííûõ è ôóíêöèè. Íî êàê óãàäàòü ýòó çàìåíó? Ïîìíèòü ñàìûå ÷àñòûå ñëó÷àè, à
åñëè ñëó÷àé ñëîæíûé, òî ëèáî íàéòè â ñïðàâî÷íèêå (âîçìîæíî, íàéòè ÷òî�òî ïîõîæåå
è ïîäïðàâèòü ïîä ñâîé ñëó÷àé), ëèáî óìåòü âûâåñòè ñàìîìó. Îò ïîñëåäíåãî ïóòè ñðàçó
îòêàæåìñÿ � â îáùåì ñëó÷àå îí òðåáóåò çíàíèÿ îñíîâ òåîðèè ãðóïï è àëãåáð Ëè è óìåíèÿ
ñòðîèòü ãðóïïó ñèììåòðèé äëÿ äàííîãî óðàâíåíèÿ.

Ïðèìåð 3. Ðåøèòå óðàâíåíèå (x + y)ux + (y − x)uy = 0, ñäåëàâ çàìåíó

ξ = ln
√
x2 + y2 + arctg y

x
, η = ln

√
x2 + y2 + arctg y

x
.

Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó ux = uξ · ξx + uη · ηx, òî

ux = uξ

(
x

x2 + y2
− y

x2(1 + y2/x2)

)
+ uη

(
x

x2 + y2
+

y

x2(1 + y2/x2)

)
.

Àíàëîãè÷íî, uy = uξ · ξy + uη · ηy, ò.å.

uy = uξ

(
y

x2 + y2
+

1

x(1 + y2/x2)

)
+ uη

(
y

x2 + y2
− 1

x(1 + y2/x2)

)
.

Òîãäà

(x+y)ux+(y−x)uy =
x+ y

x2 + y2
((x− y)uξ + (x+ y)uη)+

y − x
x2 + y2

((x+ y)uξ + (y − x)uη) = 2uη.

Ïîëó÷èëè ïðîñòåéøåå óðàâíåíèå uη(ξ, η) = 0, îòêóäà u(ξ, η) = f(ξ).

Îòâåò: u(x, y) = f
(

ln
√
x2 + y2 + arctg y

x

)
, ãäå f � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ.

Ïðèìåð 4. Ðåøèòå óðàâíåíèå 2uxx +uxy−uyy +ux +uy = 0, ñäåëàâ çàìåíó ξ = x+ 2y,
η = x− y.
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Ðåøåíèå. Ñðàçó çàïèøåì ïðîèçâîäíûå ξx = 1, ξy = 2, ηx = 1, ηy = −1. Òîãäà

ux = uξ · ξx + uη · ηx = uξ + uη,

uy = uξ · ξy + uη · ηy = 2uξ − uη.

Àíàëîãè÷íî,

uxx = uξx + uηx = uξξ · ξx + uξη · ηx + uηξ · ξx + uηη · ηx = uξξ + 2uξη + uηη,

uxy = uξy + uηy = uξξ · ξy + uξη · ηy + uηξ · ξy + uηη · ηy = 2uξξ + uξη − uηη,
uyy = 2uξy − uηy = 2(uξξ · ξy + uξη · ηy)− (uηξ · ξy + uηη · ηy) = 4uξξ − 4uξη + uηη.

Ïîäñòàâëÿåì âñå ýòî â óðàâíåíèå è ïîñëå ñîêðàùåíèé ïîëó÷àåì

9uξη + 3uξ = 0⇐⇒ (3uη + u)′ξ = 0⇐⇒ 3uη + u = C1(η).

Ïîëó÷èëè îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñ ïàðàìåòðîì ξ. Åãî îáùåå ðåøåíèå
íàõîäèì ñòàíäàðòíûì ñïîñîáîì

3
(
u · eη/3

)′
η

= C1(η)eη/3 ⇐⇒ 3u · eη/3 =

∫
C1(η)eη/3dη + C2(ξ).

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ C1 ïðîèçâîëüíà, òî è èíòåãðàë ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèåé, ò.å.

3u(ξ, η)eη/3 = C3(η) + C2(ξ)⇐⇒ u(ξ, η) = f(η) + e−η/3g(ξ),

ãäå ôóíêöèè f è g ïðîèçâîëüíû.
Îòâåò: u(x, y) = f(x− y) + g(x+ 2y)e

y−x
3 .

Ïðèìåð 5. Ðåøèòå óðàâíåíèå ux − ut = 1
u
, ñäåëàâ çàìåíó v = u2, ξ = x− t, η = x+ t.

Ðåøåíèå. Èìååì u = v1/2, îòêóäà

ux =
1

2
√
v

(vξ + vη), ut =
1

2
√
v

(−vξ + vη).

Ïîäñòàâëÿåì â óðàâíåíèå è ïîëó÷àåì vξ = 1, ò.å. v(ξ, η) = ξ + C(η).

Îòâåò: u(x, y) =
√
x− t+ C(x+ t).

Çäåñü ïîëåçíî âåðíóòüñÿ ê òåêñòó ïåðâîé ïîëîâèíû ëåêöèè. Óáåðåì â ïîñëåäíåì ïðè-
ìåðå ïðàâóþ ÷àñòü. Ïîëó÷èì ïðîñòåéøåå óðàâíåíèå ux = ut è ðåøåíèå u(x, t) = f(x + t),
ãäå ôóíêöèÿ f ïðîèçâîëüíà. ß ãîâîðèë, ÷òî ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ âèäà ut = Au äîëæ-
íû èìåòü ðåøåíèÿ âèäà u(x, t) = exp{At}u0(x). Ãäå æå îíî? Âñå â ïîðÿäêå, îíî ïåðåä
âàìè. Äåëî â òîì, ÷òî ýêñïîíåíòà exp{tDx}, ïîñòðîåííàÿ ïî îïåðàòîðó äèôôåðåíöèðî-
âàíèÿ, ðàâíà îïåðàòîðó ñäâèãà T : f(x) 7→ f(x + t), ÷òî ìû è ïîëó÷èëè. ×òîáû ýòî
çàìåòèòü äîñòîòî÷íî ñäåëàòü ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå: FDxf = iλf̂(λ). ßñíî, ÷òî ýêñïîíåí-
òà îò îïåðàòîðà óìíîæåíèÿ íà ôóíêöèþ iλ ðàâíà îïåðàòîðó óìíîæåíèÿ íà ýêñïîíåíòó
eiλt (çàïèøèòå ðÿä Òåéëîðà äëÿ ýêñïîíåíòû). Îñòàåòñÿ ñäåëàòü îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå
Ôóðüå F−1(eiλtf̂(λ)) = f(x+ t).
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Óïðàæíåíèå 1. Ðåøèòå ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ, ñäåëàâ óêàçàíûå çàìåíû ïåðåìåííûõ.
1. yux − xuy = 0, ξ = x, η = x2 + y2.
2. xux + yuy = u, ξ = x, η = y/x.
3. ux + uy + uz = 0, ξ = x, η = y − x, ζ = z − x.
4. x2ux + y2uy = u2, ξ = x, η = 1

y
− 1

x
, w = 1

u
− 1

x
.

5. xux + yuy + zuz = u+ xy
z
, ξ = x/z, η = y/z, ζ = z, w = u/z.

6. x2uxx + 2xyuxy + y2uyy = 0, x = r cosϕ, y = r sinϕ.
7. uxx − yuyy = 1

2
uy, ξ = x− 2

√
y, η = x+ 2

√
y.

8. x2uxx − y2uyy = 0, ξ = xy, η = x/y.
9. uxx − 2uxy + uyy = 0, ξ = x+ y, η = y/x, w = u/x.
10. uxx + 2uxy + uyy = 0, ξ = x+ y, η = x− y.
Äëÿ äîëæíèêîâ äîïîëíèòåëüíî: ðåøèòü óðàâíåíèÿ, ñäåëàâ óêàçàííûå çàìåíû
11. yux − xuy = (y − x)u, ξ = 1

x
+ 1

y
, η = x2 + y2;

12. uxx + 2uxy + uyy = 0, ξ = x+ y, η = x− y, w = xy − u.
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Ëåêöèÿ 2. Óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà (ëèíåéíûå è êâà-

çèëèíåéíûå)

Îïðåäåëåíèå 1. Óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ íà ôóíêöèþ u(x, y) âèäà

α(x, y)ux + β(x, y)uy = f(x, y)

íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì óðàâíåíèåì ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ ïðàâîé ÷àñòüþ.

Âñå òàêèå óðàâíåíèÿ ðåøàþòñÿ ïðè ïîìîùè ïîäõîäÿùåé çàìåíû ïåðåìåííûõ. Íà÷íåì ñ
ïðîñòåéøåãî ñëó÷àÿ, êîãäà α(x, y) è β(x, y) êîíñòàíòû. Äîñòàòî÷íî âñïîìíèòü, ÷òî âûðà-
æåíèå αux +βuy � ýòî ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ âåêòîðà (α, β) è âñå ñòàíîâèòñÿ ÿñíî.
Ïðÿìàÿ ñ òàêèì íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì èìååò ïàðàìåòðè÷åñêóþ çàïèñü x = αs, y = βs
èëè óðàâíåíèå βx = αy. Äåëàåì çàìåíó ξ = βx − αy, à âòîðóþ êîîðäèíàòó âûáèðàåì
ïðîèçâîëüíî (íàïðèìåð, η = αx+ βy, ÷òîáû ñèñòåìà êîîðäèíàò îñòàëàñü îðòîãîíàëüíîé).
Òîãäà {

x = d−1(βξ + αη),

y = d−1(−αξ + βη).
ãäå d = α2 + β2,

uη = ux · xη + uy · yη = d−1(αux + βuy) = d−1f(x, y) = g(ξ, η).

Îñòàåòñÿ ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî ïåðåìåííîé η (îáîçíà÷èì ðåçóëüòàò èíòåãðèðîâàíèÿ ÷åðåç
G(ξ, η)): u(ξ, η) = G(ξ, η)+C(ξ). Âîçâðàùàåìñÿ ê èñõîäíûì ïåðåìåííûì è ïîëó÷àåì èòîãî-
âûé îòâåò. Àáñîëþòíî òàê æå äåéñòâóåì äëÿ ôóíêöèè òðåõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ
(çäåñü ïðîèçâîëüíî âûáèðàþòñÿ âòîðàÿ è òðåòüÿ êîîðäèíàòû) èëè â ñëó÷àå, êîãäà âìåñòî
îäíîé ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé âûñòóïàåò âðåìÿ.

Ïðèìåð 6. Ðåøèì ïðîñòåéøåå óðàâíåíèå ïåðåíîñà íà ïëîñêîñòè (x, y) ∈ R2

ut + a∇u = 0⇐⇒ ut + a(ux + uy) = 0. (1)

Ðåøåíèå. Âèäèì, ÷òî âûðàæåíèå â ëåâîé ÷àñòè � ýòî ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ âåê-
òîðà e1 = (a, a, 1) â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå (x, y, t). Äâà äðóãèå âåêòîðà âûáèðàåì
èç óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè. Íàïðèìåð, ëåãêî ïîäîáðàòü âåêòîð e2 = (1,−1, 0). Âåêòîð
e3 = (x, y, t) íàõîäèì, ðåøèâ ñèñòåìó{

0 = e1 · e3 = ax+ ay + t,

0 = e2 · e3 = x− y,

ò.å., ñ òî÷íîñòüþ äî êîýôôèöèåíòà e3 = (1, 1,−2a). Íàïðàâèì êîîðäèíàòíûå îñè Oξ, Oη è
Oζ âäîëü e1, e2 è e3 ñîîòâåòñòâåííî. Êàê ìû ïîìíèì èç àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè, ìàòðèöà
îáðàòíîãî ïåðåõîäà ñîñòàâëÿåòñÿ èç êîîðäèíàò âåêòîðîâ, çàïèñàííûõ ïî ñòîëáöàì. Òîãäà

x = aξ + η + ζ,

y = aξ − η + ζ,

t = ξ − 2aζ,

=⇒ uξ = ux · xξ + uy · yξ + ut · tξ = aux + auy + ut = 0.
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Çíà÷èò, u(ξ, η, ζ) = ϕ(η, ζ), ãäå ôóíêöèÿ ψ ïðîèçâîëüíà. Äëÿ çàïèñè îòâåòà òðåáóåòñÿ åùå
íàéòè ìàòðèöó îáðàòíîé çàìåíû è âûðàçèòü η è ζ ÷åðåç x, y è t. Íåìíîãî ïîäñ÷åòîâ èξη

ζ

 =
1

4a2 + 2

 2a 2a 2
2a2 + 1 −2a2 − 1 0

1 1 −2a

xy
t

 .

Îòâåò: u(x, y, t) = ϕ
(
x−y

2
, x+y−2at

4a2+2

)
. Êàêîé�òî íå î÷åíü êðàñèâûé îòâåò. Ïîïðîáóåì åãî ïå-

ðåîñìûñëèòü. Îñè Oη è oζ ìû âûáèðàëè ïðîèçâîëüíî, ëèøü áû òîëüêî áûëà îðòîãîíàëü-
íîñòü îñè Oξ. Çíà÷èò, ìû âñåãäà ìîæåì ïåðåõîäèòü ê èõ (íåâûðîæäåííûì) ëèíåéíûì
êîìáèíàöèÿì, ÷òî íå ìåíÿåò îòâåòà. Ïîñëå íàïðÿæåííîãî ïîäáîðà ïðèäóìûâàåì çàìåíó
η′ = η + (2a2 + 1)ζ, ζ ′ = −η + (2a2 + 1)ζ. Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà âûðàæåíèÿ äëÿ η è ζ, ïîëó÷èì
η′ = x− at, ζ ′ = y − at. Òàê îòâåò âûãëÿäèò ëó÷øå: u(x, y, t) = ϕ(x− at, y − at).

Òóò ñòàíîâèòñÿ ÿñíî, ÷òî ìû ñäåëàëè ìíîãî íåíóæíîé ðàáîòû (òî÷íåå, ýòó ðàáîòó äî-
ñòàòî÷íî ñäåëàòü îäèí ðàç â æèçíè): êàê òîëüêî áûë íàéäåí âåêòîð e1 ìîæíî áûëî óæå
ñîîáðàçèòü, ÷òî äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ u(x, y, t) äîñòàòî÷íî çàäàòü ôóíêöèþ u = ϕ â
ïëîñêîñòè Oηζ (ò.å. â îðòîãîíàëüíîé ê e1 ïëîñêîñòè), à çàòåì ðàñïðîñòðàíèòü ýòó ôóíê-
öèþ íà âñå ïðîñòðàíñòâî ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì âäîëü Oξ (âåäü ìû óæå äîãàäûâàëèñü,
÷òî óðàâíåíèå ïðèìåð âèä uξ = 0). Èòàê, óïðîñòèì ðåøåíèå.

Ðåøåíèå âòîðîå. Âèäèì, ÷òî âûðàæåíèå â ëåâîé ÷àñòè (1) � ýòî ïðîèçâîäíàÿ ïî íà-
ïðàâëåíèþ âåêòîðà e1 = (a, a, 1) â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå (x, y, t). Ïîäáåðåì âåêòîðû
e′2 = (1, 0,−a) è e′3 = (0, 1,−a) òàê, ÷òîáû îíè áûëè îðòîãîíàëüíû e1 (ïðè ýòîì îðòîãî-
íàëüíîñòü e′2 ⊥ e′3 íå îáÿçàòåëüíà). Ýòè âåêòîðû ïîêàçûâàþò íàì âûðàæåíèÿ x − at è
y − at, îò êîòîðûõ çàâèñèò ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ ϕ, çàäàþùàÿ îòâåò.

Íåïëîõî, íî õîòåëîñü áû ïðèäóìàòü óíèâåðñàëüíûé ìåòîä ðåøåíèÿ, êîòîðûé áû ïðè-
âîäèë ê îòâåòó ïîáûñòðåå. ×òî îêàçàëîñü êëþ÷åâûì äëÿ ðåøåíèÿ? Òîò ìîìåíò, êîãäà ìû
íàøëè âûðàæåíèÿ x− at è y− at. Ïîñëå ýòîãî îòâåò ïèøåòñÿ ¾íà àâòîìàòå¿ � ïðîèçâîëü-
íàÿ ôóíêöèÿ îò íàéäåííûõ âûðàæåíèé. Ñàìè ýòè âûðàæåíèÿ òîæå, åñòåñòâåííî, ÿâëÿþòñÿ
ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ. Ïðè÷åì ïåðâîå èç íèõ íå çàâèñèò îò y, à, çíà÷èò, åãî ìîæíî âîñ-
ïðèíèìàòü êàê ôóíêöèþ x(t), êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ dt

1
= dx

a
. Àíàëîãè÷íî

óñòðîåíî âòîðîå ðåøåíèå.
Âûâîä: äëÿ òîãî, ÷òîáû ðåøèòü óðàâíåíèå αut + βux + γuy = 0 íàäî çàïèñàòü ñè-

ñòåìó îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

{
α−1dt = β−1dx,

α−1dt = γ−1dy
, íàéòè

äâà åå íåçàâèñèìûõ ðåøåíèÿ è çàïèñàòü îòâåò êàê ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ îò
ýòèõ äâóõ ðåøåíèé.
Åùå ðàç: íàïðàâëÿþùèé âåêòîð îñè Oξ ðàâåí (α, β, γ), à îðòîãîíàëüíûå âåêòîðû âûáè-
ðàþòñÿ (α−1,−β−1, 0) è (α−1, 0,−γ−1). Ïðè ýòîì, íàéäåííûé íàìè ìåòîä ïîäõîäèò è äëÿ
ñëó÷àÿ, êîãäà α, β è γ çàâèñÿò îò x, y è t. Íè÷åãî íå èçìåíèòñÿ è ïðè äðóãîì íàáîðå ïåðå-
ìåííûõ (òðè ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ è âðåìÿ, ñòàéöèîíàðíîå óðàâíåíèå ñ ëþáûì
÷èñëîì ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ). Êîíå÷íî, â îáùåì ñëó÷àå, òðàåêòîðèè ïîëó÷åííîé
íàìè ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé áóäóò íåëèíåéíûìè ôóííê-
öèÿìè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, ëèíåéíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî
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ïîðÿäêà � ýòî óðàâíåíèå uξ = f , òîëüêî çàïèñàííîå â íåêîòîðîé êðèâîëèíåéíîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò.

Ïðèìåð 7. Ðåøèì ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå

(x+ y)ux − yuy + (y + z)uz = 0.

Ðåøåíèå. Ïèøåì ñèñòåìó
dx

x+ y
= −dy

y
=

dz

y + z
.

Ïåðâîå óðàâíåíèå ïðèâîäèì ê âèäó ydx + (x + y)dy = 0, ýòî óðàâíåíèå â ïîëíûõ äèô-
ôåðåíöèàëàõ, îòêóäà 2xy + y2 = const (òå, êòî íå çàìåòèëè ïîëíîãî äèôôåðåíöèàëà íå
ðàññòðàèâàþòñÿ, çàìå÷àþò, ÷òî óðàâíåíèå ëèíåéíî, åñëè ñ÷èòàòü x ôóíêöèåé îò y, è ðå-
øàþò óðàâíåíèå ïî èçâåñòíîé ñõåìå). Àíàëîãè÷íî, (y+z)dy+ydz = 0, ò.å. 2yz+y2 = const.
Îòâåò: u(x, y, z) = ϕ(2xy + y2, 2yz + z2), ãäå ôóíêöèÿ ϕ ïðîèçâîëüíà.

Îïðåäåëåíèå 2. Ôóíêöèè η(x, y, z) è ζ(x, y, z), êîòîðûå ìû íàõîäèì â ïðîöåññå ðåøå-
íèÿ ñèñòåìû, ïîñòîÿû âäîëü òðàåêòîðèé (x(ξ), y(ξ), z(ξ)). Òàêèå ôóííêöèè íàçâûàþò
ïåðâûìè èíòåãðàëàìè ñèñòåìû. Ñàìè êðèâûå (x(ξ), y(ξ), z(ξ)) íàçûâàþòñÿ õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêèìè êðèâûìè èëè ïðîñòî õàðàêòåðèñòèêàìè.

Â ïîñëåäíåì ïðèìåðå ïåðâûìè èíòåãðàëàìè áûëè ôóíêöèè 2xy+y2 è 2yz+y2. Â ïðåäû-
äóùåì ïðèìåðå � ôóíêöèè x− at è y − at.

Äîáàâèì ê óðàâíåíèþ ïðàâóþ ÷àñòü f , çàâèñÿùóþ îò ïåðåìåííûõ, íî íå îò ôóíêöèè u.
Îêàçûâàåòñÿ, íè÷åãî ñòðàøíîãî íå ïðîèçîéäåò. Åùå ðàç ïðîãîâîðèì ííàø ïóòü ðåøåíèÿ.
Ïóñòü u = u(x, y, z) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

α(x, y, z)ux + β(x, y, z)uy + γ(x, y, z)uz = f(x, y, z)

Ìû íàõîäèì êðèâîëèíåéíûå êîîðäèííàòû (ξ, η, ζ), â êîòîðûõ óðàâíåíèå ïðèìåò âèä
uξ = f . Ïðè ýòîì ñàìîå âàæíîå � âûáîð êðèâîé Oξ, ò.å. ïàðàìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè
x = x(ξ), y = y(ξ), z = z(ξ). Ýòó êðèâóþ ìû âûáèðàåì òàê, ÷òîáû

uξ = ux · xξ + uy · yξ + uz · zξ = α(x, y, z)ux + β(x, y, z)uy + γ(x, y, z)uz,

ò.å. ðåøàåì ñèñòåìó
dx
dξ

= α(x, y, z),
dy
dξ

= β(x, y, z),
dz
dξ

= γ(x, y, z),

⇐⇒ dx

α(x, y, z)
=

dy

β(x, y, z)
=

dz

γ(x, y, z)
= dξ.

Íî, âåäü, uξ = du
dξ

= f(x, y, z), ò.å. ìû ïðîñòî ìîæåì äîáàâèòü ê ñèñòåìå åùå îäíî óðàâíåíèå

dξ = du
f(x,y,z)

. Òîãäà ó ñèñòåìû îñòàíóòñÿ äâà ïåðâûõ èíòåãðàëà âèäà η(x, y, z) è ζ(x, y, z), à

êðîìå íèõ ïîÿâèòñÿ åùå îäèí, ñîäåðæàùèé ôóíêöèþ u. Îí áóäåò èìåòü âèä u = J(x, y, z).
Òîãäà ìû ñêàæåì, ÷òî íàøëè ÷àñòíîå ðåøåíèå, à îáùåå ðåøåíèå åñòü ñóììà ÷àñòíîãî ðåøå-
íèÿ è îáùåãî ðåøåíèÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (ýòî, î÷åâèäíî, âñåãäà âåðíî äëÿ ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé). Â ýòîì ñëó÷àå, íàø îòâåò

u(x, y, z) = J(x, y, z) + ϕ(η(x, y, z), ζ(x, y, z)),

ãäå ϕ � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ.
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Ïðèìåð 8. Ïðè ìîäåëèðîâàíèè òðàíñïîðòíîãî ïîòîêà íà øîññå x ∈ [0,+∞), t ∈ [0, 1],
âûáðàíà ìîäåëü

ut + (v(x, t)u)′x = f(x, t).

Ñìûñë ôóíêöèè u(x, t) � ïëîòíîñòü ïîòîêà àâòîìîáèëåé â òî÷êå øîññå x â ìîìåò
âðåìåíè t. Ôóíêöèÿ v(x, t) õàðàêòåðèçóåò ñêîðîñòü ïîòîêà. Â íàøåé ìîäåëå îíà âçÿòà
v(x, t) = 1 − e−x (øîññå âíà÷àëå èäåò ïî ãîðîäó, òî÷êà x = 0 ñîîòâåòñòâóåò öåíòðó
ãîðîäà, à ïîòîì âûõîäèò çà ãîðîä è åãî ïðîïóñíàÿ ñïîñîáíîñòü âîçðàñòàåò). Íàêîíåö,
ôóíêöèÿ f(x, t) 6= 0 îçíà÷àåò, ÷òî ê äâèæåíèþ ïîäêëþ÷àþòñÿ âñå íîâûå è íîâûå ÷àñòè-
öû. Â íàøåé ìîäåëè f(x, t) = e−x (çàêîí÷èëñÿ ðàáî÷èé äåíü è â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè
ê äâèæåíèþ ïîäêëþ÷àåòñÿ îäèíàêîâîå ÷èñëî ìàøèí, íî â öåíòðå èõ ÷èñëî áîëüøå). Íà-
÷àëüíîå óñëîâèå u(x, 0) = 0 (äîðîãà ïóñòà). Íàéäåì ðåøåíèå çàäà÷è.

Ðåøåíèå. Èòàê, èìååì óðàâíåíèå ut+(1−e−x)ux = e−x(1−u). Âîîáùå�òî, â íàøèõ ðàññóæ-
äåíèÿõ ìû ñ÷èòàëè ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ íå çàâèñÿùåé îò u. Íî, äàâàéòå ïîïðîáóåì.
Ïèøåì ñèñòåìó íà ïîèñê õàðàêòåðèñòèê

dt

1
=

dx

1− e−x
=

du

e−x(1− u)
.

Òîãäà ïåðâîå óðàâíåíèå � óðàâíåíèå ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè. Èíòåãðèðóÿ, ïî-
ëó÷àåì

t+ C =

∫
dx

1− e−x
=

∫
ex

ex − 1
dx = ln(ex − 1).

Âòîðîå óðàâíåíèå � òîæå óðàâíåíèå ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè

e−xdx

e−x − 1
=

du

1− u
⇐⇒

∫
e−x

1− e−x
dx =

∫
du

1− u
⇐⇒ − ln(1− e−x) = ln(1− u) + C.

Îñòàíîâèìñÿ è ïîäóìàåì, êàê íàì òåïåðü ïèñàòü îòâåò. Âñïîìíèì, ÷òî ïîñëå çàìåí ìû
äîëæíû ïðèéòè ê óðàâíåíèþ uξ = f(ξ, η, u). Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ ïî-
ëó÷èòñÿ ôóíêöèÿ, ñâÿçûâàþùàÿ u è ξ è ñîäåðæàùàÿ íåîïðåäåëåííóþ ïîñòîÿííóþ. Ýòà
¾ïîñòîÿííàÿ¿ íå çàâèñèò îò ξ, íî çàâèñèò îò ïåðåìåííîé η, êîòîðàÿ, â ñâîþ î÷åðåäü, ÿâ-
ëÿåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì ñèñòåìû âèäà η = η(x, t). Òåïåðü âñå ñòàëî ÿñíî: çàïèñûâàåì
ðàâåíñòâî

− ln(1− e−x) = ln(1− u) + C ⇐⇒ u = 1− C

1− e−x
,

ãäå C = ϕ(η), ϕ � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ. Âûðàæåíèå äëÿ η íàõîäèì èç äðóãîãî ïåðâîãî
èíòåãðàëà ln(ex − 1) − t = const. Îñòàåòñÿ ó÷åñòü íà÷àëüíîå óñëîâèå. Ïîäñòàâëÿåì t = 0,
ïîëó÷àåì

ϕ(ln(ex − 1))1− e−x ⇐⇒ ϕ(y) =
1

1 + e−y
.

Òåïåðü ïîäñòàâëÿåì íàéäåííóþ ôóíêöèþ ϕ â îáùåå ðåøåíèå è ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíûé
îòâåò

u(x, t) =
et − 1

et − 1 + ex
.

Àíàëèçèðóÿ îòâåò âèäèì, ÷òî ïëîòíîñòü ïîòîêà íå ïðåâîñõîäèò 1, ò.å. øîññå âïîëíå ñïðàâ-
ëÿåòñÿ ñ ïîòîêîì.
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Âûâîä: ïóñòü äàíî óðàâíåíèå âèäà

α(x, y, z)ux + β(x, y, z)uy + γ(x, y, z)uz = f(x, y, z, u).

Äëÿ åãî ðåøåíèÿ íàäî çàïèñàòü ñèñòåìó îáûêíîâåíííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé

dx

α
=
dy

β
=
dz

γ
=
du

f
,

íàéòè åå ïåðâûå èíòåãðàëû âèäà η(x, y, z), ζ(x, y, z) è J(x, y, z, u). Òîãäà ðåøåíèå â
íåÿâíîé ôîðìå èìååò âèä J(x, y, z, u) = ϕ(η(x, y, z), ζ(x, y, z)), ãäå ϕ � ïðîèçâîëüíàÿ
ôóíêöèÿ.
À åñëè åùå íåìíîãî ïîäóìàòü? Ðàç óæ ìû äîïóñêàåì çàïèñü ðåøåíèÿ â íåÿâíîé ôîðìå,
òî ÷òî íàì ìåøàåò ââåñòè çàâèñèìîñòü îò u â ôóíêöèè α, β è γ? Îòâåò ìû òîãäà îæèäàåì
â íå÷âíîì âèäå Φ(x, y, z, u) = 0. Òîãäà íàøà ñèñòåìà áóäåò èìåòü òðè ïåðâûõ èíòåãðàëà
âèäà η(x, y, z, u), ζ(x, y, z, u) è J(x, y, z, u), à îòâåò ïðèìåò âèä ϕ(η, ζ, J) = 0, ãäå ϕ �
ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ.

Ïðèìåð 9. Íà ýòîò ðàç ìîäåëü òðàíñïîðòíîãî ïîòîêà ñäåëàëè áîëåå ðåàëüíîé � ñêî-
ðîñòü ïîòîêà çàâèñèò îò åãî ïëîòíîñòè. Ðåøèòå ïðîñòåéøåå óðàâíåíèå òàêîé ìîäåëè
(îäíîðîäíîå óðàâíåíèå Õîïôà)

ut + uux = 0

ïðè x ∈ [0,+∞), t ∈ [0,+∞) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì u(x, 0) = e−x.

Ðåøåíèå. Èìååì
dt

1
=
dx

u
=
du

0
.

Ïåðâîå óðàâíåíèå èíòåãðèðóåì (u ñ÷èòàåì íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé, ò.å. ïðè èíòåãðèðî-
âàíèè ïîñòîÿííîé!), ïîëó÷àåì ïåðâûé èíòåãðàë x − ut = const. Âòîðîå óðàâíåíèå òîæå
èíòåãðèðóåì, ïîëó÷àåì ïåðâûé èíòåãðàë u = const. Òîãäà îáùåå ðåøåíèå èìååò íåÿâ-
íûé âèä F (u, x − ut) = 0, ãäå F ïðîèçâîëüíà. Ïîäñòàâèì íà÷àëüíîå óñëîâèå, ïîëó÷èì
F (p, q) = 0 íà êðèâîé p = e−q, q ≥ 0. Çíà÷èò, íà ïëîñêîñòè (p, q) íàøå ðåøåíèå äâèæåòñÿ
ïî ýòîé êðèâîé, ò.å.

u = eut−x ⇐⇒ x = ut− lnu.

Åñëè ïîñìîòðåòü íà ãðàôèê ïîëó÷åííîé ôóíêöèè â îñÿõ OuOx ïðè ðàçíûõ t, òî âèäíî,
÷òî u(x, 0) îïðåäåëåíà ïðè âñåõ x, à, íàïðèìåð, u(x, 1/2) � òîëüêî ïðè x > 1/2. Íåìíîãî
ïîäóìàâ, ñòàíîâèòñÿ ÿñíî, ÷òî òàê è äîëæíî áûòü � çà âðåìÿ T = 1/2 àâòîìîáèëè, íàõî-
äèâøèåñÿ íà øîññå óåõàëè çà ïðåäåëû òî÷êè x = 1/2, à èíôîðìàöèè î âúåõàâøèõ ÷åðåç
òî÷êó x = 0 íà øîññå àâòîìîáèëÿõ ó íàñ íåò (çàáûëè ïîñòàâèòü ãðàíè÷íîå óñëîâèå!). Íî
äàëüøå ïðîèñõîäèò åùå îäèí ýôôåêò: ïðè ôèêñèðîâàííûõ t > 1 ôóíêöèÿ x = ut− lnu íå
èìååò îáðàòíîé ôóíêöèè u = u(x)! Òàêîå ÿâëåíèå íàçûâàþò ãðàäèåíòíîé êàòàñòðîôîé.
Â äàííîì ñëó÷àå ïîíÿòíî, êàê ýòî ñëó÷èëîñü: â ìîìåíò âðåìåíè t = 1 çàäíèå àâòîìîáèëè
äîãíàëè óøåäøèõ âïåðåä è ðåøåíèå ïðîïàëî (îáðàçîâàëàñü óäàðíàÿ âîëíà)! Âûâîä: íèêî-
ãäà íåëüçÿ çàáûâàòü ïðî ôèçè÷åñêóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è � ëþáàÿ ôèçè÷åñêàÿ
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ìîäåëü èìååò ãðàíèöû ïðèìåíèìîñòè. Â íàøåì ñëó÷àå, ìîäåëü îïèñûâàëà äâèæåíèå
áåç âçàèìîäåéñòâèÿ ÷àñòèö, ÷òî ÿâíî íåâåðíî ïðè îáðàçîâàíèè äîðîæíîé ¾ïðîáêè¿.

Ïîêàæåì, êàê âûâîäèëîñü óðàâíåíèå � òîãäà ñòàíóò ïîíÿòíû ýòè ñàìûå ¾ãðàíèöû ïðè-
ìåíèìîñòè¿. Ðàññìîòðèì ïîòîê ÷àñòèö ãàçà â îáëàñòè D ⊂ Rd, ãäå d = 1, 2 èëè 3. Ïóñòü
r � êîîðäèíàòà íåêîòîðîé ÷àñòèöû (ýòî, ñîîòâåòñòâåííî, ÷èñëî, äâóìåðíûé âåêòîð èëè
òðåõìåðíûé âåêòîð). Â íàøåì ñëó÷àå d = 1, òàê ÷òî r � ÷èñëî. Åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî ÷àñòèöû
äðóã ñ äðóãîì íå âçàèìîäåéñòâóþò, òî çàêîí Íüþòîíà mr̈j = 0 ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåò äâè-
æåíèå ÷àñòèöû ñ íîìåðîì j (ìû ñ÷èòàåì, ÷òî âíåøíèõ ñèë íåò). Ïàðà (rj, t) íàçûâàåòñÿ
ëàãðàíæåâûìè êîîðäèíàòàìè ÷àñòèöû. Ââåäåì íà ïðÿìîé êîîðäèíàòó x. Ïàðà (x, t) íà-
çûâàåòñÿ ýéëåðîâûìè êîîðäèíàòàìè (ýòè êîîðäèíàòû ïðèâÿçàíû íå ê ÷àñòèöå, à ê òî÷êå).
Òîãäà â êàæäîé òî÷êå x îïðåäåëåíà ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ÷àñòèö ñðåäû v = v(x, t). Åñëè â
ýòó òî÷êó x0 â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè t0 ïîïàëà íåêîòîðàÿ ÷àñòèöà, òî åå ñêîðîñòü ðàâíà
v. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýòà ÷àñòèöà äâèæåòñÿ ïî ñâîåé òðàåêòîðèè, ò.å. rj = rj(t), ïðè÷åì

rj(t0) = x0. Òîãäà ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè ñêîðîñòè ýòîé ÷àñòèöû ˙rj(t) ïîëó÷àåì

ṙj(t)− ṙj(t0) = v(x, t)− v(x0, t0) = v(x, t)− v(x, t0) + v(x, t0)− v(x0, t0) ≈
≈ vt(x, t0)∆t+ vx(x0, t0)(x− x0) ≈ vt(x0, t0)∆t+ vx(x0, t0)(rj(t)− rj(t0)) =

= vt(x0, t0)∆t+ vx(x0, t0)v(x0, t0)∆t.

Ñâîáîäíîå äâèæåíèå ÷àñòèöû õàðàêòåðèçóåòñÿ óðàâíåíèåì (mj · rj(x, t))′t = 0, îòêóäà
mj(vt + vxv) = 0. Ýòî è åñòü óðàâíåíèå Õîïôà.

Óïðàæíåíèå 2. Ðåøèòå ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ.
1. xux + yuy = 1.
2. uux + xuy = u.
3. xux + yuy + zuz = u3.
Ðåøèòå ñëåäóþùèå çàäà÷è Êîøè.
4. xyux + xuuy, u = 1 + y2 ïðè x = 1.
5. ux + (u− x2)uy = 2x, u = x2 + x ïðè y = 2x2.
6. xux + uuy = u+ 2x2, u = x ïðè y = 1/4− x2.
Ðåøèòå óðàâíåíèå ñ n ïåðåìåííûìè
7. x1 ∂

∂x1
u+ · · ·+ xn ∂

∂xn
u = au, ãäå a = const.

Äëÿ äîëæíèêîâ äîïîëíèòåëüíî: ðåøèòü ñëåäóþùèå çàäà÷è Êîøè
8. xux + yuy = x+ y + u, u = x+ y íà ïðÿìîé y = x+ 1;
9. y2ux + xyuy = x3u, u = ey

2/2 íà ïðÿìîé x = 2y;
10. yux + xuuy = yu, u = −y2 íà ïðÿìîé x = 0.
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Ëåêöèÿ 3. Çàäà÷à Êîøè. Ïðîñòåéøèå ñèñòåìû

Ðàç óæ ó íàñ òàê õîðîøî âñå ïîëó÷èëîñü ñ ëèíåéíûìè è êâàçèëèíåéíûìè óðàâíåíèÿìè
ïåðâîãî ïîðÿäêà, òî ïîðà, íàâåðíîå, äîêàçàòü òåîðåìó î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè
ðåøåíèÿ. Íå áóäåì ñòðåìèòñÿ ê ñàìîìó îáùåìó ñëó÷àþ. Ïóñòü óðàâíåíèå èìååò âèä

α(x, y, z)ux + β(x, y, z)uy + γ(x, y, z)uz = f(x, y, z, u), (2)

ãäå ôóíêöèè α, β è γ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû (â òîé îáëàñòè, ãäå ýòî áóäåò íàäî).
Ïðàâóþ ÷àñòü áóäåì òàêæå ñ÷èòàòü íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé, è ðåøåíèå u(x, y, z)
áóäåì èñêàòü â êëàññå íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé. Ê óðàâíåíèþ äîáàâèì
íà÷àëüíîå óñëîâèå. Âîîáùå�òî, ìû íàçûâàåì åãî íà÷àëüíûì óñëîâíî � ¾íà÷àëî¿ ïîäðà-
çóìåâàåò íàëè÷èå âðåìåíè. Êîíå÷íî, íèêòî íàì íå çàïðåòèò ñ÷èòàòü îäíó èç ïåðåìåííûõ
(íàïðèìåð, x) âðåìåíåì. Íî òîãäà íà÷àëüíîå óñëîâèå ëîãè÷íî çàäàâàòü íà ïëîñêîñòè x = 0.
Ìû æå ðàññìîòðèì áîëåå îáùèé ñëó÷àé � óñëîâèå áóäåì çàäàâàòü íà íåêîòîðîé ïîâåðõíî-
ñòè S â ïðîñòðàíñòâå R3 3 {(x, y, z)}. Òîãäà òàêîå óñëîâèå ñëåäóåò ëó÷øå íàçâàòü êðàåâûì
óñëîâèåì. Íî âåäü, îïÿòü æå, íèêòî íàì íå çàïðåòèò îäííó èç ïåðåìåííûõ ïðèíÿòü çà
âðåìÿ. Òîãäà óñëîâèå ñòàíîâèòñÿ êàêèì�òî ñìåøàííûì, ¾íà÷àëüíî�êðàåâûì¿. Â îáùåì,
íàçîâåì óñëîâèå íà÷àëüíûì, ïîäðàçóìåâàÿ ÷òî â êàæäîé êîíêðåòíîé çàäà÷å ýòî óñëîâèå
ìîæåò èìåòü ñâîé ñìûñë.

Èòàê, ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà íåêîòîðîé ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè S â R3 çàäàíà ôóíêöèÿ
f . Î÷åü âàæíî îòìåòèòü, ÷òî íàøà òåîðåìà áóäåò ëîêàëüíîé (ñîáñòâåííî, êàê è â êóðñå
îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüûõ óðàâíåíèé). Òî åñòü ìû ðàññìîòðèì ¾ìàëåíüêèé êóñî-
÷åê¿ ïîâåðõíîñòè è ¾ìàëåíüêèé êóñî÷åê¿ ïðîñòðàíñòâà. Òîãäà, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè,
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïîâåðõíîñòü S åñòü ãðàôèê ôóíêöèè z = S(x, y). Ýòó ôóíêöèþ ìû
áóäåì ñ÷èòàòü íåïðåðûâíî�äèôôåðåíöèðóåìîé â êðóæêå V = {(x − a)2 + (y − b)2 < r2}.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ýòî íå òàê, òî ìû âñåãäà ìîæåì îñóùåñòâèòü ïîâîðîò â R3 (ëèíåé-
íóþ çàìåíó ïåðåìåííûõ). Òàêàÿ çàìåíà, î÷åâèäíî, íå ìåíÿåò âèäà óðàâíåíèÿ, à ïîâîðîòîì
ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òî ïîâåðõíîñòü ïðèäåò ê âèäó z = S(x, y). Íà ýòîé ïîâåðõíîñòè ìû
çàäàäèì ôóíêöèþ ϕ : (x, y, z) → ϕ(x, y). Ïîñêîëüêó òî÷êà (x, y, z) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿ-
åòñÿ êîîðäèíàòàìè (x, y), òî ôàêòè÷åñêè, ìû çàäàåì ôóíêöèþ ϕ(x, y) â êðóæêå V .

Îïðåäåëåíèå 3. Çàäà÷åé Êîøè íàçûâàåòñÿ çàäà÷à î íàõîæäåíèè ðåøåíèÿ u(x, y, z) óðàâ-
íåíèÿ (2), óäîâëåòâîðÿþùåãî íà ïîâåðõíîñòè S óñëîâèþ u(x, y, z) = ϕ(x, y) ïðè âñåõ
(x, y) ∈ D, z = S(x, y).

Òåîðåìà 1. Ïóñòü S = {z = z(x, y)|(x, y) ∈ V } � íàøà ïîâåðõíîñòü. Åñëè
1. ôóíêöèè α, β, γ, f , S è ϕ èç êëàññà C1;
2. ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ f ′u 6= 0 íèãäå íà ïîâåðõíîñòè S;
3. õàðàêòåðèñòèêè íå êàñàþòñÿ ïîâåðõíîñòè, ò.å. âåêòîðû (1, 0, S ′x), (0, 1, S ′y) è (α, β, γ)
îáðàçóþò ëèíåéíûé áàçèñ â êàæäîé òî÷êå ïîâåðõíîñòè S,
òî â ìàëîé îêðåñòíîñòè ïîâåðõíîñòè, ò.å. â îáëàñòè

D = {(x, y, z) : (x, y) ∈ V, z ∈ (S(x, y)− δ, S(x, y) + δ)}

ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ôóíêöèÿ u êëàññà C1 � ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Øàã 1. Ââåäåì â îáëàñòè D êðèâîëèíåéíûå êîîðäèíàòû. Èç êàæäîé
òî÷êè (x0, y0, z0) ∈ S âûïóñòèì õàðàêòåðèñòèêó � êðèâóþ (x(ξ), y(ξ), z(ξ)), óäîâëåòâîðÿþ-
ùóþ ñèñòåìå α−1dx = β−1dy = γ−1dz è íà÷àëüíûì óñëîâèÿì x(0) = x0, y(0) = y0, z(0) = z0.
Òî÷íåå, ìû íàïèøåì àâòîíîìíóþ ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

dx
dξ

= α(x, y, z),
dy
dξ

= β(x, y, z),
dz
dξ

= γ(x, y, z),

ãäå ξ ∈ (−ε, ε), à íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äàíû âûøå.

Èç êóðñà îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íàì èçâåñòíî, ÷òî ðåøåíèå òà-
êîé çàäà÷è � êðèâàÿ (x(ξ), y(ξ), z(ξ)) ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííà è íåïðåðûâíî äèôôåðåí-
öèðóåìà ïî ξ. À åùå áûëà (íàâåðíîå) òåîðåìà î íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè ðåøåíèÿ ñèñòå-
ìû ÎÄÓ îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé, ò.å. ôóíêöèè x(ξ, x0, y0, z0), y(ξ, x0, y0, z0) è z(ξ, x0, y0, z0)
íåïðåðûâíî çàâèñÿò îò x0, y0 è z0. Íó è óæ òî÷íî íå áûëî, íî ïîâåðèì, ÷òî ýòî òàê: åñëè
íà÷àëüíûå óñëîâèÿ çàâèñÿò îò êàêèõ�òî ïàðàìåòðîâ íåïðåðûâíî�äèôôåðåíöèðóåìî, òî è
ðåøåíèÿ ñèñòåìû ÎÄÓ çàâèñÿò îò ýòèõ ïàðàìåòðîâ íåïðåðûâíî�äèôôåðåíöèðóåìî. Âîò ó
íàñ, íà÷àëüíûå óñëîâèÿ çàâèñÿò îò ïàðàìåòðîâ x0 è y0 èìåííî òàê (ïðî ïåðâûå äâå êîîðäè-
íàòû âñå è òàê ÿñíî, à ôóíêöèÿ z0 = S(x0, y0) íåïðåðûâíî�äèôôåðåíöèðóåìà ïî óñëîâèþ).
Èòàê, ôóíêöèè x, y è z çàâèñÿò îò ξ, x0 è y0 íåïðåðûâíî�äèôôåðåöèðóåìî. Îáîçíà÷èì
x0 = η, y0 = ζ è ïîëó÷èì çàìåíó ïåðåìåííûõ (ξ, η, ζ) 7→ (x, y, z), îïðåäåëåííóþ â öèëèíäðå
{|ξ| < ε, (η − a)2 + (ζ − b)2 < r2}. Çàïèøåì ÿêîáèàí çàìåíû íà ñðåçå öèëèíäðà ξ = 0

J =

∣∣∣∣∣∣
x′ξ x′η x′ζ
y′ξ y′η y′ζ
z′ξ z′η z′ζ

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
α 1 0
β 0 1
γ S ′x S ′y

∣∣∣∣∣∣ 6= 0

(ñì. óñëîâèå 3). Ïîñêîëüêó âñå ïðîèçâîäíûå íåïðåðûâíû, òî íåïðåðûâåí è îïðåäåëèòåëü
J(ξ, η, ζ), à çíà÷èò îí îòëè÷åí îò íóëÿ è â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ñðåçà. Âîò ìû è âîçüìåì
÷èñëî ε íàñòîëüêî ìàëûì, ÷òîáû îïðåäåëèòåëü íå îáðàùàëñÿ â íîëü âî âñåì öèëèíäðå.
Òîãäà òðîéêà ôóíêöèé (x, y, z) îòîáðàçèò ýòîò öèëèíäð â íåêîòîðóþ îêðåñòíîñòü ïîâåðõ-
íîñòè S áèåêòèâíî è îäíîçíà÷íî. Âûáèðàÿ δ äîñòàòî÷íî ìàëûì, ïîëó÷èì, ÷òî îïðåäåëåíà
îáðàòíàÿ çàìåíà èç íåïðåðûâíî�äèôôåðåöèðóåìûõ ôóíêöèé (òåîðåìà î ñèñòåìå íåÿâíûõ
ôóíêöèé èç êóðñà ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà). Çíà÷èò, â êàæäîé òî÷êå (x, y, z) ∈ D ìû
îïðåäåëèëè òðîéêó íåïðåðûâíî�äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé ξ(x, y, z), η(x, y, z), ζ(x, y, z)
� ââåëè êðèâîëèíåéíûå êîîðäèíàòû.
Øàã 2. Çàïèøåì íàøå óðàâíåíèå â íîâûõ êîîðäèíàòàõ. Ïî ïðàâèëó äèôôåðåíöèðîâàíèÿ
ñëîæíîé ôóíêöèè (ñì. êóðñ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà)

uξ = ux · xξ + uy · yξ + uz · zξ = αux + βuy + γuz = f(x, y, z, u) = g(ξ, η, ζ, u).

Ýòî îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì u(0, η, ζ) = ϕ(η, ζ),
ãäå (η, ζ) ∈ V . Ïðè ýòîì g′u = f ′u 6= 0 â òî÷êàõ (ξ = 0, η, ζ) (óñëîâèå 2). Ïî òåîðåìå èç êóðñà
ÎÄÓ óðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå u(ξ, η, ζ) â îêðåñòíîñòè òî÷êè ξ = 0 (åñëè
íàäî, óìåíüøàåì ÷èñëà ε è δ). Ýòî ðåøåíèå íåïðåðûâíî�äèôôåðåíöèðóåìî ïî ïåðåìåí-
íîé ξ è ïî ïàðàìåòðàì η è ζ (îïÿòü ïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé èç ÎÄÓ, êîòîðîé òàì íå áûëî).
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Äåëàåì îáðàòíóþ çàìåíó è ïîëó÷àåì ðåøåíèå u(x, y, z) èñõîäíîé çàäà÷è (ïðè ýòîì íåïðå-
ðûâíàÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòü íå ïðîïàäåò � òåîðåìà èç êóðñà ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà
î êîìïîçèöèè íåïðåðûâíî�äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé).

Âûâîä: äîêàçàûâàòü òåîðåìû îá óðàâíåíèÿõ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ � øòóêà íåïðî-
ñòàÿ.

Ïîãîâîðèì òåïåðü î ñèñòåìàõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Ðàññìîòðèì ïðîñòåé-
øèé ïðèìåð.

Ïðèìåð 10. Ðåøèòå ñèñòåìó {
ux = 1,

uy = x.

Ðåøåíèå. Èíòåãðèðóÿ ïåðâîå óðàâíåíèå, ïîëó÷èì u(x, y) = x+C(y). Äèôôåðåíöèðóÿ ýòî
ðåøåíèå, ïîëó÷èì C ′(y) = x, ÷òî íåâîçìîæíî.
Îòâåò: ðåøåíèé íåò.

Ïî÷åìó òàê ïðîèçîøëî? Êàçàëîñü áû, êàæäîå óðàâíåíèå îòíèìàåò ó íàñ îäíó ñòå-
ïåíü ñâîáîäû, à êàæäàÿ ïåðåìåííàÿ � äîáàâëÿåò. Äî ñèõ ïîð ýòîò ïðèíöèï äåéñòâîâàë:
óðàâíåíèÿ ñ n ïåðåìåííûìè ïðèâîäèëè ê ðåøåíèÿì � ôóíêöèÿì îò n − 1 ïåðâîãî èí-
òåãðàëà. Îòñóòñòâèå ðåøåíèÿ â äàííîì ïðèìåðå ìîæíî çàìåòèòü èç ñëåäóþùåãî ôàêòà
(ux)

′
y = (1)′y = 0, à (uy)

′
x = (x)′x = 1, â òî âðåìÿ êàê ñìåøàííàÿ ïðîèçâîäíàÿ íå äîëæíà

çàâèñåòü îò ïîðÿäêà äèôôèåðåíöèðîâàíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, èçó÷åíèå ñèñòåì PDE òðåáóåò
èññëåäîâàíèÿ íîâîãî äëÿ âàñ âîïðîñà � î ñîâìåñòíîñòè ñèñòåìû.

Ïðèìåð 11. Ðåøèòå ñèñòåìó {
ux = u,

uy = u2.

Ðåøåíèå. Èìååì uxy = uy = u2 = uyx = 2uux = 2u2, ò.å. u2 = 0.
Îòâåò: u(x, y) ≡ 0.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî êðîìå ÿâíûõ óðàâíåíèé, ñèñòåìà ñîäåðæèò åùå îäíî, ñêðûòîå óðàâ-
íåíèå u2 = 0.

Îïðåäåëåíèå 4. Åñëè ñèñòåìà PDE íå ñîäåðæèò ñêðûòûõ óðàâíåíèé (ôîðìàëüíî, ëþ-
áîîå óñëîâèå ñîâìåñòíîñòè ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì óðàâíåíèé ñèñòåìû), òî òàêàÿ ñèñòå-
ìà íàçûâàåòñÿ çàìêíóòîé.

Óòâåðæäåíèå 1. Ñèñòåìà PDE íà ôóíêöèþ u(x, y){
ux = p(x, y),

uy = q(x, y),

ãäå (x, y) ∈ R2, ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà p′y = q′x. Â ýòîì ñëó÷àå
ñèñòåìà èìååò ðåøåíèå, åäèíñòâåííîå ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
ñèñòåìà íå èìååò ðåøåíèé.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëó÷àé p′y 6= q′x î÷åâèäåí � ê ñèñòåìå äîáàâëÿåòñÿ íîâîå ðàâåíñòâî, êî-
òîðîå è äåëàåò ñèñòåìó íåñîâìåñòíîé. Åñëè æå ðàâåíñòâî âûïîëíåíî, òî ñèñòåìà ðåøàåòñÿ:

u(x, y) =

∫ x

0

p(ξ, y)dξ + f(y)

uy = q(x, y) =

∫ x

0

p′y(ξ, y)dξ + f ′(y) =

∫ x

0

q′ξ(ξ, y)dξ + f ′(y) = q(x, y)− q(0, y) + f ′(y).

Îòñþäà q(0, y) = f ′(y), ò.å. f(y) =
∫ y

0
q(x, η)dη + C0 è îêîí÷àòåëüíî

u(x, y) =

∫ x

0

p(ξ, y)dξ +

∫ y

0

q(x, η)dη + C0.

Îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû ïîëó÷åíî. ×òî êàñàåòñÿ çàìêíóòîñòè, òî îíî ñëåäóåò èç ñëåäóþùå-
ãî ðàññóæäåíèÿ. Ëþáîå óñëîâèå ñîãëàñîâàíèå äîëæíî âûïîëíÿòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû.
Íî ïîñêîëüêó ýòà ôóíêöèÿ � ðåøåíèå ñèñòåìû, òî îíî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ñèñòåìû, à
çíà÷èò, è ëþáîå ñîîòíîøåíèå íà ýòó ôóíêöèþ åñòü ñëåäñòâèå ñèñòåìû.

Çàìå÷àíèå 1. Êàê èçìåíÿòñÿ íàøè ðàññóæäåíèÿ, åñëè ñèñòåìà, âìåñòî R2 ðàññìàòðè-
âàåòñÿ â êâàäðàòå |x|+|y| < 1? À â êðóãå x2+y2 < 1? À â ïðîêîëîòîì êðóãå 0 < x2+y2 < 1?

Ïîïðîáóåì îáîáùèòü íàø ðåçóëüòàò. Îáîçíà÷èì îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî ïå-
ðåìåííîé x ÷åðåç ∂x (ìåæäó ïðî÷èì, ýòî ëèíåéíûé îïåðàòîð). Àíàëîãè÷íî äëÿ ∂y. Ýòè
îïåðàòîðû êîììóòèðóþò, ò.å. êîìïîçèöèè ∂x∂y è ∂y∂x ñîâïàäàþò.

Îïðåäåëåíèå 5. Êîììóòàòîðîì äâóõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ A è B íàçûâàåòñÿ îïå-
ðàòîð [A,B] = AB − BA. Äâà îïåðàòîðà êîììóòèðóþò â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà èõ
êîììóòàòîð ðàâåí íóëþ.

Èç êóðñà ëèíåéíîé àëãåáðû âû ïîìíèòå, ÷òî ìàòðèöû (ò.å. ëèíåéíûå îïåðàòîðû) êîììó-
òèðóþò äàëåêî íå âñåãäà. Ìû áóäåì ðàáîòàòü ñåé÷àñ ñ äèôôåðåíöèàëüíûìè îïåðàòîðàìè.
Íàïðèìåð, îïåðàòîðû ïåðâîãî ïîðÿäêà èìåþò âèä

D =
∑

aj(x)
∂

∂xj
,

ãäå x = (x1, . . . , xn) � âåêòîð. Èòàê, ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé
D1u = f1,

. . .

Dmu = fm,

(3)

ãäå Dj � äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû.

Îïðåäåëåíèå 6. Îïåðàòîðû D1, . . . , Dm íàçûâàþò ñâÿçíûìè, åñëè íàéäóòñÿ òàêèå
íåíóëåâûå ôóíêöèè λj(x), ÷òî λ1(x)D1 + · · · + λm(x)Dm = 0 è ýòî òîæäåñòâî âûïîëíÿ-
åòñÿ êàê îïåðàòîðíîå ðàâåíñòâî â îêðåñòíîñòè òî÷êè x îáùåãî ïîëîæåíèÿ. Åñëè æå
òàêèõ ôóíêöèé íåò, òî îïåðàòîðû íàçûâàþò íåñâÿçíûìè, à äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíå-
íèÿ D1u = 0, . . . , Dmu = 0 � íåçàâèñèìûìè.
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Óòâåðæäåíèå 2. Ïóñòü äàíà îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà âèäà (3) ñ îïåðàòîðàìè

Dk =
∑

ajk(x)
∂

∂xj
.

Çàïèøåì ìàòðèö�ôóíêöèþ ñèñòåìû

A(x) = (ajk(x))

ñ n ïåðåìåííûìè è m óðàâíåíèÿìè. Ðàíã r ýòîé ìàòðèöû â òî÷êàõ îáùåãî ïîëîæåíèÿ
ðàâåí ÷èñëó íåñâÿçíûõ îïåðàòîðîâ â íàáîðå D1, . . . , Dm.

Â ñëó÷àå r ≥ n ñèñòåìà èìååò ëèøü òðèâèàëüíîå ðåøåíèå u ≡ 0. À âîò óñëîâèå r < n
íåäîñòàòî÷íî äëÿ íàëè÷èÿ íåíóëåâîãî ðåøåíèÿ (ñì. ïðèìåð âûøå). Êàê ìû óæå ïîíÿëè,
íåîáõîäèìî íàéòè êîììóòàòîðû âñåõ ïàð óðàâíåíèé ñèñòåìû. Òå êîììóòàòîðû, êîòîðûå
íåçàâèñèìû ñ óðàâíåíèÿìè ñèñòåìû, íàäî äîáàâèòü â ñèñòåìó. Çàòåì ïðîöåäóðó íàäî ïî-
âòîðèòü è ïîâòîðÿòü äî òåõ ïîð, ïîêà íà íåêîòîðîì øàãå íîâûõ íåçàâèñèìûõ óðàâíåíèé
óæå íå áóäåò ïîëó÷åíî. Ôèíàëüíàÿ ñèñòåìà áóäåò çàìêíóòîé, è åå îáùèì ðåøåíèåì áóäåò
ôóíêöèÿ u = f(·), ãäå f � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ n− r′ ïåðåìåííûõ (çäåñü r′ � ðàíã ôè-
íàëüíîé ñèñòåìû), à àðãóìåíòàìè f ñëóæàò ïåðâûå èíòåãðàëû ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìû
ODE.

Ïðèìåð 12. Ñîâìåñòíà ëè ñèñòåìà{
xux + yuy + zuz = x,

yux − xuy = y2

íà ôóíêöèþ u = u(x, y, z)?

Ðåøåíèå. Èìååì D1 = x∂x + y∂y + z∂z, D2 = y∂x − x∂y. Ïîñêîëüêó

D1D2u = (x∂x + y∂y + z∂z)(yux − xuy) =

= xyuxx − xuy − x2uxy + yux + y2uxy − xyuyy + yzuxz − xzuyz,

D2D1u = (y∂x − x∂y)(xux + yuy + zuz) =

= yux + xyuxx + y2uxy + yzuxz − x2uxy − xuy − xyuyy − xzuyz,

òî [D1, D2] = 0, è ê ñèñòåìå äîáàâëÿåòñÿ òðåòüå óðàâíåíèå

0 = D1(y2)−D2(x) = 2y2 − y.

Ýòî óðàâíåíèå íå âûïîëíåíî íè â êàêîé îáëàñòè D ⊂ R3, ò.å. ñèñòåìà íåñîâìåñòíà.

Ïðèìåð 13. Íàéäèòå ðåøåíèå ñèñòåìû{
(x2 − y2 − z2)ux + 2xyuy + 2xzuz = x,

yux − xuy = 0

íà ôóêöèþ u = u(x, y, z).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî àíàëîãèè ñ ïðåäûäóùèì ïðèìåðîì, íàéäåì êîììóòàòîð îïåðàòîðîâ
D1 = (x2 − y2 − z2)∂x + 2xy∂ − y + 2xz∂z è D2 = y∂x − x∂y. Ïîñëå íåêîòîðûõ ïîäñ÷åòîâ
ïîëó÷àåì

[D2, D1]u = 2xyux + (−x2 +2 −z2)uy + 2yzuz = y.

×òîáû âûÿñíèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ýòî óðàâíåíèå (íàçîâåì åãî òðåòüèì óðàâíåíèåì ñèñòåìû)
íîâûì èëè îíî ñëåäóåò èç ïåðâûõ äâóõ, íàéäåì îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ñèñòåìû, íî ñíà÷àëà
óïðîñòèì åå. Âèäíî, ÷òî åñëè âòîðîå óðàâíåíèå óìíîæèòü íà 2y è ñëîæèòü ñ ïåðâûì, òî
ïîëó÷èì

(x2 + y2 − z2)ux + 2xzuz = x

(áóäåì åãî íàçûâàòü íîâûì ïåðâûì óðàâíåíèåì ñèñòåìû). Åñëè æå âòîðîå óðàâíåíèå óìíî-
æèòü íà 2x è âû÷åñòü èç òðåòüåãî, òî ïîëó÷èì

(x2 + y2 − z2)uy + 2yzuz = y

(áóäåì åãî íàçûâàòü íîâûì òðåòüèì óðàâíåíèåì ñèñòåìû). Èòàê îïðåäåëèòåëü ðàâåí∣∣∣∣∣∣
x2 + y2 − z2 0 2xz

y −x 0
0 x2 + y2 − z2 2yz

∣∣∣∣∣∣ ≡ 0,

ò.å. òðåòüå óðàâíåíèå èçëèøíå (íà÷àëüíàÿ ñèñòåìà çàìêíóòà) Ðåøèì âòîðîå óðàâíåíèå
ñèñòåìû

dx

y
= −dy

x
⇐⇒ xdx = −ydy ⇐⇒ d(x2) = −d(y2) ⇐⇒ x2 + y2 = const,

òàê ÷òî u = u(r, z), ãäå r2 = x2 + y2 � ïîëÿðíûé ðàäèóñ â ïëîñêîñòè Oxy. Ïîñêîëüêó
ux = ur · rx = ur

x
r
, à uy = ur

y
r
, òî íîâîå ïåðâîå óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä

(r2 − z2)
x

r
ur + 2xzuz = x ⇐⇒ (r2 − z2)ur + 2rzuz = r, (4)

dr

r2 − z2
=

dz

2rz
=
du

r
. (5)

Çäåñü ïåðâîå ðàâåíñòâî ïðèâîäèò ê îäíîðîäíîìó ODE íà ôóíêöèþ z = z(r). Äåëàåì ñòàí-
äàðòíóþ ïîäñòàíîâêó z(r) = rw(r) è ïîëó÷àåì óðàâíåíèå ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè

dr

r
=

1− w2

w(1 + w2)
dw.

Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ, ïîëó÷àåì ïåðâûé èíòåãðàë z
z2+r2

= const. Óðàâíåíèå

dz

2rz
=
du

r

äàåò ÷àñòíîå ðåøåíèå u = 1
2

ln z.
Îòâåò:

u(x, y, z) = f

(
z

x2 + y2 + z2

)
+

1

2
ln z,

ãäå ôóíêöèÿ f ïðîèçâîëüíà.
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Óïðàæíåíèå 3. Èìåþò ëè ðåøåíèÿ ñëåäóþùèå çàäà÷è Êîøè? Åñëè äà, òî íàéäèòå èõ.
1. ux + 2uy = 5, u(x, kx) = 0 (èññëåäóéòå ðàçíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà k ∈ R).
2. ux + 3uy = 2, u(1, y) = y2.
3. ux + 3uy = 2, u(x, 3x) = 2x.
4. yux − xuy = 0 â îêðåñòíîñòè òî÷êè (x, y) = (1, 0), u(1, y) = 2y. Íàéäèòå îáùåå
ðåøåíèå ñèñòåì
5. zuy − yuz = 0, ux + tuy + yut = 0, ãäå u = u(x, y, z, t).
6. zuy − yuz = 0, yux + zuy = 0, ãäå u = u(x, y, z).
7. zuy − yuz = 0, xuz − zux = 0, yux − xuy = 0.
8. tut = uz, sinxux − cosxuy + 2 cosxuz = 0.
9. ux + yuz = 0, uy + xuz = 0.
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Ëåêöèÿ äîïîëíèòåëüíàÿ 1. Èíòåãðàë Ëåáåãà

Íà÷íåì ñ òîãî, ÷òî äîãîâîðèìñÿ îáîçíà÷àòü èíòåðâàëû (êîíå÷íûå) íà R ÷åðåç I, à èõ
äëèíó ÷åðåç |I|.

Îïðåäåëåíèå 7. Ïóñòü E ⊂ R � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî. Ñêàæåì, ÷òî ýòî ìíîæå-
ñòâî ìåðû íóëü (ïî Ëåáåãó), åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêàÿ ñèñòåìà èíòåðâàëîâ
(êîíå÷íàÿ èëè ñ÷åòíàÿ) {In}, ÷òî

∑
n |In| < ε

Íàïðèìåð, îäíà òî÷êà èëè êîíå÷íûé íàáîð òî÷åê èìåþò ìåðó íóëü. Ñ÷åòíîå ñåìåéñòâî
òî÷åê òîæå èìååò ìåðó íóëü: ïîêðîåì ïåðâóþ òî÷êó èíòåðâàëîâ äëèíû ε/2, âòîðóþ �
èíòåðâàëîì äëèíû ε/4 è ò.ä. Áûâàþò íåñ÷åòíûå ìíîæåñòâà, ìåðà êîòîðûõ, òåì íå ìåíåå
íóëü, íî äàâàéòå íå óõîäèòü îò òåìû ëåêöèè. Äëÿ ñîêðàùåíèÿ âìåñòî ôðàçû ¾E � ìíî-
æåñòâî ìåðû íóëü¿ áóäåì ïèñàòü µ(E) = 0 (õîòÿ ìû ïîêà íå óìååì ìåðèòü ìíîæåñòâà
íåíóëåâîé ìåðû, ò.å. ðàâåíñòâî µ(E) = 1 ñìûñëà åùå íå èìååò).

Óòâåðæäåíèå 3. 1. Åñëè µ(A) = 0, à B ⊂ A, òî µ(B) = 0.
2. Åñëè µ(A1) = µ(A2) = 0, òî µ(A1 ∪ A2) = 0.
3. Åñëè µ(An) = 0, n = 1, 2, . . . , òî µ(A1 ∪ A2 ∪ . . . ) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Î÷åâèäíî. Áåðåì ε > 0. Íàäî ïîêðûòü B èíòåðâàëàìè ñóììàðíîé
äëèíû < ε: ïîêðûâàåì A � ýòî ïîêðûòèå ïîäîéäåò è äëÿ B.
2. Î÷åâèäíî. Áåðåì ε > 0. Íàäî ïîêðûòü A1 ∪ A2 èíòåðâàëàìè ñóììàðíîé äëèíû < ε:
ïîêðûâàåì A1 ñèñòåìîé èíòåðâàëîâ ñóììàðíîé äëèíû < ε2, ïîêðûâàåì A2 òàê æå, à ïîòîì
îáúåäèíÿåì ïîêðûòèÿ.
3. Ïîñëå ñâîéñòâà 2 òîæå î÷åâèäíî. Ïåðâîå ìíîæåñòâî ïîêðûâàåì ñèñòåìîé ñóììàðíîé
äëèíû < ε/2, âòîðîå � ñèñòåìîé ñóììàðíîé äëèíû < ε/4 è ò.ä. Îáúåäèíÿåì ïîêðûòèÿ.

Âû çíàåòå èíòåãðàë Ðèìàíà. Îí ïîçâîëÿåò èíòåãðèðîâàòü îãðàíè÷åííûå ôóíêöèè, ìåðà
òî÷åê ðàçðûâà êîòîðûõ ðàâíà íóëþ (êðèòåðèé Ëåáåãà). È âîò âîïðîñ � ìîæíî ëè òàê
îáîáùèòü ïîíÿòèå èíòåãðàëà, ÷òîáû, ñ îäíîé ñòîðîíû, îí ñîõðàíèë ñâîè åñòåñòâåííûå
ñâîéñòâà (àääèòèâíîñòü, ëèíåéíîñòü è ò.ä.), ñ äðóãîé ñòîðîíû, îáîáùàë èíòåãðàë Ðèìàíà,
à ñ òðåòüåé ñòîðîíû, ïîçâîëÿë ïðîèíòåãðèðîâàòü ìàêñèìàëüíî øèðîêèé êëàññ ôóíêöèé?
Ýòà çàäà÷à áûëà ñóïåðïðîáëåìîé 100 ëåò íàçàä. Áûëî äàíî ìíîãî ðàçíûõ îïðåäåëåíèé
èíòåãðàëà, íî ñàìûì èíòåðåñíûì (äëÿ ïðèëîæåíèé) îêàçàëîñü ïîíÿòèå èíòåãðàëà Ëåáåãà.
Ñåé÷àñ ìû åãî îïðåäåëèì.

Îïðåäåëåíèå 8. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ia,b(x) õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ èíòåðâàëà (a, b)
(a è b � êîíå÷íû!). Òåïåðü íàçîâåì êîíå÷íûå ñóììû

∑
k ckIk(x), ãäå Ik � èíäèêàòîð èí-

òåðâàëà Ik = (ak, bk), ñòóïåí÷àòûìè ôóíêöèÿìè. Êëàññ ñòóïåí÷àòûõ ôóíêöèé îáîçíà-
÷èì L0.

Èíòåãðèðîâàòü ñòóïåí÷àòûå ôóíêöèè ëåãêî:∫
R
f(x) dx :=

∑
k

ck|Ik|,

òàêîé îòâåò äàåò èíòåãðàë Ðèìàíà, äà è çäðàâûé ñìûñë òîæå.
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Óòâåðæäåíèå 4. Èíòåãðàë ñòóïåí÷àòûõ ôóíêöèé îáëàäàåò ñâîéñòâàìè:
1.

∫
R af(x) + bg(x) dx = a

∫
R f(x) dx+ b

∫
R g(x) dx,

2. åñëè f(x) ≤ g(x) íà R, òî
∫
R f(x) dx ≤

∫
R g(x) dx.

Åñëè íàì íàäî ïðîèíòåãðèðîâàòü ñòóïåí÷àòóþ ôóíêöèþ f(x) ïî èíòåðâàëó (a, b), à íå
ïî âñåé îñè, òî ìû ïðîñòî óìíîæàåì f(x) · I(a,b)(x) è èíòåãðèðóåì ïðîèçâåäåíèå. Òîãäà
ïîÿâëÿåòñÿ ñâîéñòâî
3.

∫
(a,b)∪(c,d)

f(x) dx =
∫

(a,b)
f(x) dx+

∫
(c,d)

f(x) dx.
Ïîñìîòðèì, íåëüçÿ ðàñïðîñòðàíèòü ýòîò èíòåãðàë íà áîëåå øèðîêèé êëàññ ôóíêöèé.
ÈÄÅß � äàâàéòå ïðèáëèæàòü ôóíêöèè f ñòóïåí÷àòûìè fn, ñëåäèòü çà ïîâåäåíèåì èíòå-
ãðàëîâ

∫
R fn è íàäåÿòüñÿ, ÷òî îíè ñîéäóòñÿ ê ÷èñëó, êîòîðîå ìû íàçîâåì

∫
R f . À òåïåðü

âîïðîñ � ïðèáëèæàòü â êàêîì ñìûñëå? ÈÄÅß � èíòåãðàë Ðèìàíà íå çàìå÷àåò èçìåíåíèÿ
ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè íà ìíîæåñòâå ìåðû íóëü.

Îïðåäåëåíèå 9. Ñêàæåì, ÷òî ôóíêöèè fn(x) ñõîäÿòñÿ ê ôóíêöèè f(x) ïî÷òè âñþäó íà
R, åñëè äëÿ âñåõ òî÷åê x ∈ R \ E èìååò ìåñòî fn(x)→ f(x), à µ(E) = 0.

Ïðèìåð 14. Ïóñòü fn(x) = I(n−1,n)(x) (áåãóùàÿ ñòóïåíüêà). Òîãäà fn(x)→ 0 ï.â.
Ïóñòü fn(x) = | sinx|n. Òîãäà fn(x)→ 0 ï.â.
Ïóñòü fn(x) = | sin(nx)|n. Òîãäà fn(x)→ 0 ï.â.

Îïðåäåëåíèå 10. Íàçîâåì ôóíêöèþ f(x) èçìåðèìîé (ïî Ëåáåãó), åñëè íàéäåòñÿ òàêàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn(x) ñòóïåí÷àòûõ ôóíêöèé, ÷òî fn(x)→ f(x) ï.â.

Âîò áåäà � èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ íå îáÿçàíà èíòåãðèðîâàòüñÿ. Íàïðèìåð, ôóíêöèè
fn(x) = I(−n,n)(x) ñõîäÿòñÿ ï.â. ê f(x) ≡ 1, à îíà íà R íå èíòåãðèðóåìà. Èëè âîò ôóíêöèè

fn(x) = 1
x
· I(1/n,1)(x) ñõîäÿòñÿ ï.â. ê ôóíêöèè f(x) =

I(0,1)(x)

x
, à îíà òîæå íåèíòåãðèðóåìà.

ÈÄÅß � äàâàéòå ï.â. ïðèáëèæàòü f(x) ñòóïåí÷àòûìè fn(x), íî òàê, ÷òîáû
∫
R fn(x) dx

èìåëè ïðåäåë! Íî âîò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

fn(x) = −I(−n−1,−n)(x) lnn+
1

x
· I(1/n,1)(x)

ñõîäèòñÿ ï.â. ê f(x) =
I(0,1)(x)

x
, êîòîðàÿ íåèíòðåãðèðóåìà, õîòÿ

∫
R fn(x) dx = 0. Ïî÷åìó òàê

ñëó÷èëîñü? Ïîòîìó, ÷òî ñîêðàòèëèñü +∞ è −∞. ÈÄÅß � íå äàäèì èì ñîêðàùàòüñÿ �
áóäåì áðàòü òîëüêî íåîòðèöàòåëüíûå ôóíêöèè fn(x). ÓÑÏÅÕ � ýòî è åñòü îïðåäåëåíèå
èíòåãðàëà Ëåáåãà! À êàê òåïåðü ïðîèíòåãðèðîâàòü îòðèöàòåëüíûå ôóíêöèè? Î÷åíü ïðîñòî
� ïîëîæèì

∫
f(x) dx = −

∫
(−f(x)) dx. À çíàêîïåðåìåíûå? � ðàçëîæèì íà ïîëîæèòåëüíóþ

è îòðèöàòåëüíóþ ÷àñòü, ïðîèíòåãðèðóåì ïî îòäåëüíîñòè è ñëîæèì.

Òåïåðü çàéìåìñÿ äîêàçàòåëüñòâàìè. Ñíà÷àëà äâå ëåììû.

Ëåììà 1. Ïóñòü ñòóïåí÷àòûå ôóíêöèè fn(x) íåîòðèöàòåëüíû è ìîíîòîííî ñõîäÿò-
ñÿ ê íóëþ ï.â. (ò.å. äëÿ ïî÷òè âñåõ x ∈ R ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn(x)} ñîñòàâëåíà èç
íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë, íåâîçðàñòàåò è ñòðåìèòñÿ ê íóëþ). Òîãäà

∫
R fn(x) dx→ 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì [a, b] � îòðåçîê, ñîäåðæàùèé íîñèòåëü ôóíêöèè f1(x) (òîãäà
íîñèòåëè âñåõ fn ëåæàò â [a, b]), à M = maxx f1(x). Ïóñòü B (îò ñëîâà bad) åñòü ìíîæåñòâî
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âñåõ òî÷åê îòðåçêà [a, b], äëÿ êîòîðûõ ñõîäèìîñòè íåò. Äîáàâèì åùå ê B êîíöû èíòåðâàëîâ
âñåõ ñòóïåíåê âñåõ ôóíêöèé fn. Òîãäà µ(B) = 0 è ìû ïîêðîåì åãî ñèñòåìîé èíòåðâàëîâ
ñóììàðíîé äëèíû < ε (íàçîâåì ýòî ñåìåéñòâî èíòåðâàëîâ B). Ïóñòü A = [a, b] \ B (õîðî-
øåå ìíîæåñòâî). Äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ A èìååì fn(x) < ε, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî N (äëÿ
êàæäîãî x íîìåð N ñâîé). Íî fn(x) ñòóïåí÷àòàÿ, ò.å. íàéäåòñÿ èíòåðâàë (x− δ, x + δ), íà
êîòîðîì fn(x) ïîñòîÿííà, ò.å. fn(x) < ε íà ýòîì èíòåðâàëå (÷èñëî δ çàâèñèò îò x, äàâàéòå
åùå äîïîëíèòåëüíî äîãîâîðèìñÿ áðàòü δ ≤ 1). Ìû ïîêðûëè ìíîæåñòâî A èíòåðâàëàìè.
Äîáàâèì ê ýòèì èíòåðâàëàì ïîêðûòèå ìíîæåñòâà B è âûáåðåì êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå
(ëåììà Ãåéíå�Áîðåëÿ). Îòíåñåì èíòåðâàëû â ýòîì ïîêðûòèè ê äâóì ñåìåéñòâàì � ñåìåé-
ñòâî B è âñå îñòàëüíûå (íàçîâåì èõ ñåìåéñòâîì A). Äëÿ âñåõ òî÷åê èíòåðâàëîâ ñåìåéñòâà
A íàéäåì íîìåð N , íà÷èíàÿ ñ êîòîðîãî fn(x) < ε (âûáåðåì ìàêñèìóì ñðåäè íîìåðîâ).
Òîãäà äëÿ ôóíêöèé fn ñ òàêèìè íîìåðàì∫

R
fn(x) dx ≤

∑
I∈B

∫
I
fn(x) dx+

∑
I∈A

∫
I
fn(x) dx ≤Mε+ ε

∑
I∈A

|I| ≤ ε(M + b− a+ 2).

×èñëî ε ìû ñ ñàìîãî íà÷àëà áðàëè ïðîèçâîëüíûì. Óìåíüøàÿ åãî, ïîëó÷àåì∫
R fn(x) dx→ 0.

Ëåììà 2. Ïóñòü òåïåðü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn(x) ñòóïåí÷àòûõ íåîòðèöàòåëüíûõ
ôóíêöèé íåóáûâàåò. Ïóñòü ïðè ýòîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èõ èíòåãðàëîâ îãðàíè÷åíà.
Òîãäà fn(x) èìåþò êîíå÷íûé ïðåäåë ï.â.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïîëíîòû êàðòèíû áóäåì ñ÷èòàòü f0(x) ≡ 0. Ïîëîæèì
M = supn

∫
R fn(x) dx. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî B = {x ∈ R : fn(x) → +∞} (ïëîõîå

ìíîæåñòâî). Çàôèêñèðóåì ÷èñëî ε > 0 è ïîëîæèì Bε = {x ∈ R : fn(x) ≥ M/ε},
íà÷èíàÿ ñ êàêîãî�òî íîìåðà. ßñíî, ÷òî B = ∩εBε. Òåïåðü ïîëîæèì
Bn,ε = {x ∈ R : fn(x) ≥M/ε, fn−1(x) < M/ε}, n = 1, 2, . . . . ßñíî, ÷òî Bε = ∪nBn,ε. Êðîìå
òîãî, ïîñêîëüêó fn ñòóïåí÷àòàÿ ôóíêöèÿ, òî Bn,ε åñòü êîíå÷íûé íàáîð èíòåðâàëîâ (èëè
ïóñòîå). Òîãäà Bε åñòü íå áîëåå, ÷åì ñ÷åòûé íàáîð èíòåðâàëîâ (èëè ïóñòîå), ò.å. Bε = ∪Ik.
Òîãäà

M ≥
∫
R
fN(x) dx ≤

∫
∪Nn=1Bn,ε

fN(x) dx ≥ M

ε

N∑
n=1

|Bn,ε|,

ò.å.
∑N

n=1 |Bn,ε| ≤ ε. Ïåðåõîäèì ê ïðåäåëó è ïîëó÷àåì
∑
|Ik| ≤ ε. Ìû ïîêðûëè ìíîæå-

ñòâî B ñèñòåìîé èíòåðâàëîâ ñóììàðíîé äëèíû íå áîëüøå ε, ãäå ε ïðîèçâîëüíî. Çíà÷èò,
µ(B) = 0.

Äàëåå äîãîâîðèìñÿ íàçûâàòü ìîíîòîííî íåóáûâàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåîòðè-
öàòåëüíûõ ñòóïåí÷àòûõ ôóíêöèé fn ñ îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ èíòåãðàëîâ∫
R fn(x) dx ôóíäàìåíòàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüîñòüþ. Òåïåðü ðàññìîòðèì íåîòðèöàòåëüíûå
ôóíêöèè íà R, ïðè÷åì ðàçðåøèì èì ïðèíèìàòü çíà÷åíèå +∞.

Îïðåäåëåíèå 11. Ñðåäè íåîòðèöàòåëüíûõ ôóíêöèé íà R âûäåëèì òå f , êîòîðûå
ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ï.â. ïðåäåë ôóíäàìåíòàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fn}. Íà-
çîâåì ýòè ôóíêöèè f èíòåãðèðóåìûìè ïî Ëåáåãó, à

∫
R f(x) dx ïîëîæèì ðàâíûì

limn→∞
∫
R fn(x) dx (ïðåäåë ìîíîòîííî íåóáûâàþùåé îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

÷èñåë). Ïîñòðîåííûé êëàññ ôóíêöèé îáîçíà÷èì L1,+.
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Èç ëåììû 2 ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèè êëàññà L1,+ êîíå÷íû ïî÷òè âñþäó. Íà îñòàâøåìñÿ
ìíîæåñòâå ìîæíî ñ÷èòàòü ýòè ôóíêöèè áåñêîíå÷íûìè èëè íåîïðåäåëåííûìè � ýòî íå
âàæíî. Òåïåðü íàäî ïðîâåðèòü êîððåêòíîñòü íàøåãî îïðåäåëåíèÿ.

Óòâåðæäåíèå 5. Ïóñòü äàíû äâå ôóíäàìåíòàëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fn} è {gn},
ïðè÷åì fn(x)→ f(x) ï.â., à gn(x)→ g(x) ï.â., à f(x) ≤ g(x) ï.â. Òîãäà

lim
n→∞

∫
R
fn(x) dx ≤ lim

n→∞

∫
R
gn(x) dx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì J = limn→∞
∫
R gn(x) dx. Ðàññìîòðèì ðàçíîñòü fm(x) − gn(x)

�ýòî ñòóïåí÷àòàÿ (çíàêîïåðåìåííàÿ) ôóíêöèÿ. Ïîëîæèì ϕn,m(x) = max{fm(x)− gn(x), 0}
� ýòî ñòóïåí÷àòàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ. Óñòðåìèì n→∞. Èìååì

fm(x)− gn(x)→ fm(x)− g(x) ≤ f(x)− g(x) ≤ 0 ï.â.,

ò.å. ϕn,m(x) → 0 ï.â. ïðè n → ∞. Ïðèìåíèì ê ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ëåììó 1 � ïîëó-
÷èì

∫
R ϕn,m(x) dx → 0 ïðè n → ∞. Òîãäà

∫
R(fm(x) − gn(x)) dx ñòðåìèòñÿ ïðè n → ∞ ê

îòðèöàòåëüíîìó ÷èñëó, ò.å. ∫
R
fm(x) dx ≤ J.

Ïåðåéäåì â ýòîì íåðàâåíñòâå ê ïðåäåëó ïî m è ïîëó÷èì òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî.

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè â ýòîì óòâåðæäåíèè âçÿòü g(x) = f(x) ï.â., òî ïîëó÷èì

lim
n→∞

∫
R
fn(x) dx = lim

n→∞

∫
R
gn(x) dx.

Çíà÷èò,
1. Èíòåãðàë Ëåáåãà ôóíêöèè êëàññà L1,+ íå çàâèñèò îò âûáîðà ôóíäàìåíòàëüíîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè {fn} (îïðåäåëåí êîððåêòííî),
2. Èçìåíåíèå ôóíêöèè êëàññà L1,+ íå âûâîäèò åå èç êëàññà è íå ìåíÿåò åå èíòåãðàëà.

Ïðèâåäåì åùå âàæíûå è î÷åâèäíûå ñâîéñòâà:
3. Åñëè f è g ëåæàò â L1,+, òî èõ ñóììà òàêæå èíòåãðèðóåìà è∫
R(f(x) + g(x)) dx =

∫
bR
f(x) dx+

∫
bR
g(x) dx,

4. Åñëè f ∈ L1,+, (a, b) � ïðîèçâîëüíûé èíòåðâàë, òî f(x)I(a,b)(x) èíòåãðèðóåì, ïðè÷åì

èíòåãðàë àääèòèâåí ïî èíòåðâàëàì, ò.å.
∫ b
a
f(x) dx =

∫ c
a
f(x) dx+

∫ b
c
f(x) dx.
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Ëåêöèÿ äîïîëíèòåëüíàÿ 2. Ïðåäåëüíûå òåîðåìû

Îïðåäåëåíèå 12. Ñêàæåì, ÷òî ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ f(x) íà R èíòåãðèðóåìà ïî Ëå-
áåãó, åñëè f(x) = f+(x)+f−(x), ãäå f+ è −f− íåîòðèöàòåëüíû è èíòåãðèðóåìû. Ïîëîæèì∫

R
f(x) dx =

∫
R
f+(x) dx−

∫
R
(−f−(x)) dx,

à ïîñòðîåííûé êëàññ ôóíêöèé îáîçíà÷èì L1.

Çàìåòèì, ÷òî òàêîå îïðåäåëåíèå êîððåêòíî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè f = f+ + f− = f̃+ + f̃−
� äâà ðàçëè÷íûõ ðàçëîæåíèÿ, òî

f+ − f̃− = f̃+ − f− =⇒
∫
R
f+(x) dx+

∫
R
(−f̃−(x)) dx =

∫
R
f̃+(x) dx+

∫
R
(−f−(x)) dx.

Óïðàæíåíèå 4. Ïåðåíåñèòå íà êëàññ L1 ñâîéñòâà 2�4.

Íåïîñðäåñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ ïîëó÷àåì ñâîéñòâî
5. Ôóíêöèÿ f ∈ L1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà |f | ∈ L1.

Óòâåðæäåíèå 6. Åñëè h ∈ L1, òî íàéäåòñÿ òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòóïåí÷àòûõ
ôóíêöèé hn(x), ÷òî

∫
R |h(x)− hn(x)| dx→ 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàçëîæèì h(x) = f(x)− g(x), ãäå f, g ∈ L1,+. Ïîñòðîèì ôóíäàìåíòàëü-
íûå ïîñëåäîâàòåëüíè {fn} è {gn}. Ïîëîæèì hn(x) = fn(x)− gn(x). Ïîëó÷èì∫

R
|h(x)− hn(x)| dx ≤

∫
R
(f(x)− fn(x)) dx+

∫
R
(g(x)− gn(x)) dx.

Ìû âûïîëíèëè ÷àñòü ïîñòàâëåííîé çàäà÷è � îïðåäåëèëè èíòåãðàë è ïðîâåðèëè åãî
ñâîéñòâà. Ïîñìîòðèì òåïåðü, êàê íàø èíòåãðàë ñâÿçàí ñ èíòåãðàëîì Ðèìàíà.

Óòâåðæäåíèå 7. Åñëè íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ f(x) èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó íà R
â íåñîáñòâåííîì ñìûñëå, òî f ∈ L1,+ è åå èíòåãðàë Ëåáåãà ñîâïàäàåò ñ èíòåãðàëîì
Ðèìàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ êîíñòðóêöèþ. Âíà÷àëå ðàçîáúåì ÷èñëîâóþ îñü
R = (−∞,−1) ∪ [−1, 1) ∪ [1,+∞). Íà âòîðîì øàãå ðàçîáúåì

R = (−∞,−2) ∪ [−2,−1) ∪ [−1, 0) ∪ [0, 1) ∪ [1, 2) ∪ [2,+∞).

È äàëåå áóäåì ðàçáèâàòü îñü íà äâà ëó÷à (−∞,−2n−1), [2n−1,+∞) è ïîëóèíòåðâàë
[−2n, 2n), êîòîðûé áóäåì ðàçáèâàòü íà ïîëóèíòåðâàëû ñ äèàìåòðîì 22−n. Òåïåðü ïîñòðîèì
ñòóïåí÷àòóþ ôóíêöèþ fn(x) ñ îñíîâàíèÿìè ñòóïåíåê � èíòåðâàëàìè íàøåãî ðàçáèåíèÿ (à
n øàãå èõ áóäåò 4n−1). Âûñîòó ñòóïåíåê âîçüìåì ðàâíîé inf f(x) íà îñíîâàííèè ñòóïåíüêè.
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Çàìåòèì, ÷òî ïðè ïåðåõîäå ê êàæäîìó ñëåäóþùåìó øàãó ìû äåëèì êàæäûé èíòåðâàë ðàç-
áèåíèÿ ïîïîëàì. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âñåãäà fn+1(x) ≥ fn(x). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, fn(x) ≤ f(x).
Êðîìå òîãî, åñëè x � òî÷êà íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f(x), òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ
òàêîå δ > 0, ÷òî |f(y) − f(x)| < ε äëÿ âñåõ y ∈ (x − δ, x + δ). Ïóñòü x 6= k2−p. Òîãäà,
íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî n, îñíîâàíèå ñòóïåíüêè áóäåò ñîäåðæàòü x êàê âíóòðåííþþ òî÷êó,
à âûñîòà ñòóïåíüêè áóäåò îòëè÷àòüñÿ îò f(x) íå áîëåå, ÷åì íà ε. Ïî êðèòåðèþ Ëåáåãà,
f(x) íåïðåðûâíà ï.â., ò.å. fn(x) → f(x) ï.â. Ìû ïîñòðîèëè ôóíäàìåíòàëüíóþ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü äëÿ f(x). Ïðè ýòîì (L)

∫
R fn(x) dx åñòü íèæíÿÿ ñóììà Äàðáó äëÿ íåîáñòâåííîãî

èíòåãðàëà Ðèìàíà
∫
R f(x) dx, ò.å. (L)

∫
R fn(x) dx → (R)

∫
R f(x) dx. Çíà÷èò, f ∈ L1,+ è åå

èíòåãðàë Ëåáåãà ñîâïàäàåò ñ èíòåãðàëîì Ðèìàíà.

Äëÿ çíàêîïåðåìåííûõ ôóíêöèé ñèòóàöèÿ ñëîæíåå.

Ñëåäñòâèå 2. Åñëè f+(x) = max{f(x, 0)} è f−(x) = min{f(x), 0} èíòåãðèðóåìû ïî Ðè-
ìàíó íà R, òî f èíòåãðèðóåìà íà R ïî Ëåáåãó è èíòåãðàëû ñîâïàäàþò.

Ïðè ýòîì, ôóíêöèÿ sinx
x

èíòåãðèðóåìà íà R ïî Ðèìàíó, íî íå ïî Ëåáåãó (ïðîâåðüòå!).

Òåîðåìà 2 (Òåîðåìà Ëåâè). Ïóñòü fn ∈ L1,+, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn(x)}∞1 ìîíîòîííî
íåóáûâàåò ïðè êàæäîì x ∈ R, à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíòåãðàëîâ

{∫
R fn(x) dx

}
îãðàíè-

÷åíà. Òîãäà ïî÷òè âñþäó íà R åñòü êîíå÷íûé ïðåäåë fn(x) → f(x), ïðåäåëüíàÿ ôóíêöèÿ
f ∈ L1,+ è

∫
R fn(x) dx→

∫
R f(x) dx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êàæäîé fn íàéäåì ôóäàìåíòàëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòóïåí÷à-
òûõ ôóíêöèé {ϕk,n}∞k=1, ϕk,n → fn ï.â. Òåïåðü îïðåäåëèì ôóíêöèè gn, âçÿâ äëÿ êàæäîãî
x ∈ R gk(x) = maxn≤k{ϕk,n(x)}. Äëÿ êàæäîãî x è n èìååì ϕk+1,n(x) ≥ ϕk,n(x). Êðîìå òîãî,
ïðè ïåðåõîäå îò k ê k + 1 â îïðåäåëåíèè gk(x) ìàêñèìóì áåðåòñÿ ïî áîëüøåìó ìíîæåñòâó
èíäåêñîâ, ò.å. gk+1(x) ≥ gk(x). Åùå çàìåòèì, ÷òî gk ∈ L0. Êðîìå òîãî, ϕk,n(x) ≤ fn(x) ïðè
âñåõ k, à çíà÷èò,

gk(x) = max
n≤k
{ϕk,n(x)} ≤ max

n≤k
{fn(x)} ≤ max

n≤k
{fk(x)} = fk(x).

Òîãäà (ïî îïðåäåëåíèþ)
∫
R gk(x) ≤

∫
R fk(x) ≤ A (åäèíàÿ êîíñòàíòà). Ìû çíàåì (Ëåììà

Á), ÷òî òîãäà gk(x) èìååò êîíå÷íûé ïðåäåë ïî÷òè âñþäó, êîòîðûé íàçîâåì f(x) ∈ L1,+. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, gk(x) ≥ ϕk,n(x) ïðè âñåõ k ≥ n. Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïî k →∞, ïîëó÷àåì
f(x) ≥ fn(x). Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî gn(x) ≤ fn(x) ≤ f(x), ò.å. fn(x)→ f(x) ï.â. Êðîìå òîãî,∫

R
gk(x) ≤

∫
R
fk(x) ≤

∫
R
f(x) dx è

∫
R
gk(x)→

∫
R
f(x) dx,

ò.å.
∫
R fk(x) dx→

∫
R f(x) dx.

Ñëåäñòâèå 3. Åñëè ìîíîòîííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn(x)} ñóììèðóåìûõ ôóíêöèé
èìååò îãðàíè÷åííóþ ïîñëåäîâàòåëüîñòü èíòåãðàëîâ

∫
R |fn(x)| dx, òî îíà ñõîäèòñÿ ï.â.

è åå ìîæíî èíåòãðèðîâàòü ïî÷ëåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîñòî ïåðåéäåì ê íåîòðèöàòåëüíûì ôóíêöèÿì, âçÿâ
gn(x) = fn(x)− f1(x).
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Ñëåäñòâèå 4. Ðÿä ñóììèðóåìûõ ôóíêöèé
∑∞

n=1 fn(x), äëÿ êîòîðîãî ñõîäèòñÿ ðÿä∑∞
n=1

∫
R |fn(x)| dx, ñàì ñõîäèòñÿ ïî÷òè âñþäó ê èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèè, è åãî ìîæíî

èíòåãðèðîâàòü ïî÷ëåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàçëîæèì êàæäóþ ôóíêöèþ fn íà ïîëîæèòåëüíóþ è îòðèöàòåëü-
íóþ ÷àñòü è ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî äëÿ êàæäîãî èç íèõ îòäåëüíî. Ðàçáåðåìñÿ
ñ ðÿäîì èç ïîëîæèòåëüíûõ fn+(x). Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòè÷íûõ ñóìì
Sn+(x) =

∑n
k=1 fk+(x) � ýòî ôóíêöèè èç L1,+, êîòîðûå ìîíîòîííî âîçðàñòàþò. Ïðè ýòîì∫

R
Sn+(x) dx =

n∑
k=1

∫
R
fk+(x) dx < A <∞.

Ïî òåîðåìå Ëåâè, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Sn+} èìååò ï.â. ïðåäåë
∑∞

k=1 fk+(x) = f(x) ∈ L1,+ è∫
R Sn+(x) dx→

∫
R f(x) dx. Àíàëîãè÷íî, ôóíêöèè Sn−(x) =

∑n
k=1 fk−(x) îáðàçàþò íåâîçðàñ-

òàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåïîëîæèòåëüíûõ ôóíêöèé. Ïåðåõîäèì ê ôóíêöèÿì−Sn−(x)
è ïîâòîðÿåì ðàññóæäåíèÿ.

Ñëåäñòâèå 5. Åñëè ìîíîòîííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn(x)} èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé
ñõîäèòñÿ ï.â. ê êîíå÷íîé ñóììèðóåìîé f(x), òî

∫
R f(x) dx = limn→∞

∫
R fn(x) dx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç óòâåðæäåíèÿ 5 ñëåäóåò îöåíêà
∫
R fn(x) dx ≤

∫
R f(x) dx. Äàëåå î÷å-

âèäíî.

Óòâåðæäåíèå 8. Åùå äâà ñâîéñòâî èíòåãðàëà:
5. Ïóñòü f(x) èçìåðèìà è íåîòðèöàòåëüíà. Åñëè

M = sup{
∫
R
h(x) dx : h ∈ L0, 0 ≤ h(x) ≤ f(x)} <∞,

òî f ∈ L1,+, à M =
∫
R f(x) dx.

6. Åñëè f(x) ñóììèðóåìà, à g(x) èçìåðèìà, íî |g(x)| ≤ f(x), òî g òîæå ñóììèðóåìà è∣∣∫
R g(x) dx

∣∣ ≤ ∫R f(x) dx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Øåñòîå ñâîéñòâî íåìåäëåííî ñëåäóåò èç ïÿòîãî. Åãî è áóäåì äîêàçû-
âàòü. Ïî óñëîâèþ, f èçìåðèìà, ò.å. íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé hn ∈ L0, ñõîäÿ-
ùàÿñÿ ï.â. ê f(x) ìîíîòîííî íåóáûâàÿ. Òîãäà

∫
R hn(x) dx ≤ M è ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Ëåâè

ïîëó÷àåì f ∈ L1,+ è
∫
R hn(x) dx→

∫
R f(x) dx ≤M . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ ëþáîãî ε > 0 íà-

äéåòñÿ ñòóïåí÷àòàÿ ôóíêöèÿ h(x), äëÿ êîòîðîé
∫
R h(x) dx ≥M−ε è 0 ≤ h(x) ≤ f(x). Òîãäà

ôóíêöèÿ f(x)−h(x) íåîòðèöàòåëüíà è èíòåãðèðóåìà, ò.å.M−ε ≤
∫
R h(x) ≤

∫
R f(x) dx.

Óòâåðæäåíèå 9. 7. Åñëè f1(x), f2(x) ∈ L1, òî g(x) = max{f1(x) f2(x)} è
h(x) = min{f1(x), f2(x)} � òîæå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî g(x) = (f1(x) − f2(x))+ + f2(x), à
h(x) = (f1(x)− f2(x))− + f2(x).

Òåîðåìà 3 (Òåîðìà Ëåáåãà î ìàæîðèðóåìîé ñõîäèìîñòè). Ïóñòü fn èçìåðèìû ïî
Ëåáåãó è |fn(x)| ≤ M(x), ãäå M(x) ∈ L1. Ïóñòü fn → f ï.â. Òîãäà f ∈ L1 è∫
R f(x) dx = lim

∫
R fn(x) dx.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé

gn,p(x) = max{fn(x), fn+1(x), . . . , fn+p(x)}, n, p ∈ N.

Ïî èíäåêñó n îíè ìîíîòîííî íåóáûâàþò, à
∫
R |gn,p(x)| dx ≤

∫
RM(x) dx < ∞. Ïî

ñëåäñòâèþ èç òåîðåìû Ëåâè, ïðè p → ∞ îíè èìåþò ï.â. ïðåäåë, ðàâíûé, êîíå÷íî
gn(x) = sup{fn(x), fn+1(x), . . . } ∈ L1. Òå æå ðàññóæäåíèÿ (ïîñòàâèòü ìèíóñû äâà ðà-
çà) ïðèâîäÿò ê èíòåãðèðóåìîñòè ôóíêöèé hn(x) = inf{fn(x), fn+1(x), . . . }. Ïðè ýòîì,
hn(x) ≤ fn(x), ìîíîòîííî íåóáûâàþò è ñòðåìÿòñÿ ê f(x) ï.â. Çíà÷èò, f ∈ L1 è∫
R hn(x) dx→

∫
R f(x) dx. Àíàëîãè÷íî, ôóíêöèè g1(x)−gn(x) ìîíîòîííî íåóáûâàþò è ñòðå-

ìÿòñÿ ê g1(x)− f(x) ï.â., ò.å.∫
R
g1(x)−

∫
R
gn(x) dx→

∫
R
g1(x) dx−

∫
R
f(x) dx− 0,

à
∫
R gn(x)→

∫
R f(x) dx+ 0. Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî hn(x) ≤ fn(x) ≤ gn(x), è∫

R
hn(x) dx ≤

∫
R
fn(x) dx ≤

∫
R
gn(x) dx.

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó, ïîëó÷àåì
∫
R fn(x) dx→

∫
R f(x) dx.

Ñëåäñòâèå 6 (Ëåììà Ôàòó). Åñëè ôóíêöèè fn ∈ L1,+ è fn → f ï.â. è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
èíòåãðàëîâ

∫
R fn(x) dx îãðàíè÷åíà, òî f ñóììèðóåìà è

∫
R f(x) dx ≤ lim inf

∫
R fn(x) dx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì hn(x) = inf{fn(x) fn+1(x), . . . }. Ýòè ôóíêöèè ñóììèðóå-
ìû (êàê è â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû Ëåáåãà, ðàññìîòðèì hn,p(x) è çàìåòèì, ÷òî∫
R hn,p(x) dx ≤

∫
R fn(x) dx ≤ A), íåîòðèöàòåëüíû è íåóáûâàþò ïî n ê f(x) ï.â. Èç òåî-

ðåìû Ëåâè âûâîäèì ñóììèðóåìîñòü ôóíêöèè f è∫
R
f(x) dx = lim

n→∞

∫
R
hn(x) dx = lim inf

∫
R
fn(x) dx.

Ñëåäñòâèå 7. Ïóñòü fj(x), 1 ≤ j ≤ d, � ñóììèðóåìûå íà R ôóíêöèè. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî çíà÷åíèÿ âåêòîðà (f1(x), f2(x), . . . , fd(x)) ëåæàò â íåêîòîðîì ìíîæåñòâå D ⊂ Rd,
à íà D îïðåäåëåíà íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ g. Òîãäà ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ g(f1(x), . . . , fd(x))
ñóììèðóåìà íà R, åñëè òîëüêî |g(f1(x), . . . , fd(x))| ≤ h(x), ãäå h ñóììèðóåìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñòóïåí÷àòûõ ôóíêöèé fj,n(x), ñõîäÿùèõñÿ
ï.â. ê fj(x). Ïîëîæèì gn(x) = I(−n,n)(x)g(f1,n(x), . . . , fd,n(x)) � ñòóïåí÷àòûå ôóíêöèè íà
R. Ïî íåïðåðûâíîñòè g, ýòè ôóíêöèè ï.â. íà R ñõîäÿòñÿ ê g(f1(x), . . . , fd(x)). Îñòàåòñÿ
ïðèìåíèòü òåîðåìó Ëåáåãà.

28



Ëåêöèÿ 4. Óðàâíåíèå ñòðóíû (íà÷àëî)

Ïðåäñòàâèì ñåáå òîíêóþ óïðóãóþ íàòÿóòóþ ñòðóíó, çàêðåïëåííóþ ñ îáîèõ êîíöîâ. Ïóñòü
âíà÷àëå íà ñòðóíó íå äåéñòâóþò íèêàêèå ñèëû. Ñèëû òÿæåñòè òîæå íåò (ëèáî ìû ñ÷èòàåì
ñòðóíó íåâåñîìîé). Òîãäà ñòðóíà áóäåò íàòÿíóòà ïî îòðåçêó. Ðàñïîëîæèì åå âäîëü îñè Ox
îò x = 0 äî x = l. Ñåé÷àñ ñòðóíà ñîîòâåòñòâóåò ó íàñ ãðàôèêó ôóíêöèè u(x) = 0.

Ïðèìåèì ñèëó ê îäíîé òî÷êå x ñòðóíû. Ñòðóíà ïðèìåò èçâåñòíóþ íàì èç æèçíåííîãî
îïûòà ôîðìó ëîìàíîé. Îíà ïî�ïðåæíåìó â ðàâíîâåñèè, ò.å. ñèëû íàòÿæåíèÿ óðàâíîâåñèëè
íàøó âííåøíþþ ñèëó. Çàïèøåì ðàâåíñòâî ñèë Tl + Tr = f â òî÷êå x, ãäå Tl � ñèëà íàòÿ-
æåíèÿ, äåéñòâóþùàÿ íà òî÷êó x ñëåâà, à Tr � ñïðàâà (òî÷íåå, ìîäóëè ýòèõ ñèë). Ïóñòü
α è β � óãëîâûå êîýôôèöèåíòû ëåâîãî è ïðàâîãî îòðåçêà ëîìàíîé. Ïðîåêòèðóÿ ñèëû íà
êîîðäèíàòíûå îñè, ïîëó÷èì

Tl cosα = Tr cos β, Tl sinα + Tr sin β = f.

Çàìåòèì åùå, ÷òî u′(x0−0) = tgα è u′(x0 + 0) = − tg β (îáîçíà÷èì ïåðâóþ âåëè÷èíó ÷åðåç
u′−, à âòîðóþ ÷åðåç u′+). Òîãäà

Tr = Tl

√
1 + u′+

2

1 + u′−
2 , Tl

(
u′− − u′+

)√
1 + u′−

2
= f.

Ìû ðàññìîòðåëè ñëó÷àé ñèëû, ïðèëîæåííîé â îäíîé òî÷êå. Â ðåàëüíîñòè ñèëà ðàñïðå-
äåëåíà âäîëü ñòðóíû è õàðàêòåðèçóåòñÿ ôóíêöèåé f(x, t) � ïëîòíîñòüþ ñèëû, ò.å. íàøó
ôîðìóëó ñëåäóåò âîñïðèíèìàòü êàê ñèëó, ïðèëîæåííóþ ê ìàëîìó ó÷àñòêó [x, x+ ∆x]

Tl(x)
(u′(x)− u′(x+ ∆x))√

1 + u′(x)2
=

∫ x+∆x

x

f(ξ, t)dξ.

Ìû ðàññìîòðåëè ñëó÷àé, êîãäà ñèëû óðàâíîâåøåíû. Â ðåàëüíîñòè ïîä äåéñòâèåì ñèëû
ñòðóà íà÷íåò äâèãàòüñÿ, ò.å. ðàçíîñòü ñèë ñëåâà è ñïðàâà íóëþ íå ðàâíà. Áóäåì âîñïðèèìàòü
íàø ìàëûé ó÷àñòîê ñòðóíû êàê ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó è çàïèøåì âòîðîé çàêîí Íüþòîíà

∆m · u(x, t)tt = −Tl(x)
(u′(x)− u′(x+ ∆x))√

1 + u′(x)2
+

∫ x+∆x

x

f(ξ, t)dξ.

Ðàçäåëèì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà íà ∆x è ïåðåéäåì ê ïðåäåëó ïðè ∆x → 0. Ïîëó÷èì íåëè-
íåéíîå óðàâíåíèå êîëåáàèé ñòðóíû

ρ(x)u(x, t)tt =

(
Tl(x)u′x(x, t)√
1 + u′x(x, t)

2

)′
x

+ f(x, t),

ãäå ρ(x) � ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè ñòðóíû (ìû ó÷ëè, ÷òî ìàññà ôðàãìåíòà ñòðóíû ðàâíà
ïðîèçâåäåíèþ ïëîòíîñòè íà äëèíó îòðåçêà ñòðóíû). Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå ñëîæíîå. Ïî-
ñìîòðèì, ìîæåì ëè ìû óïðîñòèòü åãî. Äàâàéòå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðè êîëåáàíèÿõ ñòðóíû
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âåëè÷èíà u′x ìàëà íàñòîëüêî, ÷òî
√

1 + u′(x, t)2 ≈ 1. Ôóíêöèþ Tl(x) áóäåì ñ÷èòàòü ïðè-
ìåðíî ïîñòîÿííîé. Òîãäà óðàâíåíèå ñòàíîâèòñÿ ëèíåéíûì

ρ(x)utt = Tuxx + f(x, t).

Íó à åñëè åùå ïðåäïîëîæèòü ñòðóíó îäíîðîäíîé, òî ρ(x) = const è óðàâíåíèå ïðèîáðåòàåò
ìàêñèìàëüíî ïðîñòîé âèä

utt = a2uxx + f(x, t), a > 0, x ∈ [0, l], u(0, t) = u(l, t) = 0

(ïîñëåäíèå óñëîâèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî íà êîíöàõ îòðåçêà ñòðóíà çàêðåïëåíà).

Íà÷íåì ñ ðåøåíèÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ, ò.å. ïîëîæèì f(x, t) ≡ 0. Âàì, ìîæå áûòü
êàæåòñÿ, ÷òî ðàç íåò ñèë, äåéñòâóþùèõ íà ñòðóíó, òî îíà è äâèãàòüñÿ íå äîëæíà, ò.å.
ðåøåíèå u(x, t) ≡ 0. À âîò íåò! Âñïîìíèòå, êàê Âû äåðãàåòå ñòðóíó ãèòàðû. Ïîñëå îêîí-
÷àíèÿ âîçäåéñòâèÿ ñòðóíà íå èñïûòûâàåò âíåøíèõ ñèë (ñèëîé òÿæåñòè ïðåíåáðåãàåì), íî
ïðîäîëæàåò çâó÷àòü, ò.å. êîëåáàòüñÿ. Çíà÷èò, ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ îïðåäåëÿ-
åòñÿ íà÷àëüíûì óñëîâèåì u(x, 0) = ϕ(x). Òåïåðü ïðåäñòàâèì, ÷òî Âû â íà÷àëüíûé ìîìåíò
ñòðóíó íå îòêëîíÿëè îò ðàâíîâåñèÿ, íî óäàðèëè ïî íåé ìîëîòêîì. Ñòðóíà âñå ðàâíî áó-
äåò çâó÷àòü (òàê ðàáîòàåò ôîðòåïèàíî), ò.å. äàæå ïðè ϕ(x) ≡ 0 ðåøåíèå ìîæåò íå áûòü
íóëåì � îíî îïðåäåëÿåòñÿ âòîðûì íà÷àëüíûì óñëîâèåì u′t(0, t) = ψ(x). Äåéñòâèòåëüíî,
óäàð ìîëîòêà íå îòêëîíÿåò ñòðóíó ñðàçó, íî ñîîáùàåò åå ÷àñòèöàì íà÷àëüíóþ ñêîðîñòü.
Åñëè ïîäóìàòü, òî âñå ëîãè÷íî � óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà äîëæíî èìåòü äâà íà÷àëüíûõ
óñëîâèÿ � íà÷àëüíóþ êîîðäèíàòó è íà÷àëüíóþ ñêîðîñòü (è òàê äëÿ êàæäîé òî÷êè x).

Òóò ïîëåçíî ïðèáåãíóòü ê óæå èçâåñòíûì íàì ñèìâîëàì. Ïóñòü ∂t è ∂x � îïåðàòîðû
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî t è ïî x. Òîãäà ìû èìååì óðàâíåíèå ((∂t)

2 − (∂x)
2)u = 0. Íî

âûðàæåíèå â ñêîáêàõ åñòü ðàçíîñòü êâàäðàòîâ! À ïîñêîëüêó îïåðàòîðû êîììóòèðóþò, òî
óðàâíåíèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

(∂t − a∂x)(∂t + a∂x)u = 0⇐⇒

{
ut + aux = v,

vt − avx = 0.

Ðåùàÿ âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû, ïîëó÷àåì v(x, t) = C(x+at), ãäå ôóíêöèÿ C ïðîèçâîëü-
íà. Ïîäñòàâëÿÿ â ïåðâîå ðàâåíñòâî, ïîëó÷èì

u(x, t) = f(x− at) + g(x+ at),

ãäå f è g � ïðîèçâîëüíûå (äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìûå) ôóíêöèè. Ýòî è åñòü îáùåå ðå-
øåíèå âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ.

Åñëè ìû íàðèñóåì ãðàôèê ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f(x) íà ÷èñëîâîé îñè, à çàòåì íàðè-
ñóåì ñåðèþ ãðàôèêîâ ôóíêöèé f(x− at) ïðè íåñêîëüêèõ ïîëîæèòåëüíûõ t, òî ïîëó÷èòñÿ
¾ìóëüòôèëüì¿, íà êîòîðîì ãðàôèê ôóíêöèè f êàê òâåðäîå òåëî ¾áåæèò¿ íàïðàâî. Ïîýòî-
ìó ïåðâîå ñëàãàåìîå ðåøåíèÿ íàçûâàþò ïðàâîé (èëè ïðÿìîé) âîëíîé. Àíàëîãè÷íî, âòîðîå
ñëàãàåìîå äàåò ëåâóþ (èëè îòðàæåííóþ) âîëíó.

Ó÷òåì íà÷àëüíûå óñëîâèÿ. Âìåñòî êîíå÷íîé ñòðóíû, ðàññìîòðèì âíà÷àëå áåñêîíå÷íóþ,
ò.å. ïðåäïîëîæèì, ÷òî u(x, t) îïðåäåëåíà ïðè x ∈ R, t ≥ 0, è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì
u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = ψ(x). Òîãäà

u(x, 0) = f(x) + g(x) = ϕ(x), ut(x, 0) = −af ′(x) + ag′(x) = ψ(x).
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Ðåøàÿ ýòó ñèñòåìó, ïîëó÷èì

f(x) =
1

2
ϕ(x)− 1

2a

∫ x

0

ψ(ξ) dξ, g(x) =
1

2
ϕ(x) +

1

2a

∫ x

0

ψ(ξ) dξ,

à òîãäà...

Òåîðåìà 4. Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ utt = auxx ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè u(x, 0) = ϕ(x),
ut(x, 0) = ψ(x) èìååò âèä

u(x, t) =
ϕ(x− at) + ϕ(x+ at)

2
+

1

2a

∫ x+at

x−at
ψ(ξ) dξ.

Ïîëó÷åííóþ íàìè ôîðìóëó íàçûâàþò ôîðìóëîé Ä'Àëàìáåðà â ÷åñòü Ä'Àëàìáåðà.

Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî ôîðìóëà êîððåêòíî îïðåäåëÿåò ôóíêöèþ u(x, t) äëÿ ëþáûõ
(íàïðèìåð, íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé) ϕ è ψ, íî óðàâíåíèþ ýòà ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò òîëü-
êî â ñëó÷àå f ∈ C2 è g ∈ C1. Òàêîå ðåøåíèå íàçûâàþò êëàññè÷åñêèì. Îäíàêî, íà÷àëüíûå
óñëîâèÿ âïîëíå ìîãóò áûòü íåäèôôèðåíöèðóåìûìè ôóíêöèÿìè: ìû ëåãêî ìîæåì ïðäå-
ñòàâèòü ñëó÷àé, êîãäà ϕ(x) = 1 − |x| (ñòðóíó îòòÿíóëè îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ â òî÷êå
x = 0) èëè ψ(x) = I[0,1](x) � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ îòðåçêà [0, 1] (ïî ñòðóíå óäà-
ðèëè ìîëîòêîì øèðèíû 1). ¾Ðåøåíèÿ¿ â ýòèõ ñëó÷àÿõ ôîðìóëà Ä'Àëàìáåðà îïðåäåëÿåò,
íî òàêèå ðåøåíèÿ íàçûâàþò îáîáùåííûìè. Ïðè÷åì îáîáùåííûå ðåøåíèÿ áûâàþò ðàçíîé
ñòåïåíè ¾îáîáùåííîñòè¿ � ìû ìîæåì çàõîòåòü âçÿòü ψ(x) = δ0(x) (ïî ñòðóíå óäàðèëè
¾òî÷å÷íûì¿ ìîëîòêîì, ñîîáùèâ îáùèé èìïóëüñ 1).

Îïðåäåëåíèå 13. Ôóíêöèåé Äèðàêà δa(x) íàçûâàþò ¾ôóíêöèþ¿, êîòîðàÿ ðàâíà íóëþ
âåçäå, êðîìå òî÷êè x = a, â ñàìîé òî÷êå a ðàâíà áåñêîíå÷íîñòè, ïðè÷åì òàê, ÷òî∫
R δa(x) dx = 1.

ßñíî, ÷òî ôóíêöèÿ Äèðàêà ôóíêöèåé íå ÿâëÿåòñÿ � òàêèå ôóíêöèè íàçûâàþò îáîá-
ùåííûìè (àíãëèéñêàÿ òåðìèíîëîãèÿ distributions â ïîñëåäíåå âðåìÿ ïîáåæäàåò è ôóíê-
öèè ñòàëè íàçâûàòü ðàñïðåäåëåíèÿìè). Ïîäõîäÿùàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü âàì, îäíàêî,
óæå èçâåñòíà: δa(x) åñòü âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà, ñîñðåäîòî÷åííàÿ â òî÷êå a (èëè ñëó÷àéíàÿ
âåëè÷èíà, êîòîðàÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 ïîïàäàåò â òî÷êó a). Â íàøåì ñëó÷àå òàêèå íà÷àëü-
íûå äàííûå ïðèâîäÿò ê ðàçðûâíûì ôóíêöèÿì u(x, t), ÷òî äëÿ ñòðóíû, êîíå÷íî, ëèøåíî
ñìûñëà. Ýòî îäíàêî åùå íè î ÷åì íå ãîâîðèò � âîëíîâîå óðàâíåíèå îïèñûâàåò íå òîëü-
êî êîëåáàíèÿ ñòðóíû, íî è, íàïðèìåð, èçìåíåíèå äàâëåíèÿ ãàçà â äëèííîé óçêîé òðóáêå.
Êàæäûé, êòî ñëûøàë õëîïîê ïðè ïðåîäîëåíèè ñàìîëåòîì ñêîðîñòè çâóêà, ñîãëàñèòñÿ, ÷òî
çäåñü ðàçðûâíûå ðåøåíèÿ ñìûñë óæå èìåþò.

Êàê æå âñå�òàêè ïîíèìàòü ðåøåíèÿ â íåêëàññè÷åñêîì ñëó÷àå? Çäåñü âñå çàâèñèò îò
âûáîðà ôóíêöèîíàëüíûõ êëàññîâ, â êîòîðûõ ìû ðàáîòàåì. Âûáåðåì, íàïðèìåð, êëàññ
ôóíêöèé u(x, t), êîòîðûå ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì t ôèíèòíû, íåïðåðûâíû è èìåþò
êóñî÷íî�íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî ïåðåìåííîé x. Ðàññòîÿíèå ìåæäó òàêèìè ôóíêöè-
ÿìè áóäåì èçìåðÿòü ïî ïðàâèëó

ρ(f, g) = max
x∈R
|f(x)− g(x)|.
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Òîãäà ñõîäÿùèìèñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè ôóíêöèé ñòàíóò õîðîøî âàì èçâåñòíûå ðàâíî-
ìåðíî ñõîäÿùèåñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ïîòðåáóåì, ÷òîáû ρ(u(·, t + ∆t), u(·, t)) → 0 ïðè
δt→ 0 ïðè êàæäîì t ≥ 0. Èíûìè ñëîâàìè, ìû âîñïðèíèìàåì ôóêöèþ u(x, t) íå êàê ôóíê-
öèþ äâóõ ïåðåìåííûõ. Ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì t ýòî ýëåìåíò ñôîðìèðîâàííîãî íàìè
ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà (âåêòîð â áåñêîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, êîòîðîå äëÿ êðàòêî-
ñòè îáîçíà÷èì X). À èçìåíåíèå ïàðàìåòðà t äàåò íàì íåïðåðâíóþ êðèâóþ u(·, t) â ýòîì
ïðîñòðàíñòâå.
Ïóñòü òåïåðü ôóíêöèÿ ϕ(x) ôèíèòíà, íåïðåðûâíà è èìååò êóñî÷íî�íåïðåðûâíóþ ïðîèç-
âîäíóþ, à ôóíêöèÿ ψ(x) íåïðåðûâíà è êóñî÷íî�íåïðåðûâíà. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ôîðìóëà
Ä'Àëàìáåðà îïðåäåëÿåò ïðè êàæäîì t ôóíêöèþ èç ïðîñòðàíñòâà X.

Óïðàæíåíèå 5. Åñëè ∆t→ 0, òî u(·, t+ ∆t)→ u(·, t) ðàâíîìåðíî íà R.

Èòàê, ôóíêöèþ u(x, t) ìû ïîñòðîèëè. Íî ìîæíî ëè ñ÷èòàòü åå ðåøåíèåì? Äà, ìîæíî.
Ôóíêöèþ ϕ(x) âñåãäà ìîæíî ñêîëü óãîäíî òî÷íî ïðèáëèçèòü (â ñìûñëå ìåòðèêè ïðîñòðàí-
ñòâà X) ôóíêöèÿìè êëàññà C2 (òî åñòü âçÿòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äâàæäû íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé ϕε ⇔ ϕ ïðè ε → 0). Àíàëîãè÷íî, ôóíêöèþ ψ(x) ìîæíî
ïðèáëèçèòü ôóíêöèåé êëàññà C1. Çàòåì îñòàåòñÿ ðåøèòü óðàâíåíèå ñ ãëàäêèìè íà÷àëü-
íûìè äàííûìè (ýòî óæå áóäåò êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå) è ïåðåéòè â ôîðìóëå Ä'Àëàìáåðà
ê ïðåäåëó ïî ε→ 0.

ßñíî, ÷òî íàø ðàçãîâîð îá îáîáùåííûõ ðåøåíèÿõ áóäåò ïðîäîëæåí. Ïîêà æå âåðíåìñÿ
ê êëàññè÷åñêîìó ñëó÷àþ. Äîáàâèì ê óðàâíåíèþ ïðàâóþ ÷àñòü. Îêàçûâàåòñÿ, ðåøåíèå âñå�
ðàâíî ìîæíî âûïèñàòü ÿâíî (ôîðìóëà Äþàìåëÿ), íî äëÿ òîãî, ÷òîáû ýòî íå âûãëÿäåëî
ôîêóñîì, äàäèì ñëåäóþùåå îáúÿñíåíèå. Â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ ñòîèò ñèëà f(x, t) (òî÷-
íåå ïëîòíîñòü ñèë ïî ïåðåìåííîé x). Ñèëó ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê íåïðåðûâíóþ öåïî÷êó
áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà áåñêîíå÷íî ìàëûõ óäàðîâ f(x, t) =

∫ t
0
ψ(x, s) ds. Íî ñ îäíèì óäàðîì

ìû óæå ñïðàâëÿòüñÿ íàó÷èëèñü (ôóíêöèÿ ψ(x) â íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ). Çíà÷èò, äîñòàòî÷-
íî çàïèñàòü ôîðìóëó Ä'Àëàìáåðà, äîáàâèâ ê ðåøåíèþ îäíî ñëàãàåìîå (ìû óèòûâàåì, ÷òî
âðåìÿ, ïðîøåäøåå îò óäàðà, ñäåëàííîãî â ìîìåíò s, äî ìîìåíòà t, ðàâíî t− s)...

Òåîðåìà 5. Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ utt = auxx + f(x, t), x ∈ R, t ≥ 0, f ∈ C(R×R+), ñ
íà÷àëüíûìè óñëîâèÿèìè u(x, 0) = ϕ(x), ϕ ∈ C2(R), ut(x, 0) = ψ(x), ψ ∈ C1(R), èìååò âèä

u(x, t) =
ϕ(x− at) + ϕ(x+ at)

2
+

1

2a

∫ x+at

x−at
ψ(ξ) dξ +

1

2a

∫ t

0

∫ x+(t−s)

x−(t−s)
f(ξ, s) dξ ds.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáùåå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ åñòü ñóììà îáùåãî ðåøå-
íèÿ îäíîðîäíîãî ïëþñ ÷àñòíîå ðåøåíèå. Ïðÿìîé ïðîâåðêîé óáåæäàåìñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ
1
2a

∫ t
0

∫ x+(t−s)
x−(t−s) f(ξ, s) dξ ds ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ðåøåíèåì è íå ìåíÿåò íà÷àëüíûõ óñëîâèé, ïî-

ñêîëüêó îáíóëÿåòñÿ âìåñòå ñî ñâîåé ïðîèçâîäíîé ïî ïåðåìåííîé t íà ïðÿìîé t = 0. Îñòàëü-
íîå î÷åâèäíî.

Ïðèìåð 15. Ïóñòü ϕ(x) è ψ(x) ðàâíû íóëþ âíå îòðåçêà x ∈ [2, 5]. ×òî ìîæíî ñêàçàòü
î ðåøåíèè îäíîðîäíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ u(x, t)? À ÷òî åñëè ϕ(x) ñîñðåäòî÷åíà íà
îòðåçêå [2, 5], à ψ(x) ≡ 0?
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Ðåøåíèå. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî u(x, t) ≡ 0 âíå îòðåçêà [2 − at, 5 + at]. Ýòî èìååò ïðîñòóþ
ôèçè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ: äî òî÷åê x ëåâåå 2−at åùå íå äîøëà ëåâàÿ âîëíà, à äî òî÷åê
ïðàâåå 5 + at ííå äîøëà ïðàâàÿ. Âòîðîé âîïðîñ èíòåðåñíåå. Çäåñü äîïîëíèòåëüíî ìîæíî
ñêàçàòü, ÷òî u(x, t) = 0 ïðè âñåõ x ∈ [5−at, 2+at] (åñëè, êîíå÷íî, t > 3/(2a)). Îêàçûâàåòñÿ,
ýòè òî÷êè ïîïàëè â ¾çîíó òèøèíû¿, ïîñêîëüêó îáå âîëíû ÷åðåç íèõ óæå ïðîøëè!

Âûâîä: êîëåáàíèÿ îäíîìåðíûõ îáúåêòîâ èìåþò âîëíû, ó êîòîðûõ åñòü è ïåðåäíèé, è
çàäíèé ôðîíò. Ýòî, âïðî÷åì, çíàåò êàæäûé, êòî ñòîÿë â àâòîìîáèëüíîé ïðîáêå. Âîò çàãî-
ðåëñÿ çåëåíûé ñâåò (âîëíà ïîøëà), íî Âû åùå ñòîèòå � äî Âàñ âîëíà åùå íå äîøëà. Çàòåì
äâèæåèå íà÷èíàåòñÿ, íî åñëè ïðîáêà äëèííàÿ, òî íà ñâåòîôîðå çàãîðàåòñÿ êðàñíûé ñâåò
åùå äî òîãî, êàê Âû äîåõàëè äî ïåðåêðåñòêà. Âû, îäíàêî, åùå íåêîòîðîå âðåìÿ åäèòå, à
çàòåì äî Âàñ äîõîäèò çàäíèé ôðîíò âîëíû è Âû îñòàíàâëèâàåòåñü.
Ïîãîâîðèì î ÷óòü áîëåå îáùåé ñèòóàöèè. Òî÷íî òàê æå, êàê ìû ðàçëîæèëè íà ìíîæèòåëè
îïåðàòîð (∂x)

2−(∂t)
2, ìîæíî ïîñòóïèòü è äëÿ îáùåãî îïåðàòîðà âèäà a(∂x)

2+b∂x∂y+c(∂y)
2.

Äîñòàòî÷íî íàéòè êîðíè óðàâíåíèÿ aλ2 + bλµ+ cµ2.

Ïðèìåð 16. Ðåøèòå óðàâíåíèå

utt + 5utx + 6uxx = 0.

Ðåøåíèå. Èìååì λ2 + 5λµ + 6µ2 = 0, îòêóäà (λ + 2µ)(λ + 3µ) = 0. Ñâîäèì óðàâíåíèå ê
ñèñòåìå{

ut + 3ux = v,

vt + 2vx = 0,
⇐⇒

{
ut + 3ux = v,

v(x, t) = f(x− 2t),
⇐⇒ u(x, t) = f(x− 2t) + g(x− 3t).

Èíòåðåñíî, ÷òî â ýòîì ïðèìåðå îáå âîëíû áåãóò âïðàâî. ßñíî, ÷òî ðå÷ü îïÿòü èäåò î
çàìåíå ïåðåìåííûõ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïîëîæèòü ξ = x − 2t, η = x − 3t, òî óðàâíåíèå
ïðèìåò âèä uξη = 0.

Îïðåäåëåíèå 14. Êðèâûå x−2t = const è x−3t = const íàçûâàþòñÿ õàðàêòåðèñòèêàìè
óðàâíåíèÿ.

Êàê ìû ïîíÿëè, óðàâíåíèÿ õàðàêòåðèñòèê â ýòîì ïðèìåðå èìåþò âèä x − 2t = const,
x− 3t = const. Â äèôôåðåíöèàëàõ õàðàêòåðèñòèêè èìåþò âèä dx− 2dt = 0 è dx− 3dt = 0,
à åñëè ýòè ðàâåíñòâà ïåðåìíîæèòü, òî (dx)2 − 5dxdt + 6(dt)2 = 0. Ïîëó÷àåì ñëåäóþ-
ùåå ôîðìàëüíîå ïðàâèëî: äëÿ ïîèñêà õîðîøåé çàìåíû ïåðåìåííûõ â óðàâíåíèè âèäà
auxx + buxy + cuyy = 0 íàäî ñäåëàòü ôîðìàëüíóþ çàìåíó ∂x 7→ dy, ∂y 7→ −dx. Ïîñìîò-
ðèì, ðàáîòàåò ëè íàøå ïðàâèëî â áîëåå ñëîæíûõ ñëó÷àÿõ.

Ïðèìåð 17. Ðåøèòå óðàâíåíèå

uxx − 2 sinxuxy − cos2 xuyy − cosxuy = 0.
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Ðåøåíèå. Çàïèøåì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ ïîèñêà õàðàêòåðèñòèê

(dy)2 + 2 sinx (dx)(dy)− cos2 x(dx)2 = 0⇐⇒ (y′)2 + 2 sinxy′ − cos2 x = 0.

Â ïîïûòêå âûðàçèòü îòñþäà ïðîèçâîäíóþ y′ ðåøèì êâàäðàòíîå óðàâíåíèå
λ2 + 2 sinxλ − cos2 x = 0, îòêóäà λ1 = − sinx + 1, λ2 = − sinx − 1. Èíòåãðèðóÿ,
ïîëó÷àåì

y = cosx± x+ C.

Èòàê, íàäî äåëàòü çàìåíó{
ξ = y − cosx− x,
η = y − cosx+ x

=⇒

{
ux = uξ(sinx− 1) + uη(sinx+ 1),

uy = uξ + uη
=⇒

uxx = (sinx− 1)(uξξ(sinx− 1) + uξη(sinx+ 1)) + (sinx+ 1)(uξη(sinx− 1) + uηη(sinx+ 1))+

+uξ cosx+ uη cosx,

uxy = (sinx− 1)(uξξ + uξη) + (sin x+ 1)(uξη + uηη),

uyy = uξξ + 2uξη + uηη.

Ïîñëå çàìåíû óðàâíåíèå ïðèìåò âèä

uξξ((sinx− 1)2 − 2 sinx(sinx− 1)− cos2 x) + uξη(2(sin2 x− 1)− 4 sin2 x− 2 cos2 x)+

+ uηη((sinx+ 1)2 − 2 sinx(sinx+ 1)− cos2 x) + uξ(cosx− cosx) + uy(cosx− cosx) = 0⇐⇒
⇐⇒ −4uξη = 0

Îòñþäà u(x, y) = f(y − cosx− x) + g(y − cosx+ x).

Óïðàæíåíèå 6. 1. Íàðèñóéòå íåñêîëüêî ãðàôèêîâ ôóíêöèè u(x, t) ïðè ðàçíûõ t � ðåøå-
íèÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè ϕ(x) = 1− |x| ïðè x ∈ [−1, 1], ϕ(x) = 0
âíå [−1, 1] è ψ(x) ≡ 0. Òî æå çàäàíèå äëÿ ϕ(x) = 1 − |x| ïðè x ∈ [−1, 1], ϕ(x) = 0 âíå
[−1, 1] è ψ(x) ≡ 0.
2. Òî æå çàäàíèå äëÿ íà÷àëüíûõ óñëîâèé ϕ(x) ≡ 0, ψ(x) = I[0,1](x). Òî æå çàäàíèå äëÿ
ϕ(x) ≡ 0, ψ(x) = 1− |x| ïðè x ∈ [−1, 1], ψ(x) = 0 âíå [−1, 1]
3. Ê ìîìåíòó t = 1 íåîáõîäèìî ïðèâåñòè ñòðóíó ê âèäó u(x, 1) = 1− x2 ïðè x ∈ [−1, 1],
u(x, 1) = 0 âíå [−1, 1] è ut(x, 1) ≡ 0. Ñ÷èòàÿ a = 1 è íå ïðèìåíÿÿ ê ñòðóíå ñèëó (ò.å.
óðàâíåíèå ñòðóíû utt = uxx) ïîäáåðèòå ñîîòâåòñòâóþùèå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ϕ(x) è
ψ(x).2 Òî æå çàäàíèå äëÿ ñëó÷àÿ u(x, 1) ≡ 0, ut(x, 1) = I[0,1](x).
4. Ïóñòü ôóíêöèè ϕ(x) è ψ(x) � íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ñòðó-
íû utt = a2uxx + 1, ðàâíû íóëþ âíå îòðåçêà [−l, l] è íåïðåðûâíû íà ýòîì îòðåçêå.
Äîêàæèòå, ÷òî u(x, t) = t2/2 + O(1) ïðè t → +∞ ðàâíîìåðíî ïî x ∈ R, ò.å., ÷òî
supx∈R |u(x, t)− t2/2| < M ïðè âñåõ t > T äëÿ íåêîòîðûõ M > 0 è T > 0.3

5. Ïóñòü ñòðóíà óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ utt = uxx + f(x, t), x ∈ R, t ≥ 0. Ïóñòü
íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ðàâíû ϕ(x) = ψ(x) ≡ 0. Íå ïðèìåíÿÿ ñëèøêîì áîëüøóþ ñèëó, ò.å.

2Òàêèå çàäà÷è íàçûâàþòñÿ çàäà÷àìè ñ ôèíàëüíûìè óëîâèÿìè (ñðàâíèòå ñ çàäà÷àìè ñ íà÷àëüíûìè
óñëîâèÿìè)

3Òàêèå çàäà÷è íàçûâàþò çàäà÷àìè îá àñèìïòîòè÷åñêîì ïîâåäåíèè ðåøåíèÿ
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ñ÷èòàÿ, ÷òî |f(x, t)| ≤ 1, ïðèâåäèòå ñòðóíó ê ìîìåíòó t = 1 ê ñîñòîÿíèþ u(x, 1) = 1,
ò.å. íàéäèòå ïîäõîäÿùóþ ôóíêöèþ f .4

6. Ïîëó÷èòå àíàëîãè ôîðìóëû Ä'Àëàìáåðà äëÿ çàäà÷è utt = uxx ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè
u(x, kx) = ϕ(x), ut(x, kx) = ψ(x). Ïðè êàêèõ k ýòî âîçìîæíî?
7. Ðåøèòå çàäà÷ó Êîøè

uxx + 2uxy − 3uyy = 0, u(x, 0) = 3x2, uy(x, 0) = 0.

4Òàêèå çàäà÷è íàçûâàþò çàäà÷àìè óïðàâëåíèÿ
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Ëåêöèÿ 5. Óðàâíåíèå ñòðóíû (ïðîäîëæåíèå)

Òåîðåìà 6. Ïóñòü â íåêîòîðîé îáëàñòè D ⊂ R2 äàíî óðàâíåíèå âèäà

a(x, t)utt + 2b(x, t)uxt + c(x, t)uxx + A(x, t)ux +B(x, t)ut = f(x, t, u),

ïðè÷åì ôóíêöèè a, b è c äîñòàòî÷íî ãëàäêèå, ôóíêöèÿ a(x, t) â îáëàñòè D íå îáðàùàåòñÿ
â íîëü, à âûðàæåíèå b2(x, t) − a(x, t)c(x, t) ïîëîæèòåëüíî âñþäó â D (òàêèå óðàâíåíèÿ
íàçûâàþò ãèïåðáîëè÷åñêèìè). Òîãäà ïàðà îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

dx

dt
=
b(x, t)±

√
b(x, t)2 − a(x, t)c(x, t)

a(x, t)

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿìè òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè, ò.å. ÷åðåç êàæ-
äóþ òî÷êó (x, t) ∈ D ïðîõîäèò îäíà èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ ξ(x, t) = const ïåðâîãî óðàâíå-
íèÿ è îäíà èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ η(x, t) = const âòîðîãî. Îïðåäåëåííûå òàêèì îáðàçîì
êðèâûå çàäàþò â D êðèâîëèíåéíûå êîîðäèíàòû (ξ, η). Óðàâíåíèå íà ôóíêöèþ u â ýòèõ
êîîðäèíàòàõ èìååò âèä

β(ξ, η)uξη + C(ξ, η)uξ +D(ξ, η)uη = g(ξ, η, u).

Äîêàçàòåëüñòâî. ×àñòü äîêàçàòåëüñòâà óæå ïðîïèñàíà â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû. Íàäî
åùå ïðîâåðèòü, ÷òî J � ÿêîáèàí çàìåíû, íåâûðîæäåí äëÿ êàæäîé òî÷êè (x, t). Äëÿ ýòîãî
çàìåòèì, ÷òî ïî, îïðåäåëåíèþ,

0 = d(ξ(x, t)) = (ξx
dx

dt
+ ξt)dt =

(
b+
√
b2 − ac
a

ξx + ξt

)
dt.

Àíàëîãè÷íî,
b−
√
b2 − ac
a

ηx + ηt = 0.

Òîãäà ξx íå ìîæåò îáðàòèòüñÿ â íîëü (ýòî âëå÷åò ξt = 0, ÷òî äëÿ èíòåãðàëüíîé êðèâîé
íåâîçìîæíî), àíàëîãè÷íî, äëÿ ηx, à, êðîìå òîãî,

J = ξxηt − ξtηx = ξxηx

(
−b−

√
b2 − ac
a

+
b+
√
b2 − ac
a

)
=

2
√
b2 − ac
a

ξxηx 6= 0.

Òåïåðü îñòàåòñÿ íàéòè âèä óðàâíåíèÿ â íîâûõ êîîðäèíàòàõ. Àêêóðàòíî ïðîâîäèì âû÷èñ-
ëåíèÿ è ïîëó÷àåì, ÷òî

α(ξ, η)uξξ + β(ξ, η)uξη + γ(ξ, η)uηη + C(ξ, η)uξ +D(ξ, η)uη = g(ξ, η, u),

ãäå α = a(ξt)
2 + 2bξtξx + (ξx)

2 = 0, γ = a(ηt)
2 + 2bηtηx + (ηx)

2 = 0, à

β = aξtηt + 2b(ξtηx + ξxηt) + cξxηx =

(
2c− 4b2

a

)
ξxηx 6= 0

â D.
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Îïðåäåëåíèå 15. Åñëè â óðàâíåíèè

a(x, y)uxx + 2b(x, y)uxy + c(x, y)uyy + A(x, y)ux +B(x, y)uy = f(x, y, u),

çàäàííîì â îáëàñòè D ⊂ R2, âûðàæåíèå b2(x, y) − a(x, y)c(x, y) ñòðîãî îòðèöàòåëüíî â
D, òî òàêîå óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ ýëëèïòè÷åñêèì. Åñëè ýòî âûðàæåíèå òîæäåñòâåííî
ðàâíî íóëþ â D, òî óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ ïàðàáîëè÷åñêèì.

Ïàðàáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå ïðèâîäèòñÿ ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó òàê æå, êàê è ãèïåðáîëè-
÷åñêîå � íàäî ñîñòàâèòü õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå, íàéòè åãî (åäèíñòâåííûé) êîðåíü,
ðåøèòü ïîëó÷åííîå ÎÄÓ è âçÿòü ýòó ôóíêöèþ çà ïåðåìåííóþ ξ. Âòîðóþ ïåðåìåííóþ ïðè
ýòîì ìîæíî âûáèðàòü ïðîèçâîëüíî.

Ïðèìåð 18. Ïðèâåäèòå óðàâíåíèå uxx + 2uxy + uyy = u ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó è ðåøèòå
åãî.

Ðåøåíèå. Çàìåíÿåì ∂x íà dy, à ∂y íà −dx:

(dy)2 − 2(dx)(dy) + (dx)2 = 0 ⇐⇒ dy = dx ⇐⇒ y − x = const.

Ïîëîæèì ξ = y − x, η = y + x. Òîãäà

ux = uξ · ξx + uη · ηx = −uξ + uη, uy = uξ + uη,

uxx = uξξ − 2uξη + uηη, uxy = −uξξ + uηη, uyy = uξξ + 2uξη + uηη,

à óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä 4uηη = u, îòêóäà

u = C1(ξ)eη/2 + C2(ξ)e−η/2 = C1(y − x)e(x+y)/2 + C2(y − x)e−(x+y)/2.

Ýëëèïòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ òîæå ìîæíî ïðèâîäèòü ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó, õîòÿ ìåòîä
íåìíîãî äðóãîé. Ìû íå áóäåì äîêàçûâàòü çäåñü îáùåé òåîðåìû � îíà àíàëîãè÷íà, à ïî-
êàæåì ýòî íà ïðèìåðå.

Ïðèìåð 19. Ïðèâåäèòå óðàâíåíèå

yuxx + xuyy = 0, x, y > 0,

ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó.

Ðåøåíèå. Óðàâíåíèå õàðàêòåðèñòèê èìååò âèä

y(dy)2 + x(dx)2 = 0 ⇐⇒ √
ydy = ±i

√
xdx,

êîðíè ìíèìûå, óðàâíåíèå ýëëèïòè÷åñêîå. Ðåøàåì ýòè ÎÄÓ y3/2 ± ix3/2 = c. Äàëåå ìåòîä
òàêîâ: íàäî ïåðåéòè ê íîâûì êîîðäèíàòàì ïî ïðàâèëó ξ = Rec, η = Imc (ýòî îáùåå ïðà-
âèëî). Â íàøåì ñëó÷àå èìååì ξ = y3/2, η = x3/2 (çíàê âûáèðàåì íà íàøå óñìîòðåíèå).
Òîãäà

ux = uξ · ξx + uη · ηx =
3

2
x1/2uη, uy =

3

2
y1/2uξ,

uxx =
3

4
x−1/2uη +

9

4
xuηη, uyy =

3

4
y−1/2uξ +

9

4
yuξξ,
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à óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä

uξξ + uηη +
1

3
y−3/2uξ +

1

3
x−3/2uη = 0 ⇐⇒ uξξ + uηη +

1

3ξ
uξ +

1

3η
uη = 0.

Ýòî è åñòü åãî êàíîíè÷åñêèé âèä (ñòàðøèå ïðîèçâîäíûå ôîðìèðóþò îïåðàòîð Ëàïëàñà).

Íàäî ïðèçíàòü, ÷òî ïîêà äëÿ íàñ ýòîò êàíîíè÷åñêèé âèä íå äàåò íè÷åãî, êðîìå ìîðàëü-
íîãî óäîâëåòâîðåíèÿ � óðàâíåíèå íå ðåøàåòñÿ.

Âåðíåìñÿ ê êëàññè÷åñêîìó óðàâíåíèþ ñòðóíû utt = a2uxx, a > 0. Ôîðìóëû Ä'Àëàìáåðà
è Äþàìåëÿ, õîòÿ è ÿâëÿþòñÿ ïîëíûìè îïèñàíèÿìè ðåøåíèé óðàâíåíèÿ ñòðóíû, èìåþò ñó-
ùåñòâåííûé íåäîñòàòîê: îíè äàþò ðåøåíèå óðàâíåíèÿ, çàäàííîãî íà âñåé îñè x ∈ R, â òî
âðåìÿ, êàê â ðåàëüíîñòè ñòðóíà êîíå÷íà. Çäåñü â äåëî âñòóïàþò êðàåâûå óñëîâèÿ (íàïîì-
íþ, ÷òî íà÷èíàëè ìû ñ óñëîâèé çàêðåïëåíèÿ u(0, t) = u(l, t) = 0). Ïîïðîáóåì ðàçîáðàòüñÿ.
×òîáû íå íàñëàèâàòü ñëîæíîñòè, íà÷íåì ñî ñëó÷àÿ ïîëóáåñêîíå÷íîé ñòðóíû.

Èòàê, ïóñòü

utt = a2uxx, x, t ∈ [0,+∞), u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = ψ(x), u(0, t) = 0.

Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ìû çíàåì: u(x, t) = f(x − at) + g(x + at). Ïîäñòàâëÿÿ t = 0,
íàõîäèì

f(x) + g(x) = ϕ(x), −af ′(x) + ag′(x) = ψ(x),

íî ñîîòíîøåíèÿ ýòè ñïðàâåäëèâû òîëüêî ïðè x > 0. Òîãäà, êàê è ðàíåå,

f(y) =
1

2
ϕ(y)− 1

2a

∫ y

0

ψ(ξ) dξ, g(y) =
1

2
ϕ(y) +

1

2a

∫ y

0

ψ(ξ) dξ,

íî òîëüêî ïðè y > 0. Ïîñêîëüêó t > 0, òî ñ ôóíêöèåé g ïðîáëåì íåò � åå àðãóìåíò
ïîëîæèòåëåí (ýòà âîëíà óõîäèò âïðàâî è íå çàìå÷àåò êðàåâîãî óñëîâèÿ â òî÷êå x = 0). À
âîò ñ ôóíêöèåé f ïðîáëåìû åñòü � åå àðãóìåíò ìîæåò îêàçàòüñÿ îòðèöàòåëüíûì. Ãäå æå
âçÿòü çíà÷åíèÿ ýòîé ôóíêöèè f(y) ïðè y < 0? Èñïîëüçóåì ãðàíè÷íîå óñëîâèå

u(0, t) = 0 =⇒ f(−t) + g(t) = 0.

Îòëè÷íî, çíà÷èò çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f ïðè îòðèöàòåëüíûõ åå àðãóìåíòàõ ìû ìîæåì âû-
÷èñëèòü ÷åðåç óæå èçâåñòíûå íàì çíà÷åíèÿ ôóíêöèè g. Èòàê, ïðè y < 0

f(y) = −g(−y) = −1

2
ϕ(−y)− 1

2a

∫ −y
0

ψ(ξ) dξ = −1

2
ϕ(−y) +

1

2a

∫ y

0

ψ(−ξ) dξ.

Íåìíîãî ïîäóìàâ, ïðèõîäèì ê âûâîäó � ôóíêöèþ f ìîæíî çàäàâàòü åäèíîé ôîðìóëîé

f(y) =
1

2
ϕ(y)− 1

2a

∫ y

0

ψ(ξ) dξ,

íî ïðåäâàðèòåëüíî íàäî ïðîäîëæèòü äàííûå íàì ôóíêöèè ϕ è ψ íà îòðèöàòåëüíóþ ïîëó-
îñü íå÷åòíûì ñïîñîáîì.
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Ïðèìåð 20. Ïóñòü ψ(x) ≡ 0, ϕ(x) = 1−|x−3| ïðè x ∈ [2, 4], à âíå ýòîãî îòðåçêà ϕ(x) = 0.
Íàðèñóéòå íåñêîëüêî ãðàôèêîâ ðåøåíèÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ utt = uxx íà ïîëóîñè x ≥ 0 ñ
òàêèìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè è ãðàíè÷íûì óñëîâèåì u(0, t) = 0.

Ìû âèäèì, ÷òî ëåâàÿ âîëíà, äîéäÿ äî òî÷êè x = 0 çàêðåïëåíèÿ, îòðàæàåòñÿ (ïðè ýòîì,
âîëíà âíà÷àëå ïðîïàäàåò, à çàòåì ïåðåâîðà÷èâàåòñÿ) è áåæèò âïðàâî.

Êàæäûé, êòî âèäåë ìîðñêèå âîëíû, íàáåãàþùèå íà ïðè÷àë, ñêàæåò, ÷òî òàì âñå ïðîèñ-
õîäèò ïî�äðóãîìó. Íàáåãàþùàÿ âîëíà íèêóäà íå ïðîïàäàåò � îíà íàîáîðîò âûñîêî âñïëåñ-
êèâàåò, óäàðÿÿñü î ñòåíêó ïðè÷àëà. È îíà íå ïåðåâîðà÷èâàåòñÿ � îíà îòêàòûâàåòñÿ íàçàä
ïóñòü ìåíüøåãî ðàçìåðà, íî âûïóêëîé ââåðõ, à íå âíèç. Â ÷åì òóò äåëî? Îòâåò ïðîñòîé �
â ýòîé çàäà÷å êðàåâîå óñëîâèå äðóãîå. Äåéñòâèòåëüíî, ìû çàïðåùàåì âîëíå êîëåáàòüñÿ íà
êðàþ ìîðÿ. Ïðàâèëüíîå óñëîâèå çäåñü � óñëîâèå íåïðîòåêàíèÿ ux(0, t) = 0: ìû çàïðåùàåì
âîëíå äâèãàòüñÿ ñêâîçü ñòåíó ïðè÷àëà. Íàéäåì ðåøåíèå ýòîé íîâîé çàäà÷è. Èìååì

u(x, t) = f(x−at)+g(x+at), f(y) =
1

2
ϕ(y)− 1

2a

∫ y

0

ψ(ξ) dξ, g(y) =
1

2
ϕ(y)+

1

2a

∫ y

0

ψ(ξ) dξ

ïðè y > 0. Åñëè æå ó÷åñòü êðàåâîå óñëîâèå, òî ïîëó÷èì f ′(−at) +g′(at) = 0 ïðè âñåõ t > 0,
ò.å.

f ′(−y) = −1

2
ϕ′(y)− 1

2a
ψ(y) =⇒ f(−y) = f(0)−

∫ y

0

f ′(−ξ) dξ.

Ïîñêîëüêó f(0) = 1
2
ϕ(0), òî

f(−y) =
1

2
ϕ(0) +

1

2

∫ y

0

ϕ′(ξ) dξ +
1

2a

∫ y

0

ψ(ξ) dξ =
1

2
ϕ(y) +

1

2a

∫ y

0

ψ(ξ) dξ.

Îïÿòü æå ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî äîñòàòî÷íî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñòàíäàðòíîé ôîðìóëîé
Ä'Àëàìáåðà â êîòîðîé ôóíêöèè ϕ è ψ ïðåäâàðèòåëüíî íàäî ïðîäîëæèòü ÷åòíûì îáðà-
çîì.

Ïðèìåð 21. Ïóñòü ψ(x) ≡ 0, ϕ(x) = 1−|x−3| ïðè x ∈ [2, 4], à âíå ýòîãî îòðåçêà ϕ(x) = 0.
Íàðèñóéòå íåñêîëüêî ãðàôèêîâ ðåøåíèÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ utt = uxx íà ïîëóîñè x ≥ 0 ñ
òàêèìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè è ãðàíè÷íûì óñëîâèåì ux(0, t) = 0.

Ìû âèäèì, ÷òî ëåâàÿ âîëíà, äîéäÿ äî òî÷êè x = 0 çàêðåïëåíèÿ âíà÷àëå óäâàèâàåòñÿ ïî
âûñîòå, à çàòåì îòðàæàåòñÿ â íåèçìåíåííîì âèäå è áåæèò âïðàâî. Âîò òåïåðü âñå âåðíî.
Ìû äàæå ñìîãëè îáúÿñíèòü òîò âñïëåñê, êîòîðûé íàáëþäàåòñÿ ïðè óäàðå âîëíû î ïðè÷àë.

Ìû ðàçîáðàëè êðàåâîå óñëîâèå u(0, t) = 0 (åãî íàçûâàþò óñëîâèå Äèðèõëå) è óñëî-
âèå ux(0, t) = 0 (åãî íàçûâàþò óñëîâèå Íåéìàíà). Â æèçíè âñòðå÷àþòñÿ è áîëåå õèòðûå
óñëîâèÿ, íàïðèìåð óñëîâèå Ðîáèíà (èëè òðåòüÿ êðàåâàÿ çàäà÷à) ux(0, t) + ku(0, t) = 0.
Ñîãëàñèòåñü, êàæäûé ðàç äåéñòâîâàòü çàíîâî ïî îäíîé è òîé æå ñõåìå íåðàöèîíàëüíî.
Äàâàéòå âûâîäèòü îáùèå ôîðìóëû

Ïðèìåð 22. Ðåøèì óðàâíåíèå utt = a2uxx â îáëàñòè t > 0, x > 0, ñ íà÷àëüíûìè óñëîâè-
ÿìè u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = ψ(x), è êðàåâûì óñëîâèåì u(0, t) = F (t).
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Ðåøåíèå. Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå â âèäå ñóììû ïðÿìîé è îáðàòíîé âîëíû

u(x, t) = f(x− at) + g(x+ at).

Ìû óæå çíàåì, ÷òî ðåøåíèÿ ðàñïðîñòðàÿþòñÿ ïî õàðàêòåðèñòèêàì x = c± at. Ïðè x > at
èíôîðìàöèÿ î ôóíêöèè F íå óñïååò äîéòè äî òî÷êè x. Çíà÷èò, â ýòèõ òî÷êàõ ðåøåíèå
áóäåò çàäàâàòüñÿ ôîðìóëîé Ä'Àëàìáåðà

u(x, t) =
ϕ(x− at) + ϕ(x+ at)

2
+

1

2a

∫ x+at

x−at
ψ(ξ) dξ, x > at.

Ïðè x < at ðåøåíèå îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé Ä'Àëàìáåðà ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè, ïðî-
äîëæåííûìè íå÷åòíî íà âñþ îñü, è ãðàíè÷íîé ìîäóëÿöèåé � ôóíêöèåé F (t). Ïðè÷åì
âîëíà, ïîðîæäåííàÿ ôóíêöèåé F èäåò íàïðàâî, ò.å. èìååò âèä f(x− at). Èòàê,

u(x, t) =
−ϕ(at− x) + ϕ(x+ at)

2
+

1

2a

∫ x+at

0

ψ(ξ) dξ − 1

2a

∫ 0

x−at
ψ(−ξ) dξ + f(x− at) =

=
−ϕ(at− x) + ϕ(x+ at)

2
+

1

2a

∫ at+x

at−x
ψ(ξ) dξ + f(x− at), x < at.

Ôóíêöèþ f íàéäåì ïîäñòàíîâêîé x = 0. Ïîëó÷èì u(x, 0) = F (t) = f(−at), ò.å.
f(x− at) = F (t− x/a). Èòàê,

u(x, t) =

{
ϕ(x−at)+ϕ(x+at)

2
+ 1

2a

∫ x+at

x−at ψ(ξ) dξ, x > at,
−ϕ(at−x)+ϕ(x+at)

2
+ 1

2a

∫ at+x
at−x ψ(ξ) dξ + F (t− x/a), x < at.

Ïîãîâîðèì åùå î ñîãëàñîâàíèè óñëîâèé. Ðàññìîòðèì òàêîé ïðèìåð. Ïóñòü u(x, t) � ðå-
øåíèå óðàâíåíèÿ utt = uxx, x ≥ 0, t ≥ 0, ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 1 è
êðàåâûì óñëîâèåì Äèðèõëå u(0, t) = 0. Ïðîäîëæèâ íà÷àëüíûå äàííûå íå÷åòíûì îáðàçîì,
ïî ôîðìóëå Ä'Àëàìáåðà ïîëó÷àåì

u(x, t) =

{
t, åñëè t < x,

x, åñëè t > x.

Ñàìà ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà, íî åå ïðîèçâîäíûå èìåþò ðàçðûâû íà äèàãîíàëè t = x (êñòàòè,
ýòî âåäü õàðàêòåðèñòèêà íàøåãî óðàâíåíèÿ, òàê ÷òî çàîäíî âèäèì ïîäòâåðæäåíèÿ ïðèí-
öèïà � ðàçðûâû è èçëîìû ðåøåíèÿ ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ ïî õàðàêòåðèñòèêàì). Ïî÷åìó òàê
ïðîèçîøëî? Âñå ïðîñòî � ìû ñàìè çàñòàâèëè ðåøåíèå èìåòü ðàçðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ,
ïîñòàâèâ íåñîãëàñîâàííûå íà÷àëüíûå è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ:

ut(0, 0) = ut(x, 0)|x=0 = 1 6= 0 =
d

dt
u(0, t)|t=0.

Âñåãäà ëè íàäî òðåáîâàòü âûïîëíåíèå óñëîâèé ñîãëàñîâàíèÿ? Íåò, ìû óæå ïîíÿëè, ÷òî
êðîìå êëàññè÷åñêèõ ðåøåíèé áûâàþò îáîáùåííûå. Íî, êîíå÷íî, ïåðåõîäÿ ê îáîáùåííîìó
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ðåøåíèþ, íàäî ñòðîãî ôîðìóëèðîâàòü, â êàêîì êëàññå ôóíêöèé ìû åãî èùåì, è óæå çäåñü,
â ðàìêàõ ýòîãî êëàññà, ïðîâåðÿòü óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ.

Íó è, íàêîíåö, âåðíåìñÿ ê çàäà÷å, ñ êîòîðîé ìû íà÷èíàëè: x ∈ [0, l]. Òåïåðü ìû óæå
îòëè÷íî ïîíèìàåì, ÷òî ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì â òî÷êå l íàäî ïîñòóïèòü òàê æå, êàê ìû
ïîñòóïàëè ñ óñëîâèåì â òî÷êå 0. Åñëè óñëîâèå èìååò âèä u(l, t) = 0, òî íà÷àëüíûå äàííûå
íàäî ïðîäîëæèòü çà òî÷êó l íå÷åòíûì îòíîñèòåëüíî l ñïîñîáîì. Åñëè ux(l, t) = 0, òî
ïðîäîëæèòü íàäî ÷åòíî.

Ïðèìåð 23. Íàéäèòå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ utt = 4uxx − sin t, ãäå x ∈ [0, 1], t ≥ 0, ñ íà-
÷àëüíûìè óñëîâèÿìè u(x, 0) = sin(πx), ut(x, 0) = 1 è êðàåâûìè óñëîâèÿìè u(0, t) = sin t,
ux(1, t) = 0.

Ðåøåíèå. Âíà÷àëå ¾îáíóëèì¿ ëåâîå êðàåâîå óñëîâèå � ïîäáåðåì òàêóþ ôóíêöèþ g(x, t),
÷òî g(0, t) = sin t è gx(1, t) = 1 (òàêèõ ôóíêöèé, êîíå÷íî, áåñêîíå÷íî ìíîãî). Äëÿ ýòîãî
ìîæíî èñïîëüçîâàòü ôóíêöèþ p(x) = 1 + sin(πx/2) (ýòà ôóíêöèÿ ðàâíà 1 â íóëå è èìååò
íóëåâóþ ïðîèçâîäíóþ â x = 1) . Òîãäà ìîæíî âçÿòü

g(x, t) = sin t · p(x) =
(

1 + sin
(πx

2

))
sin t.

Ïåðåõîäÿ ê ôóíêöèè v(x, t) = u(x, t)− g(x, t) ïîëó÷èì

vtt − 4vxx = − sin t+
(

1 + sin
(πx

2

))
sin t− π2 sin

(πx
2

)
sin t,

v(0, t) = vx(1, t) = 0, v(x, 0) = sin(πx), vt(x, 0) = − sin
(πx

2

)
.

Ïðîäîëæèì ôóíêöèþ f(x, t) = (1−π2) sin
(
πx
2

)
sin t íå÷åòíûì îáðàçîì îòíîñèòåëüíî òî÷êè

x = 0 è ÷åòíûì îáðàçîì îòíîñèòåëüíî x = 1, ïîëó÷èì òî æå âûðàæåíèå äëÿ f(x, t),
íî óæå äëÿ âñåõ x ∈ R. Ôóíêöèÿ sin(πx) ïîñëå òàêîãî æå ïðîäîëæåíèÿ ïðèíèìàåò âèä
ϕ(x) = sin(πx) sign(cos(πx/2)), à ôóíêöèÿ − sin(πx/2) íå ìåíÿåòñÿ. Òîãäà, ïî ôîðìóëå
Äþàìåëÿ,

v(x, t) =
ϕ(x− 2t) + ϕ(x+ 2t)

2
− 1

4

∫ x+2t

x−2t

sin

(
πξ

2

)
dξ +

1− π2

4

∫ t

0

∫ x+2(t−s)

x−2(t−s)
sin

(
πξ

2

)
dξ ds =

=
ϕ(x− 2t) + ϕ(x+ 2t)

2
− 1

2
sin(2πt) sin(πx) +

π2 − 1

π2
sin
(πx

2

)
(cos(πt)− 1).

Âîçâðàùàåì íàçàä ñëàãàåìîå g(x, t), ïîëó÷àåì îòâåò.

Óïðàæíåíèå 7. 1. Ðåøèòå óðàâíåíèå x2uxx − y2uyy − 2yuy = 0.
2. Ðåøèòå óðàâíåíèå 2xuxx − 2yuyy + ux − uy = 0.
3. Íàéäèòå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

4y2uxx + 2(1− y2)uxy − uyy −
2y

1 + y2
(2ux − uy) = 0, u(x, 0) = ϕ(x), uy(x, 0) = ψ(x).

4. Íàéäèòå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

(1 + x2)uxx − (1 + y2)uyy + xux − yuy = 0, u(x, 0) = ϕ(x), uy(x, 0) = ψ(x).
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5. Çàïèøèòå îáùóþ ôîðìóëó äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è

utt = a2uxx, x > 0, t > 0, u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = ψ(x), ux(0, t) = F (t).

6. Íàéäèòå íåïðåðûâíîå ðåøåíèå çàäà÷è

utt = 9uxx, x > 0, t > 0, u(x, 0) = e−x, ut(x, 0) = cos 5x, ux(0, t) = u(0, t) + t.

7. Ðåøèòå çàäà÷ó

utt = uxx, 0 < x < 1, t > 0, u(x, 0) = ut(x, 0) = 0, u(0, t) = 0, u(1, t) = sin t.

8. Ðåøèòå çàäà÷ó

utt = uxx, 0 < x < 1, t > 0, u(x, 0) = sin(πx/2), ut(x, 0) = 0, u(0, t) = 0, ux(1, t) = 0.

9. Ðåøèòå çàäà÷ó

utt = uxx, 0 < x < 1, t > 0, u(x, 0) = x, ut(x, 0) = 0, u(0, t) = 0, ux(1, t) = −u(1, t).
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Ëåêöèÿ 6. Óðàâíåíèå ñòðóíû (ìåòîä Ôóðüå)

Óðàâíåíèå ñòðóíû (è íà âñåé îñè, è íà ïîëóîñè, è íà îòðåçêå) ìû ðåùàòü íàó÷èëèñü. ×òî
äàëüøå? Òåïåðü, íàâåðíîå, íàäî áû ïîïðîáîâàòü óñëîæíèòü íàøó ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü.
Ìû ðàññìàòðèâàëè ñîâñåì ïðîñòóþ ñèòóàöèþ, êîãäà ñòðóíà îäîðîäíàÿ è áåñêîíå÷íî òîí-
êàÿ, à êîëåáàíèÿ ìàëûå. Îòêàçàâøèñü îò îäíîðîäíîñòè, ïîëó÷èì óðàâíåíèå utt = ρ(x)uxx.
Ó÷èòûâàÿ âÿçêîå òðåíèå ñðåäû, ïîëó÷èì utt = ρ(x)uxx+b(x)ux. Ó÷èòûâàÿ óïðóãîå òðåíèå,
ïîëó÷èì utt = ρ(x)uxx+b(x)ux+q(x)u. Ó÷èòûâàÿ ðåàêöèþ ñòðóíû íà èçãèá (ò.å. âñïîìèíàÿ
î òîì, ÷òî îíà èìååò òîëùèíó), ïîëó÷èì utt = εuxxxx + ρ(x)uxx + b(x)ux + q(x)u. Íàêîíåö,
ðàññìàòðèâàÿ íå òîëüêî ìàëûå êîëåáàíèÿ, ìû âåðíåìñÿ ê íåëèíåéíîìó óðàâíåíèþ.

Âîò ïîñëåäíåãî äåëàòü íå áóäåì! Îñòàíåìñÿ â ðàìêàõ ìîäåëè utt = Au, ãäå A � íåêîòî-
ðûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé ïî ïåðåìåííîé x. Ñòðóíó áóäåì ñ÷èòàòü
êîíå÷íîé, ò.å. x ∈ [0, l]. Ê ñîæàëåíèþ, ñëåäóåò ïðèçíàòüñÿ, ÷òî íè÷åãî ìû ñêàçàòü î òàêèõ
óðàâíåíèÿõ íå ìîæåì. Ðåøàòü ìû èõ íà äàííûé ìîìåíò íå óìååì. Çàáåãàÿ âïåðåä, ñêàæó,
÷òî ïîëó÷èòü èõ ÿâíîå ðåøåíèå â ñòèëå u(x, t) = f(x − at) + g(x + at) ìû íå ñìîæåì. È
òåì íå ìåíåå, ìû ñåé÷àñ ïðåäëîæèì îáùèé ìåòîä ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷. Îí ïîçâîëèò íàì
çàïèñûâàòü îòâåò â âèäå ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà.

Òðåíèðîâàòüñÿ áóäåì íà ïðîñòîé, óæå èçâåñòíîé íàì ìîäåëè. Ïóñòü

utt = uxx, 0 < x < 1, t > 0, u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = ψ(x), u(0, t) = u(1, t) = 0.

Ìû çíàåì, ÷òî îòâåòîì ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ

u(x, t) =
ϕ(x− t) + ϕ(x+ t)

2
+

1

2a

∫ x+t

x−t
ψ(ξ) dξ,

ãäå ôóíêöèè ϕ è ψ ïðåäâàðèòåëüíî ïðîäîëæåíû íå÷åòíûì îáðàçîì ÷åðåç òî÷êó 0 è òî÷êó
l (è äàëåå, íà âñþ îñü).

Ðàññóæäàòü áóäåì òàê. Ôàêòè÷åñêè, ìû èùåì ôóíêöèþ âèäà
u(x, t) = exp{

√
At}f + exp{−

√
At}g � â àáñòðàêòíîé ôîðìå èìåííî òàêîâû ðåøåíèÿ

óðàâíåíèÿ utt = Au. Ëèåéíûé îïåðàòîð A áóäåì ìûñëèòü ñåáå ìàòðèöåé (áåñêîíå÷íîé).
Íàì àäî âçÿòü êîðåíü èç ýòîé ìàòðèöû è çàòåì ýêñïîíåíòó. Âñïîìíèì, ÷òî äåëàòü ýòî
î÷åíü óäîáíî, åñëè ìàòðèöà äèàãîíàëüíà A = diag{λ1, λ2, . . . }. Òîãäà îòâåò ïèøåòñÿ
ìãíîâåííî: exp{

√
At} = diag{e

√
λ1 , e

√
λ1 , . . . }. Íî âåäü ìàòðèöà ïî îïåðàòîðó ïèøåòñÿ

òîëüêî ïîñëå òîãî, êàê â ïðîñòðàíñòâå âûáðàí áàçèñ. Äèàãîíàëüíîé ìàòðèöà îêàçûâàåòñÿ
â áàçèñå èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ. Âîò è ðåçóëüòàò: íàäî èñêàòü ñîáñòâåííûå âåêòîðû
îïåðàòîðà. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî â íàøåì ñëó÷àå îïåðàòîð äåéñòâóåò íà ôóíêöèè, òî òåðìèí
¾ñîáñòâåííûé âåêòîð¿ ìåíÿåòñÿ íà ¾ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ¿. Çàòåì íàäî ðàçëîæèòü
ðåøåíèå â ðÿä ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì � ýòî è äàñò îòâåò.

Èòàê, íà÷íåì. Â ïîèñêå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé, çàïèøåì óðàâ-
íåíèå

fxx = λf, f(0) = f(1) = 0,

ãäå f = f(x), à ïàðàìåòð λ êîìïëåêñíûé. Óðàâíåíèå ëåãêî ðåùàåòñÿ

f(x) = Ae
√
λx +Be−

√
λx,
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ãäå âåòâü êîðíÿ â C íàäî êàê�òî çàôèêñèðîâàòü (íàïðèìåð, ïîëîæèâ arg λ ∈ [0, 2π)). Íå
çàáóäåì, ÷òî íàïèñàííûé îòâåò ñïðàâåäëèâ òîëüêî ïðè λ 6= 0. Ñëó÷àé λ = 0 îñîáûé,
ðåøåíèå èìåò âèä f(x) = A+Bx Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà êðàåâûå óñëîâèÿ, ïîëó÷àåì f ≡ 0, òàê
÷òî äàëåå ñ÷èòàåì λ 6= 0. Ó÷èòûâàÿ çäåñü êðàåâûå óñëîâèÿ, ïîëó÷èì ñèñòåìó{

A+B = 0,

A
√
λe
√
λ −B

√
λe−

√
λ = 0.

Ñèñòåìà èìååò íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åå îïðåäåëèòåëü

∆(λ) = −
√
λ(e−

√
λ + e

√
λ)

îáðàùàåòñÿ â íîëü. Èìååì λ = 0 èëè

e−
√
λ + e

√
λ = 0 ⇐⇒ e2

√
λ = −1 ⇐⇒ 2

√
λ = 2iπn ⇐⇒ λ = −π2n2,

ãäå n ïðîáåãàåò öåëûå ÷èñëà. Îêîí÷àòåëüíî, λn = −π2n2, ãäå n ∈ N. Òåïåðü äëÿ êàæäîãî
ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ íàéäåì ñîáñòâåíííóþ ôóíêöèþ. Ýòî ëåãêî � èç ñèñòåìû íà A è B
áåðåì ëþáîå îäíî óðàâíåíèå (íàïðèìåð, ïåðâîå), îòêóäà

fn(x) = Aeiπnx − Ae−iπnx = 2iA sin(πnx).

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî êîýôôèöèåíò A ïðîèçâîëåí (ñîáñòâåííûå âåêòîðû âñåãäà îïðåäåëÿþòñÿ ñ
òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ), ïîëîæèì, íàïðèìåð, A = 1/(2i).

Âûâîä: îòâåò ê íàøåé èñõîäíîé çàäà÷å íàäî èñêàòü â âèäå

u(x, t) =
∞∑
n=1

cn(t) sin(πnx).

Òåïåðü ïîíÿòíî, ïî÷åìó ýòîò ìåòîä íàçûâàþò ìåòîäîì Ôóðüå. Äëÿ ïîèñêà êîýôôèöèåíòîâ
ðÿäà çàìåòèì, ÷òî

0 = utt − uxx =
∞∑
n=1

(c′′n(t) + π2n2cn(t)) sin(πnx).

Ê íóëåâîé ôóíêöèè ìîæåò ñõîäèòüñÿ òîëüêî íóëåâîé ðÿä Ôóðüå, ò.å.

c′′n(t) = −π2n2cn(t) ⇔ cn(t) = an sin(πnt) + bn cos(πnt).

Îñòàåòñÿ îïðåäåëèòü ÷èñëà an è bn. Ïîäñòàâëÿÿ t = 0, ïîëó÷èì

u(x, 0) = ϕ(x) =
∞∑
n=1

cn(0) sin(πnx) =
∞∑
n=1

bn sin(πnx).

Ïî ôîðìóëàì Ôóðüå îòñþäà

bn = 2

∫ 1

0

ϕ(x) sin(πnx) dx.
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Àíàëîãè÷íî, äèôôåðåíöèðóÿ ïî t è ïîäñòàâëÿÿ t = 0, ïîëó÷èì

ut(x, 0) = ψ(x) =
∞∑
n=1

c′n(0) sin(πnx) =
∞∑
n=1

πnan sin(πnx).

Òîãäà

an =
2

πn

∫ 1

0

ψ(x) sin(πnx) dx.

Îòâåò:

u(x, t) =
∞∑
n=1

bn cos(πnt) sin(πnx) +
∞∑
n=1

an sin(πnt) sin(πnx),

ãäå ÷èñëà an è bn îïðåäåëåíû âûøå.

Òåîðåìà 7. Ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå ìåòîäîì Ôóðüå, ñîâïàäàåò ñ ôîðìóëîé Ä'Àëàìáåðà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì

∞∑
n=1

bn cos(πnt) sin(πnx) =
1

2

∞∑
n=1

bn sin(πn(x−t))+1

2

∞∑
n=1

bn sin(πn(x+t)) =
ϕ(x+ t) + ϕ(x− t)

2
,

ãäå ïîä ôóíêöèåé ϕ ïîíèìàåòñÿ ïðîäîëæåííàÿ íå÷åòíî íà [−1, 0], à çàòåì ïåðèîäè÷åñêè,
ôóíêöèÿ (íå çàáûâàåì, ÷òî ÷èñëà bn ñóòü êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèè ϕ ïî ñèñòåìå
ñèíóñîâ). Àíàëîãè÷íî,

∞∑
n=1

an sin(πnt) sin(πnx) =
1

2

∞∑
n=1

an cos(πn(x− t))− 1

2

∞∑
n=1

an cos(πn(x+ t)).

Çàìåòèì, ÷òî

an =
2πn∫ 1

0

ψ(x) sin(πnx) dx = −2

∫ 1

0

(∫ x

0

ψ(ξ)dξ

)
cos(πnx) dx,

à çíà÷èò ðÿäû âûøå ñõîäÿòñÿ ê

−1

2

∫ x−t

0

ψ(ξ) dξ +
1

2

∫ x+t

0

ψ(ξ) dξ =
1

2

∫ x+t

x−t
ψ(ξ) dξ.

Îáñóäèì äåòàëè ðåøåíèÿ. Ïî÷åìó ðåøåíèå åäèíñòâåííî? Ïîòîìó, ÷òî ëþáàÿ íåïðåðûâ-
íî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ ðàñêëàäûâàåòñÿ â ðÿä Ôóðüå åäèíñòâåííûì îáðàçîì. Â
êàêîì ñìûñëå ñõîäèòñÿ ðÿä? Çàâåäîìî, ðàâíîìåðíî.

Îïðåäåëåíèå 16. Ôóíêöèè fn(x) íå çàâèñÿò îò âðåìåíè è ïðè ýòîì ÿâëÿþòñÿ ðåøå-
íèÿìè íàøåé çàäà÷è. Çà ýòî èõ íàçûâàþò ñòîÿ÷èìè âîëíàìè.

Èòàê, ìû íàó÷èëèñü äåéñòâîâàòü ìåòîäîì Ôóðüå. Íî ðåøèëè ìû îïÿòü òó æå ñà-
ìóþ ïðîñòåéøóþ çàäà÷ó! Ê ñ÷àñòüþ, ìåòîä âïîëíå îáùèé. Â îáùåé ñèòóàöèè âìåñòî
fn(x) = sin(πnx) áóäóò ïî�ïðîñòó äðóãèå ôóíêöèè.
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Ïðèìåð 24. Íàéäèòå ðåøåíèå çàäà÷è

utt = 9uxx − but, t > 0, 0 < x < π, u(0, t) = ux(π, t) = 0, u(x, 0) = sin(x/2), ut(x, 0) = 0,

ïðè b > 0. Êàêîâ ñìûñë êîýôôèöèåíòà b?

Ðåøåíèå. Âíà÷àëå íàéäåì ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îïåðàòîðà f 7→ 9fxx ñ êðàåâûìè óñëîâè-
ÿìè f(0) = f ′(π) = 0. Òî÷êà λ = 0 ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì íå ÿâëÿåòñÿ, ò.ê. óðàâíåíèå
9f ′′ = 0 èìååò ðåøåíèå f(x) = Ax + B, êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò êðàåâûì óñëîâèÿì òîëüêî
ïðè A = B = 0. Ïðè îñòàëüíûõ λ ∈ C èìååì

9f ′′ = λf ⇔ f(x) = Ae
√
λx/3 +Be−

√
λx/3.

Ó÷èòûâàÿ êðàåâûå óñëîâèÿ, ïîëó÷èì{
A+B = 0,

Aeπ
√
λ/3 −Be−π

√
λ/3 = 0.

Íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ ñóùåñòâóþò ïðè

−e−π
√
λ/3 − eπ

√
λ/3 = 0 ⇐⇒ e2π

√
λ/3 = −1 ⇐⇒ 2π

√
λ

3
= iπ(2n+ 1) ⇐⇒ λ = −9(n+ 1/2)2.

Ïðè òàêèõ ÷èñëàõ λ = λn èìååì B = −A, ò.å. ñîáñòâåííûå ôóíêöèè èìåþò âèä

fn(x) = sin(n+ 1/2)x,

ãäå ìû âçÿëè ïîäõîäÿùèå íîðìèðîâî÷íûå ÷èñëà, à n = 0, 1, 2, . . . . Ýòè ôóíêöèè óæå
íå ÿâëÿþòñÿ êëàññè÷åñêèì áàçèñîì Ôóðüå è òðåáóåòñÿ ïîÿñíåíèå, ïî÷åìó ïðîèçâîëüíàÿ
ôóíêöèÿ u(x, t) (ïðè ôèêñèðîâàííîì t > 0) ðàçëîæèòñÿ â ðÿä ïî äàííîé ñèñòåìå ôóíê-
öèé. Çàìåòèì, ÷òî âñå ýòè ôóíêöèè íå÷åòíû îòíîñèòåëüíî òî÷êè x = 0 è ÷åòíû îòíîñè-
òåëüíî x = π. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ f(y) íà îòðåçêå y ∈ [0, π],
çàìåíîé y = 2x ñâåäåì åå íà 0 ≤ x ≤ π/2, ïðîäîëæèì íà îòðåçîê π/2 ≤ x ≤ π ÷åòíûì
îáðàçîì, à çàòåì íà îòðåçîê −π ≤ x ≤ 0 íå÷åòíûì. Òîãäà êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ïðî-
äîëæåííîé ôóíêöèè ïî êîñèíóñàì îáíóëÿòñÿ, ðàâíî êàê è êîýôôèöèåíòû ïðè sin(nx) ñ
÷åòíûìè n. Çíà÷èò, f(y) ðàçëîæèòñÿ â ðÿä Ôóðüå ïî ñèñòåìå {sin((2n + 1)x)}n≥0, ò.å. ïî
ñèñòåìå {sin(n+ 1/2)y}∞n=0.

Èòàê,

u(x, t) =
∞∑
n=0

cn(t) sin(n+ 1/2)x, c′′n = −9cn(n+ 1/2)2 − bc′n.

Ïðè ýòîì íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ÿâëÿþòñÿ íóëåâûìè ïðè âñåõ n 6= 0, ò.ê. ôóíêöèÿ sin(x/2)
óæå ðàçëîæåíà â ðÿä ïî íàøåé ñèñòåìå � âñå êîýôôèöèåíòû, êðîìå ñàìîãî ïåðâîãî ðàâíû
íóëþ. Çíà÷èò cn = 0 ïðè âñåõ n ≥ 1. Ïðè n = 0 èìååì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå

λ2 + bλ+ 9/4 = 0 ⇐⇒ λn =
−b±

√
b2 − 9

2
.
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Äàëåå âñå çàâèñèò îò âåëè÷èíû ÷èñëà b. Åñëè b < 3, òî ñ ó÷åòîì c0(0) = 1, c′(0) = 0,

c0(t) = e−b/2t
(

cos(
√

9− b2t/2)− b√
9− b2

sin(
√

9− b2t/2)

)
Åñëè b = 3, òî

c0(t) = e−3/2t

(
−3t

2
+ 1

)
.

Íàêîíåö, ïðè b > 3 èìååì

c0(t) =

√
b2 − 9 + b

2
√
b2 − 9

exp
−b+

√
b2 − 9

2
t+

√
b2 − 9− b
2
√
b2 − 9

exp
−b−

√
b2 − 9

2
t.

Â ëþáîì ñëó÷àå, îáùèé îòâåò èìååò âèä

u(x, t) = c0(t) sin(x/2).

Ìû âèäèì, ÷òî ðåøåíèå îïÿòü èìååò âèä âîëíû ñ ïîñòîÿííûì ïðîôèëåì. Ýòî, êîíå÷íî,
ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî òàêóþ ôîðìó èìååò íà÷àëüíîå óñëîâèå. Ïðè ýòîì, àìïëèòóäà âîëíû
íå ïîñòîÿííà � îíà ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàåò, ïîñêîëüêó b èìååò ñìûñë êîýôôèöèåíòà
òðåíèÿ.

Ïðèìåð 25. Íåôòåïðîâîä ïðîëîæåí â âèäå íàçåìíîé òðóáû, îïèðàþùåéñÿ íà âåðòè-
êàëüíûå îïîðû. Ðàññòîÿíèå ìåæäó îïîðàìè 1. Íà îäíîì èç ó÷àñòêîâ çëîóìûøëåííèêè
íàíåñëè óäàð ïîñåðåäèíå ìåæäó îïîðàìè, ïðèäàâ ýòîé î÷êå ñêîðîñòü v, íàïðàâëåííóþ
ââåðõ. Íå ãðîçèò ëè íåôòåïðîâîäó ðàçðóøåíèå? Âîçüìèòå ïðîñòåéøóþ ìîäåëü, â êîòî-
ðîé òðóáà ñ÷èòàåòñÿ åäèíûì òâåðäûì òåëîì.

Ðåøåíèå. Èòàê, áóäåì ñ÷èòàòü òðóáó òâåðäûì òåëîì. Îäíàêî òîëùèíîé òðóáû ïðåíåáðå-
ãàòü íåëüçÿ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â îòëè÷èè îò ñòðóíû, òðóáà íåðàñòÿæèìà. Çíà÷èò òðóáà
ðåàãèðóåò íå íà ðàñòÿæåíèå (êàê ñòðóíà), à íà èçãèá. Íå âäàâàÿñü â ïîäðîáíîñòè, ñ÷èòàåì,
÷òî ñîïðîòèâëåíèå èçãèáó îïèñûâàåòñÿ âåëè÷èíîé −a2uxxxx. Òîãäà óðàâíåíèå êîëåáàíèé
èìååò âèä utt = −a2uxxxx, ãäå t > 0, x ∈ [0, 1]. Êîíöû ó÷àñòêà òðóáû çàêðåïëåíû íà
îïîðàõ, ò.å. ñìåùåíèåì íå îáëàäàþò u(0, t) = u(1, t) = 0. Îäíàêî óðàâíåíèå èìååò ÷åòâåð-
òûé ïîðÿäîê è äâóõ êðàåâûõ óñëîâèé ìàëî! Çàìåòèì, ÷òî èçãèáàþùèé ìîìåíò â ñâîáîäíî
îïèðàþùåìñÿ êîíöå ðàâåí íóëþ (ýòî íåî÷åâèäíî, íî ïðèìåì ýòî êàê äàííîñòü). Òîãäà
uxx(0, t) = uxx(1, t) = 0. Íó, è íàêîíåö, u(x, 0) = 0 (òðóáîïðîâîä âíà÷àëå íàõîäèòñÿ â ïî-
êîå), è ut(x, 0) = vδ(x−1/2) (íàíåñåí óäàð â òî÷êå x = 1/2). Ñèëîé òÿæåñòè ïðåíåáðåãàåì.

Ðåøèòü ýòó çàäà÷ó ìû (íà äàííîì ýòàïå) ìîæåì òîëüêî ìåòîäîì Ôóðüå.
Íàéäåì ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îïåðàòîðà Af = a2fxxxx ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè
f(0) = f(1) = f ′′(0) = f ′′(1) = 0. Èìååì

a2fxxxx = λf ⇐⇒ f(x) = Aeλ
1/4a−1/2x +Beiλ

1/4a−1/2x + Ce−λ
1/4a−1/2x +De−iλ

1/4a−1/2x.
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Ó÷èòûâàÿ êðàåâûå óñëîâèÿ, ïîëó÷àåì ñèñòåìó (çäåñü µ = eλ
1/4a−1/2

, à ν = eiλ
1/4a−1/2

)
A+B + C +D = 0,

A−B + C −D = 0,

Aµ+Bν + Cµ−1 +Dν−1 = 0,

Aµ−Bν + Cµ−1 −Dν−1 = 0.

⇐⇒


A+ C = 0,

B +D = 0,

Aµ+ Cµ−1 = 0,

Bν +Dν−1 = 0.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ñèñòåìà ðàñïàëàñü íà äâå ñèñòåìû ðàçìåðà 2×2, à îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû
ñèñòåìû ðàâåí

∆(λ) = (µ−1 − µ)(ν−1 − ν).

Íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû âîçìîæíû òîëüêî ïðè óñëîâèè ∆(λ) = 0, ò.å. µ = ±1
èëè ν = ±1. Èìååì

eλ
1/4a−1/2

= 1 ⇐⇒ λ1/4a−1/2 = 2πin ⇐⇒ λ = π4a2(2n)4,

eλ
1/4a−1/2

= −1 ⇐⇒ λ1/4a−1/2 = πi(2n+ 1) ⇐⇒ λ = π4a2(2n+ 1)4,

eiλ
1/4a−1/2

= 1 ⇐⇒ iλ1/4a−1/2 = 2πin ⇐⇒ λ = π4a2(2n)4,

eiλ
1/4a−1/2

= −1 ⇐⇒ iλ1/4a−1/2 = πi(2n+ 1) ⇐⇒ λ = π4a2(2n+ 1)4,

òàê ÷òî ñîáñòâåííûå ÷èñëà ðàâíû λn = π4a2n4, ãäå n ∈ N (ñëó÷àé n = 0 ðàçáåðèòå ñàìè).
Ñîáñòâåííûå ôóíêöèè èìåþò âèä fn(x) = sin(πnx), òàê ÷òî

u(x, t) =
∞∑
n=1

cn(t) sin(πnx).

Ïîäñòàâëÿÿ ýòó ôóíêöèþ â óðàâíåíèå, ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ íà êîýôôèöèåíòû

c′′n = −π4a2n4cn ⇐⇒ cn(t) = an cos(π2an2t) + bn sin(π2an2t).

Îñòàåòñÿ îïðåäåëèòü ÷èñëà an è bn ïðè ïîìîùè íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Èìååì

u(x, 0) =
∞∑
n=1

an sin(πnx) = 0,

ò.å. âñå an = 0. Ïðè ó÷åòå âòîðîãî íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

ut(x, 0) = vδ(x− 1/2) =
∞∑
n=1

π2an2bn sin(πnx).

Áóäåì äåéñòâîâàòü ñ ôóíêöèåé Äèðàêà êàê ñ îáû÷íîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé, ò.å. äîìíî-
æèì ðàâåíñòâî íà sin(πkx) è ïðîèíòåãðèðóåì

v sin(πk/2) =
∞∑
n=1

π2an2bn

∫ 1

0

sin(πnx) sin(πkx) dx =
π2ak2bk

2
.

Òîãäà bn ñ ÷åòíûìè íîìåðàìè îáíóëÿòñÿ, à ïðè n = 2m + 1 èìååì bn = 2v(−1)m/(π2an2),
m ≥ 0. Îòâåò:

u(x, t) =
∞∑
m=0

2v(−1)m

π2a(2m− 1)2
sin(π2a(2m− 1)2t) sin(π(2m− 1)x).
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Â ÷àñòíîñòè, ïðè âñåõ t è x

|u(x, t)| ≤
∞∑
m=0

2v

π2a(2m− 1)2
=

v

4a
.

Âûâîä: íèêàêèõ ðåçîíàíñíûõ ÿâëåíèé íå âîçíèêàåò, òàê ÷òî åñëè â ïåðâûé ìîìåíò ðàçðó-
øåíèå íå ïðîèçîøëî, òî è äàëåå ðàçðóøåíèå íåôòåïðîâîäó íå ãðîçèò.

Ïðàâèëüíî ãîâîðÿò, ÷òî óìåíèå ðåøàòü çàäà÷è ìåòîäîì Ôóðüå äëÿ ìàòåìàòèêà � òî
æå, ÷òî óìåíèå ñòðîãàòü äëÿ ñòîëÿðà. Òàê ÷òî çäåñü òðåáóåòñÿ íàñòîÿùàÿ òðåíèðîâêà.

Óïðàæíåíèå 8. Ðåøèòå ìåòîäîì Ôóðüå çàäà÷è
1. utt = uxx, 0 < x < 1, t > 0, u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = ψ(x), ux(0, t) = 0, u(1, t) = 0.
2. utt = uxx, 0 < x < 1, t > 0, u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = ψ(x), ux(0, t) = 0, ux(1, t) = 0.
3. utt = −uxxxx, 0 < x < 1, t > 0, u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = ψ(x), u(0, t) = ux(0, t) = 0,
u(1, t) = ux(1, t) = 0 (áàëêà, çàäåëàííàÿ ñ äâóõ ñòîðîí).
4. utt = −uxxxx, 0 < x < 1, t > 0, u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = ψ(x), u(0, t) = ux(0, t) = 0,
uxx(1, t) = uxxx(1, t) = 0 (áàëêà, çàäåëàííàÿ ñ îäíîé ñòîðîíû). 5. utt = uxx−4u, 0 ≤ x ≤ 1,
t ≥ 0, u(0, t) = u(1, t) = 0, u(x, 0) = x2 − x, ut(x, 0) = 0.
6. utt + 2ut = uxx− u, 0 ≤ x ≤ π, t ≥ 0, u(0, t) = u(π, t) = 0, u(x, 0) = πx− x2, ut(x, 0) = 0.
7. utt + 2ut = uxx − u, 0 ≤ x ≤ π, t ≥ 0, ux(0, t) = u(π, t) = 0, u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = x.
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Ëåêöèÿ 7. Óðàâíåíèå äèôôóçèè (êîíå÷íûé îòðåçîê)

Ðàññòàíåìñÿ ñ óðàâíåíèåì ñòðóíû. Òî÷íåå, ïåðåéäåì ê äðóãèì âîïðîñàì, à ïîëó÷åííûå
ðåçóëüòàòû (à ãëàâíîå, ìåòîäû è èäåè!) ïîëîæèì ñåáå â êîïèëêó. Âû êîíå÷íî ïîíèìàåòå,
÷òî âîïðîñû äàëåêî íå èñ÷åðïàíû. Ìåòîä Ôóðüå îòëè÷íî ðàáîòàåò íà êîíå÷íîì îòðåçêå,
íî, êàê ïðàâèëî, ñáîèò äëÿ çàäà÷ íà âñåé ïðÿìîé èëè ïîëóïðÿìîé. ×òî, íàïðèìåð, äåëàòü
ñ óðàâíåíèåì êîëåáàíèé utt = ρ(x)uxx, x ∈ R, íàì íå ÿñíî. Çäåñü, îêàçûâàåòñÿ, åñòü ñâîé
ìåòîä, íî ðàçáèðàòü åãî óäîáíåå íà ïðèìåðå äðóãîãî óðàâíåíèÿ.

Çàéìåìñÿ îäíîìåðíûì óðàâíåíèåì äèôôóçèè. Ïðåäñòàâèì ñåáå òàêóþ êàðòèíó. Íà
äëèííîé ïðÿìîé óëèöå ÷åðåç ðàâíûå ïðîìåæóòêè h ìåòðîâ ðàñïîëîæåíû ìàãàçèíû äàì-
ñêîãî áåëüÿ. Íåêîé äàìå ñòàëî èçâåñòíî, ÷òî â îäíîì èç ýòèõ ìàãàçèíîâ ïðîäàþòñÿ ýêñêëþ-
çèâíûå ôðàíöóçñêèå ôèëüäåïåðñîâûå ÷óëêè. Äàìà â âîëíåíèè íà÷èíàåò áåãàòü îò îäíîãî
ìàãàçèíà ê äðóãîìó. Îíà íå çíàåò, ÷òî èíôîðìàöèÿ íåâåðíà � èñêîìûõ ÷óëîê íåò íè â
îäíîì ìàãàçèíå. Ïîäáåæàâ ê î÷åðåäíîìó ìàãàçèíó è óçíàâ, ÷òî ÷óëîê òàì íåò, äàìà áåæèò
ê ñëåäóþùåìó. Íî ïîñêîëüêó îíà íàõîäèòñÿ â àæèòàöèè, òî êàæäûé ðàç çàáûâàåò, ñ êàêîé
ñòîðîíû (ñëåâà èëè ñïðàâà) îíà ïîäáåæàëà ê ìàãàçèíó è âûáèðàåò íàïðàâëåíèå ê íîâîìó
ìàãàçèíó (âëåâî èëè âïðàâî) íàóãàä.

Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî ïîâåäåíèå äàìû îïèñûâàåòñÿ ìàðêîâñêèì ïðîöåññîì ñ áåñêîíå÷-
íûì ÷èñëîì ñîñòîÿíèé (ìàãàçèíû) è ïðîñòåéøåé ìàòðèöåé ïåðåõîäà (âñå íóëè, à ïî äâóì
ñìåæíûì ñ ãëàâíîé äèàãîíàëÿì 1/2). Ïðåäñòàâèì ñåáå, ÷òî òàêèõ äàì íà ïðÿìîé ìíîãî,
î÷åíü ìíîãî. È âñå îíè ìå÷óòñÿ îò ìàãàçèíà ê ìàãàçèíó, íå âçàèìîäåéñòâóÿ ëðóã ñ äðó-
ãîì. Ýòî è åñòü îïèñàíèå îäíîìåðíîé äèôôóçèè ìîëåêóë âåùåñòâà. Ïåðåéäåì îäíàêî ê
ôîðìóëüíûì âûðàæåíèÿì.

Çàíóìåðóåì ìàãàçèíû öåëûìè ÷èñëàìè j, à òàêòû âðåìåíè (ìû ñ÷èòàåì ñêîðîñòü âñåõ
äàì îäèíàêîâîé, ò.å. çà îäèí òàêò âðåìåíè êàæäàÿ èç íèõ ïðîáåãàåò ðàññòîÿíèå h) îáî-
çíà÷èì n = 0, 1, 2, . . . . Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îäèí òàêò äëèòñÿ ðîâíî τ ñåêóíä. ×èñëî äàì,
íàõîäÿùèõñÿ â ìîìåíò âðåìåíè n â ìàãàçèíå j, îáîçíà÷èì Nj,n. Ïîòîêîì qj,n â òî÷êå j â
ìîìåíò n íàçîâåì ðàçíîñòü ìåæäó ÷èñëîì äàì, ïðîáåãàþùèõ âïðàâî è ÷èñëîì, ïðîáåãàþ-
ùèõ âëåâî çà åäèíèöó âðåìåíè. Ïîñêîëüêó ÷èñëî äàì, áåãóùèõ âëåâî è âïðàâî â ñðåäíåì
ðàâíî ïîëîâèíå âñåõ äàì, íàõîäÿùèõñÿ â äàííîé òî÷êå, òî qj,n ≈ 1

2τ
(Nj−1,n − Nj+1,n). Òå-

ïåðü ïåðåéäåì ê íåïðåðûâíîé ìîäåëè, ïîëîæèâ x = jh, t = nτ è óñòðåìèâ h → 0, τ → 0.
Ââåäåì ïëîòíîñòü âåùåñòâà ρ(x, t) = Nj,n/h, h → 0 (ìàññó ÷àñòèö, ò.å. äàì, ìû ñ÷èòàåì
åäèíè÷íîé). Òîãäà

q(x, t) =
h

2τ
(ρ(x− h, t)− ρ(x+ h, t)) ≈ −h

2

τ
ρx(x, t).

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âåëè÷èíà h2τ−1 èìååò êîíå÷íûé ïðåäåë κ ïðè h → 0, τ → 0 (ýòî
ñêîðîñòü äèôôóçèè è îíà, äåéñòâèòåëüíî, êîíå÷íà, êàê ïîêàçûâàåò ýêñïåðèìåíò).

Òåïåðü çàôèêñèðóåì íåêîòîðûé ó÷àñòîê ïðÿìîé [x, x + ∆x]. Çà âðåìÿ ∆t ÷åðåç ëåâóþ
ãðàíèöó ïåðåéäåò q(x, t)∆t ÷àñòèö, à ÷åðåç ïðàâóþ q(x+ ∆x, t)∆t ÷àñòèö. Òîãäà èçìåíåíèå
ïëîòíîñòè ðàâíî

∆ρ(x, t)∆x ≈ −q′x(x, t)∆x∆t.

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó, ïîëó÷àåì

ρt(x, t) = −qx(x, t) =⇒ ρt(x, t) = κρxx(x, t).
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ßñíî, ÷òî êðîìå ñàìîãî óðàâíåíèÿ, íóæíû ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ è íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå
÷àñòèö íà îòðåçêå. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ çäåñü ìîãóò áûòü ðàçíûìè. Óñëîâèå ρ(0, t) = f(t)
ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü òàê: íà ãðàíèöå îòðåçêà ïîääåðæèâàåòñÿ çàäàííîå ÷èñëî ÷àñòèö
f(t) (âîçìîæíî, ìåÿþùååñÿ ñî âðåìåíåì). Óñëîâèå ρx(0, t) = f(t) èìååò äðóãóþ òðàêòîâêó:
íà ãðàíèöå ïîääåðæèâàåòñÿ çàäàííûé ïîòîê ÷àñòèö (íå çàáûâàåì, ÷òî q(x, t) = −κρx(x, t)).
Â ÷àñòíîñòè, óñëîâèå ρx(0, t) = 0 îçíà÷àåò, ÷òî ¾ãðàíèöà íà çàìêå¿ è ÷àñòèöû ÷åðåç íåå íå
ïðîõîäÿò. Âîçìîæíû è ïðîìåæóòî÷íûå óñëîâèÿ òèïà α(t)ρx(0, t) +β(t)ρ(0, t) = 0, êîòîðûå
óâÿçûâàþò âåëè÷èíó ïîòîêà è ïëîòíîñòü íà ãðàíèöå. Íó è êîíå÷íî, âîçìîæåí íåîäíîðîä-
íûé ñëó÷àé, êîãäà ÷èñëî ÷àñòèö óâåëè÷èâàåòñÿ èëè óìåíüøàåòñÿ âíåøíèì âîçäåéñòâèåì.
Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à âûãëÿäèò òàê

ut(x, t) = −κuxx(x, t)+f(x, t), 0 < x < l, t > 0, V0(u(x, t)) = Vl(u(x, t)) = 0, u(x, 0) = ϕ(x),

ãäå V0 è Vl � òå èëè èíûå êðàåâûå óñëîâèÿ (ìû ïåðåøëè ê ïðèâû÷íîìó äëÿ íàñ îáîçíà÷å-
íèþ íåèçâåñòíîé ôóíêöèè u(x, t)).

Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî ïåðåíîñ òåïëà ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷åí ðàçîáðàííîé âûøå çàäà÷å
î äèôôóçèè. Äåéñòâèòåëüíî, âåðíåìñÿ ê íàøåé çàäà÷å î áåãàþùèõ áàðûøíÿõ. Ïðåäñòà-
âèì, ÷òî ó êàæäîé èç íèõ â êîøåëüêå íàõîäèòñÿ íåñêîëüêî ìîíåò. Â ôèçè÷åñêîé òðàêòîâêå,
òåìïåðàòóðà � ýòî ìåðà äâèæåíèÿ ÷àñòèö âåùåñòâà. Òàê âîò êàæäàÿ äàìà (÷àñòèöà) íåñåò
ñ ñîáîé êàêóþ�òî ìåðó äâèæåíèÿ (ìîíåòêè). Â êàæäûé òàêò âðåìåíè ïðîèñõîäèò ñëåäó-
þùåå � äàìû ïåðåìåùàþòñÿ â íîâûé ìàãàçèí, à çàòåì îáìåíèâàþòñÿ ìîíåòàìè ñî âñåìè
ñâîèìè ñïóòíèöàìè, îêàçàâøèìèñÿ â äàííûé òàêò âðåìåíè â îäíîì ìàãàçèíå (ìîíåòû îíè
äåëÿò ïîðîâíó). Òîãäà ìîæíî ñëåäèòü íå çà áàðûøíÿìè, à çà ìîíåòêàìè è âûâîäû áó-
äåò ñäåëàíû òàêèå æå, êàê âûøå. Âîîáùå�òî, íàäî åùå ó÷åñòü, ÷òî áàðûøíè ñ áîëüøèì
÷èñëîì ìîíåòîê è áåãàþò áûñòðåå, íî äîäóìàòü ýòî ïðåäëàãàåòñÿ âàì ñàìèì.

Ïðèñòóïèì ê ðåøåíèþ çàäà÷ òåïëîïðîâîäíîñòè=äèôôóçèè. Ïåðâîå, ÷òî ïðèõîäèò â
ãîëîâó � ìåòîä Ôóðüå.

Ïðèìåð 26. Ðåøèì çàäà÷ó ut = uxx íà îòðåçêå 0 ≤ x ≤ 1 ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè
ux(0, t) = ux(1, t) = 0 (êîíöû îòðåçêà èçîëèðîâàíû îò âíåøíåãî ìèðà) è íà÷àëüíûì óñëî-
âèåì u(0, t) = ϕ(x).

Ðåøåíèå. Ïðèìåíèì ìåòîä Ôóðüå. Íàéäåì ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè
îïåðàòîðà f 7→ f ′′ ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè f ′(0) = f ′(1) = 0. Ïðåæäå âñåãî, çàìåòèì, ÷òî
ó ýòîãî îïåðàòîðà åñòü ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ0 = 0 ñ ñîáñòâåííîé ôóíêöèåé f0(x) = 1.
Äðóãèå λ ∈ C îáðàáàòûâàþòñÿ ñòàíäàðòíî

fxx = λf ⇔ f(x, λ) = Ae
√
λx +Be−

√
λx.

Ó÷èòûâàÿ êðàåâûå óñëîâèÿ, èìååì{
A−B = 0,

Ae
√
λ −Be−

√
λ = 0.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé îïðåäåëèòåëü ðàâåí ∆(λ) = −e−
√
λ + e

√
λ, åãî íóëè λn = −π2n2. Ñîá-

ñòâåííûå ôóíêöèè fn(x) = cos(πnx), n ≥ 1.
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Ïðîâåäåì ðàçëîæåíèå ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì

u(x, t) = c0(t) +
∞∑
n=1

cn(t) cos(πnx).

Ïîäñòàâëÿÿ â óðàâíåíèå, ïîëó÷àåì

c′0(t) = 0, c′n(t) = −π2n2cn(t),

ò.å. c0(t) = const = a0, cn(t) = ane
−π2n2t. Îñòàåòñÿ íàéòè ÷èñëà an, ó÷òÿ íà÷àëüíîå óñëîâèå

u(x, 0) = ϕ(x) = a0 +
∞∑
n=1

an cos(πnx).

Ýòî îáû÷íûé ðÿä Ôóðüå ïî êîñèíóñàì, ò.å.

a0 =

∫ 1

0

ϕ(x) dx, an = 2

∫ 1

0

ϕ(x) cos(πnx) dx.

Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî âñå êîýôôèöèåíòû cn(t)→ 0 ýêñïîíåíöèàëüíî, êðîìå êëýôôè-

öèåòà c0. Òàêèì îáðàçîì, u(x, t) → c0 =
∫ 1

0
ϕ(x) dx, ò.å. òåìïåðàòóðà ñ òå÷åíèåì âðåìåíè

óðàâíèâàåòñÿ è ñòðåìèòñÿ ê ñðåäíåìó çíà÷åíèþ èñõîäíîé ôóíêöèè.

Äî ñèõ ïîð ìû ðåøàëè ìåòîäîì Ôóðüå òîëüêîîäíîðîäíûå çàäà÷è. Äîáàâèì ïðàâóþ
÷àñòü.

Ïðèìåð 27. Â óñëîâèÿõ ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà çàìåíèì óðàâíåíèå íà
ut(x, t) = uxx(x, t) + f(x, t).

Ðåøåíèå. Ðàçëîæèì ôóíêöèþ f(x, t) (ïðè ôèêñèðîâàííîì t è ïåðåìåííîì x) â ðÿä Ôóðüå
ïî ñèñòåìå êîñèíóñîâ

f(t, x) = f0(t) +
∞∑
n=1

fn(t) cos(πnx), f0(t) =

∫ 1

0

f(x, t) dx, fn(t) = 2

∫ 1

0

f(x, t) cos(πnx) dx.

Òîãäà óðàâíåíèÿ íà cn(t) ïðèìóò âèä

c′0(t) = f0(t), c′n(t) = −π2n2cn(t) + fn(t),

à èõ ðåøåíèÿ

c0(t) = a0 +

∫ t

0

f0(s) ds, cn(t) = e−π
2n2t

(
an +

∫ t

0

fn(s)eπ
2n2s ds

)
.

Òîãäà ðåøåíèå èìååò âèä

u(x, t) = a0 +
∞∑
n=1

ane
−π2n2t cos(πnx) +

∫ t

0

f0(s) ds+
∞∑
n=1

∫ t

0

fn(s)eπ
2n2(s−t) ds cos(πnx),

ãäå ÷èñëà an îïðåäåëÿþòñÿ â òî÷íîñòè òàê æå, êàê è ðàíüøå.
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Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî ðåøåíèå åñòü ñóììà ðåøåíèÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ è ÷àñò-
íîãî ðåøåíèÿ.

Âåðíåìñÿ ê óðàâíåíèþ ñòðóíû. ×òî åñëè ìû äîáàâèì ïðàâóþ ÷àñòü òóäà?

Ïðèìåð 28. Ðåøèì óðàâíåíèå

utt = uxx + f(x, t), 0 < x < 1, t > 0, u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = ψ(x), u(0, t) = u(1, t) = 0.

Ðåøåíèå. Ìû óæå çíàåì, ÷òî ðàñêëàäûâàòü çäåñü íàäî ïî ñèñòåìå ñèíóñîâ {sin(πnx)}∞1 .
Òàê è ñäåëàåì. Ïîëó÷èì

u(x, t) =
∞∑
n=1

cn(t) sin(πnx), f(x, t) =
∞∑
n=1

fn(t) sin(πnx),

ãäå fn(t) = 2
∫ 1

0
f(x, t) sin(πnx) dx. Òîãäà

c′′n(t) = −π2n2cn(t) + fn(t) =⇒ cn(t) = an sin(πnt) + bn cos(πnt) + γn(t),

ãäå γn � ÷àñòíîå ðåøåíèå íàøåãî ÎÄÓ (êòî�íèáóäü ïîìíèò, êàê åãî èñêàòü?!). Ëàäíî,
íàïîìíþ: îíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå sin(πnξ)) â âèäå

γn(t) =
1

πn

∫ t

0

sin(πn(t− s))fn(s) ds.

Òîãäà

u(x, t) =
∞∑
n=1

(an sin(πnt) + bn cos(πnt)) sin(πnx) +
∞∑
n=1

1

πn

∫ t

0

sin(πn(t− s))fn(s) ds sin(πnx),

ãäå ÷èñëà an è bn îïðåäåëÿþòñÿ òàê æå, êàê è ðàíüøå.

Òåïåðü ïîïðîáóåì äîáàâèòü íåîäíîðîäíîñòü â êðàåâûå óñëîâèÿ.

Ïðèìåð 29. Îäíîðîäíûé ñòåðæåíü x ∈ [0, 1] èçîëèðîâàí ñî âñåõ ñòîðîí, êðîìå òî÷êå
x = 1, ãäå ê íåìó ïîäàåòñÿ ïîñòîÿííûé òåïëîâîé ïîòîê q(t) = e−t. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò
âðåìåíè òåìïåðàòóðà âñåõ òî÷åê ñòåðæíÿ ðàâíà íóëþ. Ñ÷èòàÿ ñêîðîñòü ðàñïðîñòðà-
íåíèÿ òåïëà â ñòåðæíå ðàâíîé 1, íàéäèòå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû ñî âðåìåíåì.

Ðåøåíèå. Äëÿ òåìïåðàòóðû u(x, t) èìååì

ut = uxx, u(x, 0) = ux(0, t) = 0, ux(1, t) = e−t.

(â ïîñëåäíåì óñëîâèè ïîòîê íàäî áðàòü ñ îáðàòíûì çíàêîì, íî íàäî åùå ó÷åñòü, ÷òî îí
íàïðàâëåí âíóòðü ñòåðæíÿ, ò.å. ñïðàâà íàëåâî). Ïîäáåðåì ôóíêöèþ v(x, t) = −x2e−t/2,
êîòîðàÿ èìååò íóëåâóþ ïðîèçâîäíóþ â òî÷êå x = 0 è vx(1, t) = −e−t, è ïîëîæèì w = u+v.
Òîãäà wx(0, t) = 0 è wx(1, t) = ux(1, t) + vx(1, t) = 0. Òàê êàê

vt =
x2

2
e−t, vxx = −e−t, òî

wt = wxx + vt − vxx = wxx +
x2 + 2

2
e−t.
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Äàëåå äåéñòâóåì ïî îòðàáîòàííîé ñõåìå

f0(t) =

∫ 1

0

f(x, t) dx =
7

6
e−t, fn(t) = 2

∫ t

0

f(x, t) cos(πnx) dx =
2(−1)n

π2n2
e−t.

Ðàñêëàäûâàåì w(x, t) â ðÿä w(x, t) = c0(t)+
∑∞

n=1 cn(t) cos(πnx) è äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ðÿäà
ïîëó÷àåì

c′0(t) =
7

6
e−t, c′n(t) = −π2n2cn(t) +

2(−1)n

π2n2
e−t,

îòêóäà

c0(t) = a0 −
7

6
e−t, cn(t) = ane

−π2n2t +
2(−1)n

π2n2

∫ t

0

e−π
2n2(t−s)e−s ds =

= ane
−π2n2t +

2(−1)n

π2n2(π2n2 − 1)

(
e−t − e−π2n2t

)
.

Îñòàåòñÿ îïðåäåëèòü ÷èñëà an. Çàìåòèì, ÷òî íà÷àëüíîå óñëîâèå ïîìåíÿëîñü, ò.ê.

w(x, 0) = u(x, 0) + v(x, 0) = 0− x2

2
.

Çíà÷èò,

a0 −
7

6
+
∞∑
n=1

an cos(πnx) = −x
2

2
,

ò.å. a0 = −
∫ 1

0
x2/2 dx+ 7/6 = 1,

an = 2

∫ 1

0

−x2

2
cos(πnx) dx =

2(−1)n+1

π2n2
.

Ïîñëå íåáîëüøèõ óïðîùåíèé, ïîëó÷àåì

w(x, t) =

(
1− 7

6
e−t
)

+
∞∑
n=1

2(−1)n

π2n2 − 1

(
e−t

π2n2
− e−π2n2t

)
cos(πnx).

Îñòàåòñÿ ¾âåðíóòü¿ ôóíêöèþ v, ò.å. íàïèñàòü îòâåò â âèäå u = w − v. Äëÿ ïîëíîòû êàð-
òèíû, ðàçëîæèì ôóíêöèþ v(x, t) â ðÿä ïî ñèñòåìå {1, cos(πnx)}∞1

v(x, t) = −1

6
e−t +

∞∑
n=1

2(−1)n+1

π2n2
e−t cos(πnx).

Îòñþäà ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíé îòâåò

u(x, t) =

(
1− 7

6
e−t
)

+
∞∑
n=1

2(−1)n

π2n2 − 1

(
e−t

π2n2
− e−π2n2t

)
cos(πnx) +

x2

2
e−t =

= 1− e−t +
∞∑
n=1

2(−1)n

π2n2 − 1

(
e−t − e−π2n2t

)
cos(πnx).
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Êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ñòåðæåíü íàãðåâàåòñÿ. Ñóììàðíûé ïîòîê
òåïëà ðàâåí

∫∞
0
q(t) dt = 1 è â ðåçóëüòàòå ýòî òåïëî ðàñïðåäåëÿåòñÿ ïî ñòåðæíþ ðàâíîìåð-

íî, òàê ÷òî u(x, t)→ 1 ïðè t→ +∞. Èíòåðåñåí ñëåóþùèé ìîìåíò: åñëè ïðîâåðèòü ïðàâîå
êðàåâîå óñëîâèå, ïîëüçóÿñü ïåðâîé ôîðìóëîé äëÿ u(x, t), òî ïîëó÷èì

ux(1, t) =
∞∑
n=1

2πn(−1)n+1

π2n2 − 1

(
e−t

π2n2
− e−π2n2t

)
sin(πn) + e−t = e−t,

êàê è äîëæíî áûòü. Åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ âòîðûì ïðåäñòàâëåíèåì, òî

ux(1, t) =
∞∑
n=1

2πn(−1)n+1

π2n2 − 1

(
e−t − e−π2n2t

)
sin(πn) = 0.

Ïî÷åìó íå ðàáîòàåò âòîðîå ïðåäñòàâëåíèå? Âñå ïðîñòî � ôóíêöèÿ x2/2 ïðè åå ïðîäîëæå-
íèè ÷åòíûì îáðàçîì íà îòðåçîê [−1, 0], à çàòåì ïåðåîäè÷åñêèì îáðàçîì íà âñþ ÷èñëîâóþ
îñü ïðåâðàùàåòñÿ â íåïðåðûâíóþ, íî íå äèôôåðåíöèðóåìóþ ôóíêöèþ. Åå ïðîèçâîäíàÿ â
òî÷êàõ 2k + 1 èìååò ðàçðûâ ïåðâîãî ðîäà (ïðåäåë ñëåâà ðàâåí 1, à ñïðàâà −1). Ïîýòîìó
ðÿä Ôóðüå åå ïðîèçâîäíîé ñõîäèòñÿ ê ïîëóñóììå ýòèõ ïðåäåëîâ, ò.å. ê íóëþ. Ýòî ïîêàçû-
âàåò, ÷òî ïîëüçóÿñü ìåòîäîì Ôóðüå, æåëàòåëüíî ïîíèìàòü, â êàêîì ñìûñëå ñõîäèòñÿ ðÿä!
Çàïîìíèì ýòó ñëîæíîñòü è îòëîæèì îáñóæäåíèå äî ëó÷øèõ âðåìåí.

Óïðàæíåíèå 9. Ðåøèòå ìåòîäîì Ôóðüå ñëåäóþùèå çàäà÷è
1. utt = uxx + x, 0 < x < π, u(0, t) = u(π, t) = 0, u(x, 0) = sin 2x, ut(x, 0) = 0;
2. utt + ut = uxx + 1, 0 < x < 1, u(0, t) = u(1, t) = 0, u(x, 0) = ut(x, 0) = 0;
3. utt+ 2ut = uxx+ 4x+ 8et cosx, 0 < x < π/2, ux(0, t) = 2t, ux(π/2, t) = πt, u(x, 0) = cos x,
ut(x, 0) = 2x;
4. utt − 3ut = uxx + u− x(4 + t) + cos(3x/2), 0 < x < π, ux(0, t) = t+ 1, u(π, t) = π(t+ 1),
u(x, 0) = x, ut(x, 0) = x;
5. ut = uxx, 0 < x < `, u(0, t) = 1, u(`, t) = 0, u(x, 0) = 0;
6. ut = uxx + u+ 2 sin(2x) sinx, 0 < x < π/2, ux(0, t) = u(π/2, t) = u(x, 0) = 0;
7. ut = uxx − 2ux + x+ 2t, 0 < x < 1, u(0, t) = u(1, t) = t, u(x, 0) = ex sin(πx);
8. ut = uxx + 6u + 2t(1 − 3t) − 6x + 2 cosx cos(2x), 0 < x < π/2, ux(0, t) = 1,
u(π/2, t) = t2 + π/2, u(x, 0) = x.
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Ëåêöèÿ 8. Óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè (ïðîäîëæåíèå)

Òåîðåìà 8. Ïóñòü ϕ ∈ L2[0, π]. Òîãäà ðÿä

∞∑
n=1

un(t)

√
2

π
sin(nx), ãäå un(t) = ϕne

−n2t, ϕn =

√
2

π

∫ π

0

ϕ(x) sin(nx) dx,

1. ðàâíîìåðíî ïî x ∈ [0, π] è ïî t ∈ [t0,+∞) ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîé ôóíêöèè u(x, t), êîòî-
ðàÿ
2. áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìà ïî îáåèì ïåðåìåíííûì ïðè x ∈ (0, π), t ∈ (0,+∞);
3. óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ ut = uxx; 4. óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì
u(0, t) = u(π, t) = 0; 5. óäîâëåòâîðÿåò íà÷àëüíîìó óñëîâèþ, â òîì ñìûñëå, ÷òî
u(x, t)→ ϕ(x) ïî ìåòðèêå L2[0, π] ïðè t→ +0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé Ðèññà�Ôèøåðà. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè
f ∈ L2[0, π] åå êîýôôèöèåíòû Ôóðüå fn =

√
2/π

∫ π
0
f(x) sin(nx) dx ñóììèðóþò-

ñÿ â êâàäðàòàõ, à ñóììà
∑∞

n=1 f
2
n ñõîäèòñÿ ê ÷èñëó ‖f‖2 =

∫ π
0
f 2(x) dx. Îá-

ðàòíî, åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë {fn}∞1 ñóììèðóåìà â êâàäðàòàõ, òî ðÿä√
2/π

∑∞
n=1 fn sin(nx) ñõîäèòñÿ â L2[0, π] ê íåêîòîðîé ôóíêöèè f ∈ L2 (â òîì

ñìûñëå, ÷òî
∫ π

0
|f(x) −

√
2/π

∑N
n=1 fn sin(nx)|2 dx → 0 ïðè N → ∞), ïðè÷åì√

2/π
∫ π

0
f(x) sin(nx) dx = fn. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîé f ∈ L2[0, π] åå ðÿä Ôóðüå

ñõîäèòñÿ ê íåé â L2. Ñîãëàñíî ýòîé òåîðåìå, ÷èñëà ϕn ñóììèðóåìû â êâàäðàòå. Îòñþäà
ñëåäóåò íå òîëüêî ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ñàìîãî ðÿäà, íî è ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü
âñåõ åãî ôîðìàëüíûõ ïðîèçâîäíûõ. Äåéñòâèòåëüíî, ïðîäèôôåðåíöèðóåì ðÿä α ðàç ïî x
è β ðàç ïî t. Ïîëó÷èì ðÿä

∞∑
n=1

ϕn(−n2)βe−n
2t(−1)[α/2]nαen(x),

ãäå en(x) = sin(nx) ïðè ÷åòíûõ α è cos(nx) ïðè íå÷åòíûõ. Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî êîýô-
ôèöèåíòû ðÿäà äîïóñêàþò îöåíêó ïðè x ∈ [0, π], t ≥ t0 ÷èñëàìè ϕnn

2β+αe−n
2t0 , êîòîðûå

ñóììèðóþòñÿ. Çíà÷èò, ðÿä ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ïî ïðèçíàêó Âåéåðøòðàññà. Îòñþäà ïî
èíäóêöèè âûâîäèì ðàâíîìåðíóþ åãî ñõîäèìîñòü èìåííî ê ñîîòâåòñòâóþùåé ïðîèçâîä-
íîé ôóíêöèè u(x, t). Èòàê, óòâåðæäåíèÿ 1 è 2 äîêàçàíû. Ðàâåíñòâî ut = uxx ïðîâåðÿåòñÿ
íåïîñðåäñòâåííî (ìû óæå çíàåì, ÷òî ðÿä ìîæíî äèôôåðåíöèðîâàòü ïî÷ëåííî). Ðàâåíñòâî
u(0, t) = u(π, t) = 0 î÷åâèäíî.

Äëÿ âûâîäà ïîñëåäíåãî ñâîéñòâà ñíîâà ïðèìåíèì òåîðåìó Ðèññà�Ôèøåðà. Ïóñòü äàíî
÷èñëî ε > 0. Íàéäåì òàêîé íîìåð N , ÷òî

∑∞
n=N |ϕn|2 < ε. Òåïåðü óìåíüøèì t → +0 òàê,

÷òîáû âñå ÷èñëà |ϕn||e−n
2t − 1| ïðè n < N ñòàëè ìåíüøå, ÷åì

√
ε/N . Òîãäà

‖u(x, t)− ϕ(x)‖2 =
∞∑
n=1

|un(t)− un(0)|2 =
N−1∑
n=1

|ϕn|2|e−n
2t − 1|2 +

∑
n=N

|ϕn|2|e−n
2t − 1|2 ≤

≤
N−1∑
n=1

ε

N
+

∞∑
n=N

|ϕn|2 ≤ ε+ ε = 2ε.
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Òåîðåìà 9. Ïóñòü ϕ ∈ C[0, π], à åå êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ñóììèðóåìû ïî ìîäóëþ, ò.å.∑∞
n=1 |ϕn| <∞. Òîãäà ðÿä

∞∑
n=1

un(t)

√
2

π
sin(nx), ãäå un(t) = ϕne

−n2t, ϕn =

√
2

π

∫ π

0

ϕ(x) sin(nx) dx,

1. ðàâíîìåðíî ïî x ∈ [0, π] è ïî t ∈ [t0,+∞) ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîé ôóíêöèè u(x, t), êîòî-
ðàÿ
2. áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìà ïî îáåèì ïåðåìåíííûì ïðè x ∈ (0, π), t ∈ (0,+∞);
3. óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ ut = uxx; 4. óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì
u(0, t) = u(π, t) = 0; 5. óäîâëåòâîðÿåò íà÷àëüíîìó óñëîâèþ, â òîì ñìûñëå, ÷òî
u(x, t)→ ϕ(x) ïî ìåòðèêå C[0, π] ïðè t→ +0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïåðâûõ ÷åòûðåõ óòâåðæäåíèé ïðîâîäèòñÿ òàê æå. Â
äîêàçàòåëüñòâå ïîñëåäíåãî óòâåðæäåíèÿ îöåíêà ìåíÿåòñÿ íà

‖u(x, t)− ϕ(x)‖C =
∞∑
n=1

|un(t)− un(0)| =
N−1∑
n=1

|ϕn||e−n
2t − 1|+

∞∑
n=N

|ϕn||e−n
2t − 1| ≤

≤
N−1∑
n=1

ε

N
+

∞∑
n=N

|ϕn| ≤ ε+ ε = 2ε.

Èçó÷èì òåïåðü óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè íà âñåé îñè. Êðàåâûõ óñëîâèé çäåñü íåò, à
íà÷àëüíîå óñëîâèå u(x, 0) = ϕ(x) îñòàåòñÿ. Ðÿä Ôóðüå çäåñü íàì íå ïîìîæåò, íî ïîìîæåò
åãî íåïðåðûâíûé àíàëîã � ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå. Âíà÷àëå íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ëþáîé
ñóììèðóåìîé íà R ïî Ëåáåãó ôóíêöèè f(x) îïðåäåëåíî ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå

f̂(λ) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
f(x)e−iλx dx

ñ ïðîèçâîëüíûì âåùåñòâåííûì λ. Äåéñòâèòåëüíî, äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî
|f(x)e−iλx| ≤ |f(x)|, à f ïî óñëîâèþ ñóììèðóåìà. Áîëåå òîãî, èç ýòîé æå îöåíêè
ñëåäóåò, ÷òî |f̂(λ)| ≤

∫
R |f(x)| dx = ‖f‖L1 , ò.å. ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå åñòü îãðàíè÷åíííàÿ

ôóíêöèÿ.

Çàìåòèì, ÷òî f̂(λ) íåïðåðûâíà. Çàôèêñèðóåì λ = a è ε > 0. Âíà÷àëå íàéäåì òàêîå

÷èñëî N , ÷òî
∫ −N
−∞ |f(x)| dx+

∫ +∞
N
|f(x)| dx < ε. Òåïåðü îöåíèì

√
2π|f̂(λ)− f̂(a)| ≤

∫
R
|f(x)||e−iλx − e−iax| dx ≤ 2ε+

∫ N

−N
|f(x)||ei(λ−a)x − 1| dx.

Ïîëüçóÿñü íåïðåðûâíîñòüþ ýêñïîíåíòû â íóëå ïîäáåðåì òàêîå δ, ÷òî |ez − 1| < ε ïðè
|z| < δ. Ïðèáëèçèì ÷èñëî λ−a ê íóëþ òàê, ÷òî |(λ−a)|N < δ. Òîãäà îñòàâøèéñÿ èíòåãðàë

ïîëó÷èò îöåíêó âåëè÷èíîé ε
∫ N
−N |f(x)| dx ≤ ε‖f‖L1 .
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Åùå ìîæî äîêàçàòü, ÷òî f̂(λ)→ 0 ïðè λ→ ±∞, íî, ê ñîæàëåíèþ, íåëüçÿ óòâåðæäàòü,
÷òî f̂(λ) ñóììèðóåìà íà R. Îäíàêî åñëè ýòî òàê, òî îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå êîð-
ðåêòíî îïðåäåëåíî è âîçâðàùàåò íàñ ê ôóíêöèè f . Ïóñòü f ∈ L1(R) âìåñòå ñî ñâîèì
ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå f̂ ∈ L1(R) (òîãäà, êñòàòè, îáå ýòè ôóíêöèè íåïðåðûâíû). Òîãäà
äëÿ ëþáîãî x ∈ R âûïîëíåíî

1√
2π

∫ +∞

−∞
f̂(λ)eiλx dx = f(x).

Â ïðîñòðàíñòâå L2 ñèòóàöèÿ îïÿòü ïðîùå. Ïóñòü f ∈ L2. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ôóíêöèé

f̂N(λ) =
1√
2π

∫ N

−N
f(x)e−iλx dx

ñõîäèòñÿ ïî íîðìå L2(R) ïðè N → ∞ ê íåêîòîðîé ôóíêöèè f̂(λ), êîòîðóþ è íàçûâàþò
ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå ôóíêöèè f . Ýòà ôóíêöèÿ, â ñâîþ î÷åðåäü, ëåæèò â L2(R), à åå
îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå (âû÷èñëåííîå â òàêîì æå ñìûñëå) âîçâðàùàåò íàñ ê f(x),
ò.å.

(L2) lim
N→+∞

1√
2π

∫ N

−N
f̂(λ)eiλx dλ = f(x)

â ñìûñëå ñõîäèìîñòè â L2. Êðîìå òîãî, ‖u‖L2 = ‖û‖L2.

×åì íàì ìîæåò ïðèãîäèòüñÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå? Áóäåì âíà÷àëå äåéñòâîâàòü ôîð-
ìàëüíî. Âñïîìíèì, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïðîèçâîäíîé ñâÿçàíî ñ ïðåîáðàçîâàíèåì
Ôóðüå ñàìîé ôóíêöèè f̂ ′ = iλf̂ . Òîãäà ûxx = −λ2û è óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè ïðèíè-
ìàåò âèä û(λ, t)′t = −λ2û(λ, t). Ýòî óðàâíåíèå ëåãêî ðåøàåòñÿ

û(λ, t) = û(λ, 0)e−λ
2t,

à ïîäñòàâëÿÿ t = 0, ïîëó÷èì ϕ̂(λ) = û(λ, 0). Ìû íàøëè ÿâíûé âèä ôóíêöèè û(λ, t). Îñòà-
åòñÿ âîññòàíîâèòü ôóíêöèþ u(x, t) ïî ôîðìóëå

u(x, t) =
1√
2π

∫
R
ϕ̂(λ)e−λ

2t+iλx dλ, ãäå ϕ̂(λ) =
1√
2π

∫
R
ϕ(x)e−iλx dx. (6)

Òåïåðü ïðèäàäèì íàøèì ðàññóæäåíèÿì ñòðîãîñòü.

Òåîðåìà 10. Ïóñòü ϕ ∈ L2(R). Òîãäà
1. èíòåãðàë äëÿ u(x, t) â (6) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ïî x ∈ R, t ≥ t0;
2. ôóíêöèÿ u(x, t) áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìà ïî x è t > 0;
3. ôóíêöèÿ u(x, t) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ ut = uxx;
4. âûïîëíåíî íà÷àëüíîå óñëîâèå â òîì ñìûñëå, ÷òî u(x, t)→ ϕ(x) ïî ìåòðèêå L2(R) ïðè
t→ +0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåäåì ôîðìàëüíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî x è ïî t ïîä çíàêîì èí-
òåãðàëà � ïîëó÷èì èíòåãðàë

1√
2π

∫
R
ϕ̂(λ)(−λ2)β(iλ)αe−λ

2t+iλx dλ.
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Îöåíèì ìîäóëü ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè âåëè÷èíîé |ϕ̂(λ)||λ|2β+αe−λ
2t0 � ýòà ôóíêöèÿ

èíòåãðèðóåìà ïî λ. Äåéñòâèòåëüíî,∫
R
|ϕ̂(λ)||λ|2β+αe−λ

2t0 dλ ≤

√∫
R
|ϕ̂(λ)|2 dλ ·

√∫
R
|λ|4β+2αe−2λ2t0 dλ <∞ (7)

(íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî è ôàêò ïðèíàäëåæíîñòè ϕ ∈ L2). Òîãäà, ïî ïðèçíàêó
Âåéåðøòðàññà, èìååì ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà ïî ïàðàìåòðàì x ∈ R è t ≥ t0.
Òîãäà ïî èíäóêöèè âûâîäèì áåñêîíå÷íóþ äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèè u(x, t). Ðàâåí-
ñòâî ut = uxx ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïóíêòà 4 çàìåòèì, ÷òî
‖u(x, t)− ϕ(x)‖L2 = ‖û(λ, t)− ϕ̂(λ)‖L2 . Ïîñëåäíÿÿ âåëè÷èíà èìååò âèä

‖û(λ, t)− ϕ̂(λ)‖2
L2

=

∫
R
|ϕ̂(λ)|2|e−λ2t − 1|2 dλ

è îöåíèâàåòñÿ óæå îòðàáîòàííûì ïðèåìîì. Ïóñòü äàíî ε > 0. Âíà÷àëå, ïîëüçóÿñü ñõîäè-
ìîñòüþ èíòåãðàëà

∫
R |ϕ̂(λ)|2 dλ, ïîäáåðåì òàêîå ÷èñëî N , ÷òî

∫
|λ|>N |ϕ̂(λ)|2 dλ < ε. Òåïåðü,

ïîëüçóÿñü íåïðåðûâíîñòüþ ôóíêöèè ez â íóëå, íàéäåì òàêîå δ, ÷òî |ez−1|2 < ε ïðè |z| < δ.
Òåïåðü óìåíüøèì ÷èñëî t òàê, ÷òî N2t < δ. Òîãäà∫

|λ|>N
+

∫
|λ|<N

|ϕ̂(λ)|2|e−λ2t − 1|2 dλ ≤ ε+ ε

∫
|λ|<N

|ϕ̂(λ)|2 dλ ≤ ε(1 + ‖ϕ‖2
L2

).

Òåîðåìà 11. Ïóñòü íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ϕ(x) çàäàíà ñâîèì ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå,
ò.å. ϕ(x) =

√
2/π

∫
R ϕ̂(λ)eiλx dλ, ãäå ϕ̂ ∈ L1(R). Òîãäà

1. èíòåãðàë äëÿ u(x, t) â (6) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ïî x ∈ R, t ≥ t0;
2. ôóíêöèÿ u(x, t) áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìà ïî x è t > 0;
3. ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ ut = uxx;
4. âûïîëíåíî íà÷àëüíîå óñëîâèå â òîì ñìûñëå, ÷òî u(x, t) → ϕ(x) ðàâíîìåðíî ïî x ∈ R
ïðè t→ +0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ àáñîëþòíî òàê æå, ñ î÷åâèäíûìè èçìåíå-
íèÿìè. Îöåíêà (7) ìåíÿåòñÿ íà∫

R
|ϕ̂(λ)||λ|2β+αe−λ

2t0 dλ ≤
∫
R
|ϕ̂(λ)| dλ · sup

λ∈R
|λ|2β+αe−λ

2t0 dλ <∞.

Ïóíêò 4 âûâîäèòñÿ èç îöåíêè

√
2π‖u(x, t)− ϕ(x)‖C = sup

x∈R

∣∣∣∣∫
R
eiλx(û(λ, t)− ϕ̂(λ)) dλ

∣∣∣∣ ≤
≤
∫
R
|û(λ, t)− ϕ̂(λ)| dλ ≤

∫
R
|ϕ̂(λ)||e−λ2t − 1| dλ
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è óæå îáû÷íîãî äëÿ íàñ ðàññóæäåíèÿ. Äëÿ çàäàííîãî ε > 0 âíà÷àëå íàéäåì òàêîå ÷èñëî
N , ÷òî

∫
|λ|>N |ϕ̂(λ)| dλ < ε. Òåïåðü íàéäåì ÷èñëî δ òàê, ÷òî |e−N2t − 1| < ε ïðè 0 < t < δ.

Òîãäà∫
R
|ϕ̂(λ)||e−λ2t−1| dλ =

∫
|λ|>N

+

∫
|λ|<N

|ϕ̂(λ)||e−λ2t−1| dλ ≤ ε+ε

∫
|λ|<N

|ϕ̂(λ)| dλ = ε(1+‖ϕ̂‖L1).

Ïðèìåð 30. Íàéäåì ðåøåíèå çàäà÷è òåïëîïðîâîäíîñòè äëÿ íà÷àëüíîé ôóíêöèè
ϕ(x) = 1/

√
2πe−x

2/2, x ∈ R.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî

ϕ̂(λ) =
1

2π

∫
R
e−x

2/2−iλx dx =
e−λ

2/2

2π

∫
R
e−(x+iλ)2/2 dx =

e−λ
2/2

2π

∫ iλ+∞

iλ−∞
e−y

2/2 dy =

=
e−λ

2/2

2π

∫
R
e−y

2/2 dy =
e−λ

2/2

2π

√
2π =

1√
2π
e−λ

2/2

(óïðàæíåíèå: çàìûêàíèåì êîíòóðà îáîñíóéòå ðàâåíñòâî
∫ iλ+∞
iλ−∞ e−y

2/2 dy =
∫
R e
−y2/2 dy).

Èòàê, ϕ̂ ∈ L1(R), òàê ÷òî ìîæíî ïðèìåíèòü ïðåäûäóùóþ òåîðåìó è çàïèñàòü îòâåò â
âèäå

u(x, t) =
1√
2π

∫
R
ϕ̂(λ)e−λ

2t+iλx dλ =
1

2π

∫
R
e−λ

2(t+1/2)+iλx dλ =

=
1

2π
e−x

2/(4t+2)

∫
R
e−(λ
√
t+1/2−ix/

√
4t+2)2 dλ =

1

π
√

4t+ 2
e−x

2/(4t+2)

∫
R
e−y

2

dy =

=
1√

2π(2t+ 1)
e−x

2/(4t+2).

Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî äëÿ êàæäîé ôèêñèðîâàííîé òî÷êè x ∈ R òåìïåðàòóðà u(x, t)
ñòàáèëèçèðóåòñÿ ïðè t→ +∞ ê íóëþ. Ïðè ýòîì îáùàÿ ýíåðãèÿ∫

R
u(x, t) dx =

1√
2π

∫
R
e−y

2/2 dy = 1

îñòàåòñÿ íåèçìåííîé.

Ïðèìåð 31. Íàéäåì ðåøåíèå çàäà÷è òåïëîïðîâîäíîñòè äëÿ íà÷àëüíîé ôóíêöèè
ϕ(x) = 1.

Ðåøåíèå. Îòâåò óãàäûâàåòñÿ: u(x, t) ≡ 1. Ïðè ýòîì äîêàçàííûå íàìè òåîðåìû íå ïîìî-
ãàþò: ϕ /∈ L2(R) (íå ðàáîòàåò ïåðâàÿ òåîðåìà) è ϕ̂ /∈ L1(R) (èíà÷å, ϕ(x) ñòðåìèëîñü áû
ê íóëþ ïðè x → ±∞; íå ðàáîòàåò âòîðàÿ òåîðåìà). Îäíàêî ïîëó÷èòü îòâåò èç íàøåé
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ôîðìóëû âñå�òàêè ìîæíî. Çàìåòèì, ÷òî ϕ̂(λ) =
√

2π · δ0(λ) (äåëüòà�ôóíêöèÿ Äèðàêà).
Äåéñòâèòåëüíî, ∫

R
δ0(λ)eiλx dλ = 1.

Òîãäà

u(x, t) =

∫
R
δ0(λ)e−λ

2t+iλx dλ ≡ 1.

Ïîñëåäíèé ïðèìåð íàâîäèò íà ìûñëè î ìîäåðíèçàöèè ôîðìóëû (6). Ïîäñòàâèì âûðà-
æåíèå äëÿ ϕ̂ â ôîðìóëó äëÿ u(x, t)

u(x, t) =
1

2π

∫
R
e−λ

2t+iλx

∫
R
ϕ(y)e−iλy dy dλ =

1

2π

∫
R
ϕ(y)

(∫
R
e−λ

2t+iλ(x−y)dλ

)
dy.

Òåïåðü âû÷èñëèì âíóòðåííèé èíòåãðàë∫
R
e−λ

2t+iλ(x−y)dλ = e−
(x−y)2

4t

∫
R
e
−
(
λ
√
t− i(x−y)

2
√
t

)2

dλ = e−
(x−y)2

4t

∫
R− i(x−y)

2
√
t

e−z
2 dz√

t
=

=
1√
t
e−

(x−y)2
4t

∫
R
e−z

2

dz =

√
π

t
e−

(x−y)2
4t .

Îòñþäà ïîëó÷àåì òîò æå îòâåò, íî â áîëåå ïðîñòîé ôîðìå

u(x, t) =
1

2
√
πt

∫
R
ϕ(y)e−

(y−x)2
4t dy. (8)

Ïîëó÷åííûé íàìè îòâåò íàçâûàåòñÿ Ôîðìóëîé Ïóàññîíà. Ìû ïîëó÷èëè åå íåçàêîííûì ìå-
òîäîì � â ïðîöåññå óïðîùåíèé ïåðåñòàâèëè ìåñòàìè èíòåãðàëû, ÷òî òðåáóåò àêêóðàòíîãî
îáîñíîâàíèÿ. Îäíàêî âìåñòî òîãî, ÷òîáû ýòî îáîñíîâûâàòü ïðîùå äîêàçàòü òåîðåìû çàíî-
âî, ïîñêîëüêó ÿâíûé âèä ðåøåíèÿ îòêðûâàåò âîçìîæíîñòü îñëàáëÿòü óñëîâèÿ â òåîðåìàõ.
Äåëàòü ýòî ñåé÷àñ ìû íå áóäåì ïðîñòî ïîòîìó, ÷òî ýòî òðåáóåò îïðåäåëåííûõ çíàíèé ïî
ôóíêöèîíàëüíîìó àíàëèçó. Ñôîðìóëèðóåì òåîðåìó áåç äîêàçàòåëüñòâà, îòëîæèâ åãî íà
ñëåäóþùèé ñåìåñòð

Òåîðåìà 12. Ïóñòü ôóíêöèÿ ϕ(x) ëåæèò â îäíîì èç ñëåäóþùèõ êëàññîâ
à) ϕ ∈ L2(R);
á) ϕ íåïðåðûâíà è îãðàíè÷åíà R;
â) ϕ íåïðåðûâíà íà R, à ôóíêöèè |ϕ(x)|e−εx2 èíòåãðèðóåìû íà R ïðè ëþáîì ε > 0.
Òîãäà
1. ôóíêöèÿ (8) îïðåäåëåíà ïðè âñåõ x ∈ R, t > 0 è áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìà íà ýòîé
îáëàñòè;
2. âûïîëíåíî ðàâåíñòâî ut = uxx;
3. ïðè t→ +0 âûïîëíåíî ‖u(·, t)− ϕ(·)‖L2(R) → 0 â ñëó÷àå à),
supx∈R |u(x, t)− ϕ(x)| → 0 â ñëó÷àå á),
sup|x|<A |u(x, t)− ϕ(x)| → 0 ïðè ëþáîì A â ñëó÷àå â).
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Ïðèìåð 32. Íàéäåì ðåøåíèå çàäà÷è òåïëîïðîâîäíîñòè ut = uxx íà ïîëóîñè x ≥ 0 äëÿ íà-
÷àëüíîé ôóíêöèè ϕ(x) = I[0,1](x) (èíäèêàòîð îòðåçêà [0, 1]) è êðàåâîãî óñëîâèÿ ux(0, t) = 0
(èçîëèðîâàííûé êîíåö).

Ðåøåíèå. Íàòðåíèðîâàííûå íà âîëíîâîì óðàâíåíèè äîãàäàåìñÿ ïðîäîëæèòü íà÷àëüíîå
óñëîâèå ÷åòíûì îáðàçîì íà ëåâóþ ïîëóîñü äî ôóíêöèè ϕ(x) = I[−1,1](x). Òåïåðü çàïèøåì
îòâåò äëÿ óðàâíåíèÿ íà âñåé îñè

u(x, t) =
1

2
√
πt

∫ 1

−1

e−
(y−x)2

4t dy.

Îí, åñòåñòâåííî, ãîäèòñÿ è äëÿ ïîëóîñè. Íàäî òîëüêî ïðîâåðèòü êðàåâîå óñëîâèå

ux(0, t) =
1

2
√
πt

∫ 1

−1

y − x
2t

e−
(y−x)2

4t dy
∣∣∣
x=0

=
1

4t
√
πt

∫ 1

−1

yye−
(y−x)2

4t dy = 0

â ñèëó íå÷åòíîñòè. Íà÷àëüíîå óñëîâèå âûïîëíåíî â ëþáîì èç ïåðå÷èñëåííûõ â òåîðåìå
ñìûñëàõ, ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ I[−1,1](x) íåïðåðûâíà, îãðàíè÷åíà è ëåæèò â L2(R). Îòâåò

ìîæíî åùå ñâåñòè ê òàáëè÷íîé ôóíêöèè, ñäåëàâ çàìåíó z = (y − x)/
√

2t

u(x, t) = Φ

(
−x+ 1√

2t

)
− Φ

(
−x− 1√

2t

)
,

ãäå Φ(z) = 1√
2π

∫ z
−∞ e

−ξ2/2 dξ � ôóíêöèÿ Ëàïëàñà.

Îáðàòèìñÿ â êîíöå ê íåîäíîðîäíîìó óðàâíåíèþ

ut = uxx + f(x, t), x ∈ R, t > 0, u(x, 0) = ϕ(x).

Ïîâòîðÿÿ íàøè ðàññóæäåíèÿ èç íåîäíîðîäíîé çàäà÷è äëÿ ñòðóíû, ïðèõîäèì ê îòâåòó

u(x, t) =
1

2
√
πt

∫
R
ϕ(y)e−

(y−x)2
4t dy +

∫
R

∫ t

0

1

2
√
π(t− s)

f(y, s)e−
(y−x)2
4(t−s) dy ds.

Äëÿ îïðàâäàíèÿ íàäî ëèøü ïðîâåðèòü, ÷òî âòîðàÿ ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò íóëåâûì íà-
÷àëüíûì óñëîâèÿì (ýòî î÷åâèäíî) è ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ðåøåíèåì (ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåä-
ñòâåííî).

Óïðàæíåíèå 10. Ðåøèòè ñëåäóþùèå çàäà÷è
1. ut = uxx, x ∈ R, t > 0, u(x, 0) = sinx;
2. ut = uxx, x ∈ R, t > 0, u(x, 0) = I[0+∞)(x);
3. ut = uxx, x > 0, t > 0, u(x, 0) = 0, u(0, t) = sin t;
4. ut = uxx, x > 0, t > 0, u(x, 0) = 0, u′x(0, t) = sin t;
5. ut = uxx − 2ux, x ∈ R, t > 0, u(x, 0) = ex sinx;5

6. ut = uxx + 1, x ∈ R, t > 0, u(x, 0) = 0;
7. ut = uxx + x, x ∈ R, t > 0, u(x, 0) = x.

5Ïîäñêàçêà: íå çàáûâàéòå ïðî çàìåíó Ëèóâèëëÿ v(x, t) = u(x, t)eax+bt
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Ëåêöèÿ 9. Îáîáùåííûå ôóíêöèè

Íàøà óäà÷à ñ ôîðìóëîé Ïóàññîíà âûãëÿäèò ïîêà ñëó÷àéíîñòüþ � òàê óæ ïîâåçëî, ÷òî ïî-
ñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå óðàâíåíèå óïðîñòèëîñü. Íà ñàìîì äåëå, ñëó÷àéíîñòüþ ÿâëÿåòñÿ
òîëüêî ÿâíûé âèä îòâåòà. Ñòðóêòóðà îòâåòà ÿâëÿåòñÿ îáùèì ìåñòîì!

Äàâàéòå ïîëó÷èì ôîðìóëó Ïóàññîíà èç ñëåäóþùèõ ôèçè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé. Íà÷àëü-
íîå ðàñïðåäåëåíèå òåïëà ìîæíî òðàêòîâàòü òàê: êàæäàÿ òî÷êà ÷èñëîâîé îñè ñòàëà èñòî÷-
íèêîì òåïëà. Ïîòîì ýòè èñòî÷íèêè ñëîæèëèñü è ïîðîäèëè ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû
u(x, t). Íî îòâåò ëèíååí ïî ôóêöèè ϕ. Çíà÷èò ìîæíî ñêàçàòü ïî äðóãîìó: êàæäûé èñ-
òî÷íèê ïîðîäèë ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû, à çàòåì ýòè ôóíêöèè ñëîæèëèñü. À êàêîå
ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû ïîðîæäàåò îäèí òî÷å÷íûé èñòî÷íèê? ßñíî, ÷òî ìîäåëüþ òà-
êîãî èñòî÷íèêà äîëæíà áûòü δ�ôóíêöèÿ Äèðàêà (âåçäå íîëü, òîëüêî â îäíîé òî÷êå íå
íîëü, à ñóììàðíî 1 åäèíèöà òåïëà). Ïîïðîáóåì ðåøèòü çàäà÷ó

ut = uxx, u(x, 0) = δy(x),

ãäå δy(x) � äåëüòà�ôóíêöèÿ, ñîñðåäîòî÷åíàÿ â òî÷êå y ∈ R. Íàïîìíþ, ÷òî
∫
R δy(x) dx = 1

è âîîáùå
∫
R f(x)δy(x) dx = f(y) äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè f . Òîãäà ïåðåõîäÿ ê

ïðåîáðàçîâàíèþ Ôóðüå, ïîëó÷èì

ût = ûxx, û(x, 0) =
1√
2π

∫
R
δy(x)e−iλx dx = e−iλy.

Ýòî óðàâíåíèå ëåãêî ðåøàåòñÿ û(λ, t) = e−λ
2t−iλy, à ïîñëå îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïî-

ëó÷àåì

u(x, t) =
1√
2π

∫
R
û(λ, t)eiλx dλ =

1

2π

∫
R
e−λ

2t+iλ(x−y) dλ =
e−

(x−y)2
4t

2π
√
t

∫
R
e−z

2

dz =
e−

(x−y)2
4t

2
√
πt

.

Òåïåðü îáùèé îòâåò ñîáèðàåòñÿ ñóììîé îòâåòîâ ïî âñåì èñòî÷íèêàì. Ïîñêîëüêó
ϕ(x) =

∫
R ϕ(y)δy(x) dx, òî

U(x, t) =

∫
R
ϕ(y)u(x, t) dx =

1

2
√
πt

∫
R
ϕ(y)e−

(x−y)2
4t dy.

Ïîëó÷èëè ôîðìóëó Ïóàññîíà. Çíà÷èò, íàøà óäà÷à ëèøü ÷àñòè÷íî ñâÿçàíà ñ ïðåîáðàçîâà-
íèåì Ôóðüå � â äðóãîé çàäà÷å, íàïðèìåð ut = a(x)uxx èëè ut = a(x)uxx + b(x)ux + c(x)u ñ
íà÷àëüíûì óñëîâèåì u(x, 0) = ϕ(x), ñëåäóåò òîæå îæèäàòü îòâåòà âèäà

u(x, t) =

∫
R
ϕ(y)E(x, y, t) dy

ñ íåêîòîðîé ôóíêöèåé E , êîòîðóþ íàçûâàåþò ôóíäàìåíòàëüíûì ðåøåíèåì, ôóíêöèåé
Ãðèíà è èíòåãðàëüíûì ÿäðîì. Ýòà ôóíêöèÿ âû÷èñëÿåòñÿ êàê ðåøåíèå çàäà÷è äëÿ íà-
÷àëüíîãî óñëîâèÿ, ðàâíîãî δy(x).
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Ïðèìåð 33. Íàéäåì ôóíêöèþ Ãðèíà äëÿ çàäà÷è ut = uxx íà îòðåçêå x ∈ [0, 1] ñ êðàåâûìè
óñëîâèÿìè Äèðèõëå.
Îòâåò ê çàäà÷å ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì u(x, 0) = ϕ(x) ìû óæå çíàåì

u(x, t) =

√
2

π

∞∑
n=1

un(0)e−n
2t sin(nx), un(0) =

√
2

π

∫ π

0

ϕ(y) sin(ny) dy.

Ïðåîáðàçóåì åãî ê âèäó

u(x, t) =
2

π

∫ π

0

ϕ(y)
∞∑
n=1

sin(nx) sin(ny)e−n
2t dy =

1

π

∫ π

0

∞∑
n=1

(cosn(x−y)−cosn(x+y))e−n
2t dy.

Äëÿ êðàñîòû ïðîäîëæèì åùå ôóíêöèþ ϕ(y) íå÷åòíûì îáðàçîì äî ôóíêöèè ϕ̃(y) íà îò-
ðåçîê [−π, π] è îòâåò ïðèìåò âèä

u(x, t) =
1

π

∫ π

−π
ϕ̃(y)

∞∑
n=1

cosn(x− y)e−n
2t dy =

∫ π

−π
ϕ̃(y)E(x− y, t) dy,

ãäå E(ξ, t) =
∑∞

n=1 cos(nξ)e−n
2t.

Âñïîìíèì, ÷òî èíòåãðàë âèäà
∫
R f(x)g(x − y) dy íàçûâàåòñÿ ñâåðòêîé äâóõ ôóíêöèé è

îáîçíà÷àåòñÿ f ∗ g. Èòàê, óæå â äâóõ çàäà÷àõ ìû ïîëó÷èëè âèä â âèäå ñâåðòêè íà÷àëüíîãî
óñëîâèÿ ñ ôóíäàìåíòàëüíûì ðåøåíèåì.

Ïåðåä òåì, êàê äâèãàòü äàëüøå, ïîãîâîðèì ïîäðîáíåå î äåëüòà�ôóíêöèè Äèðàêà è âî-
îáùå îá îáîáùåííûõ ôóíêöèÿõ.

Îïðåäåëåíèå 17. Ðàññìîòðèì êëàññ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé S íà R,
óáûâàþùèõ âìåñòå ñî âñåìè ñâîèìè ïðîèçâîäíûìè ïðè |x| → ±∞ áûñòðåå ëþáîé ñòåïåíè

∀k, j ≥ 0 : lim
|x|→∞

(1 + |x|)k|ϕ(j)(x)| = 0

ßñíî, ÷òî ýòî ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî. Íàçîâåì åãî S(R) è ñíàáäèì ñõîäèìîñòüþ

ϕn → ϕ0 ⇐⇒ sup
x∈R

(1 + |x|k)|ϕ(j)
n (x)− ϕ(j)

0 (x)| → 0 ïðè n→∞.

Â ïðîñòðàíñòâå S äîñòàòî÷íî ìíîãî ôóíêöèé. Íàïðèìåð, òàì ëåæèò ôóíêöèÿ
ϕ(x) = e−x

2
, ïîñêîëüêó åå j�àÿ ïðîèçâîäíàÿ èìååò âèä Pj(x)e−x

2
, ãäå Pj � ìíîãî÷ëåí ñòåïå-

íè j, òàê ÷òî (1+|x|k)|Pj(x)|e−x2 → 0 ïðè |x| → ∞. Êðîìå òîãî, â S ëåæèò ìíîãî ôóíêöèé ñ
êîìïàêòíûì íîñèòåëåì, ò.å. ϕ ∈ D ⇐= ∃A : ϕ(x) ≡ 0 ïðè |x| > A (òàêîå ñâéîñòâî íàçûâà-
þò ôèíèòíîñòüþ ôóíêöèè ϕ). Íàïðèìåð, òàì ëåæèò ¾øàïî÷êà¿ ϕ(x) = exp{− 1

(x−a)(b−x)
},

ãäå x ∈ (a, b), ϕ(x) ≡ 0 ïðè x /∈ (a, b). Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü åå ϕa,b(x).

Ïðèìåð 34. Äîêàæåì, ÷òî ϕ(x) áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìà.
Ïîä âîïðîñîì òîëüêî òî÷êè x = a è x = b � â îñòàëüíûõ òî÷êàõ ïðîâîäèì îáû÷íîå
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ôîðìóëüíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå. Ðàçáåðåì òî÷êó a (òî÷êà b ðàçáèðàåòñÿ àíàëîãè÷íî).
Äîêàæåì íåïðåðûâíîñòü:

lim
x→a−0

ϕ(x) = lim
x→a−0

0 = 0, lim
x→a+0

ϕ(x) = lim
x→a+0

e−
1

(x−a)(b−x) = 0,

ò.ê. àðãóìåíò ýêñïîíåíòû ñòðåìèòñÿ ê −∞. Òåïåðü äîêàæåì äèôôåðåíöèðóåìîñòü

lim
x→a−0

ϕ(x)

x− a
= lim

x→a−0
0 = 0, lim

x→a+0

ϕ(x)

x− a
= lim

x→a+0

e−
1

(x−a)(b−x)

x− a
= 0,

ò.ê. ýêñïîíåíöèàëüíîå ñòðåìëåíèå ê íóëþ ÷èñëèòåëÿ ïî ïîðÿäêó âûøå ñòðåìëåíèÿ ê
íóëþ çíàìåíàòåëÿ. Äàëåå äåéñòâóåì ïî èíäóêöèè. Ïóñòü óæå äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå
n − 1 ïðîèçâîäíîé è ðàâåíñòâî èõ íóëþ. Òîãäà n�àÿ ïðîèçâîäíàÿ ìîæåò áûòü íàéäåíà
êàê ïðåäåë (ýòî ñëåäóåò èç ôîðìóëû Òåéëîðà)

lim
x→a

ϕ(x)

(x− a)n
= 0,

ò.ê. ïðåäåë ñëåâà òîæäåñòâåííî íóëåâîé, à ñïðàâà âíîâü ãîâîðèì ïðî ýêñïîíåíöèàëüíîå
ñòðåìëåíèå ê íóëþ ÷èñëèòåëÿ.

Âçÿâ ëþáóþ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìóþ ôóíêöèþ f(x) è óìíîæèâ íà ϕ(x), ïîëó÷èì
áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìóþ ôóíêöèþ ñ íîñèòåëåì â [a, b]. Ïî àíàëîãèè ñ ¾øàïî÷êîé¿,
ìîæíî ïîñòðîèòü ôóíêöèþ ω(x) ∈ S, êîòîðàÿ ðàâíà 1 íà çàäàííîì îòðåçêå [b, c], ðàâíà 0
âíå çàäàííîãî îòðåçêà [a, d] (åñòåñòâåííî, a < b < c < d), ìåæäó òî÷êàìè a è b ìîíîòîííî
ðàñòåò îò 0 äî 1, à îò c äî d ìîíîòîííî óáûâàåò îò 1 ê 0. Ýòó ôóíêöèþ íàçûâàþò ¾øëÿïîé¿.
Ìû áóäåì äàëåå åå èñïîëüçîâàòü, îáîçíà÷àÿ ωa,b,c,d(x).

Îïðåäåëåíèå 18. Âûðàæåíèÿ supx∈R(1 + |x|k)|ϕ(j)(x)| íàçûâàþò íîðìàìè íà S è îáî-
çíà÷àþò ‖ · ‖j,k.

Ýòî, äåéñòâèòåëüíî, íîðìû, õîòÿ íà ïåðâûé âçãëÿä âûçûâàåò ñîìíåíèå ïåðâàÿ àêñèîìà:
‖P‖j,k = 0 äëÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè < j. Äåëî â òîì, ÷òî íè îäèí ìíîãî÷ëåí â S íå
ëåæèò.

Ïðèìåð 35. Íàéäèòå ïðåäåë limn→∞ xe
−xt2 â ïðîñòðàíñòâå S.

Òàê êàê â êàæäîé òî÷êå x âûïîëíåíî fn(x) = xe−xt
2 → 0, òî åñëè ïðå-

äåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñóùåñòâóåò â ïðîñòðàíñòâå S, òî îí ðàâåí íóëþ. Îäíàêî
‖fn‖1,0 = maxx∈R |f ′n(x)| ≥ f ′n(0) = 1 ò.å. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn} íå èìååò ïðåäåëà
â ïðîñòðàíñòâå S.

Ïðèìåð 36. Ïóñòü ϕ0(x) � ¾øëÿïà¿ íà îòðåçêå [−1, 1], îïðåäåëåííàÿ âûøå. Íàéäèòå
ïðåäåë â S ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé

fn(x) = ϕ0(x)
n∑
j=0

xj

j!
.

Âèäèì, ÷òî ðÿä ñõîäèòñÿ (ïîòî÷å÷íî) ê ex, òàê ÷òî ïðåäïîëàãàåìûé ïðåäåë åñòü
f(x) = ϕ0(x)ex. Ýòà ôóíêöèÿ ëåæèò â S, ò.ê. èìååò êîìïàêòíûé íîñèòåëü (îòðåçîê
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[−1, 1]) è áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìà (êàê ïðîèçâåäåíèå äâóõ ôóíêöèé èç C∞). Ïðîâå-
ðèì ñõîäèìîñòü fn → f â ñìûñëå S. Âî�ïåðâûõ, ìíîæèòåëè (1 + |x|k) âî âñåõ íîðìàõ
ìîæíî îöåíèòü ñâåðõó 2. Äàëåå çàìåòèì, ÷òî

f (j)(x)− f (k)
n (x) =

k∑
i=0

Ck
i

(
∞∑

j=n+1

xj

j!

)(i)

ϕ(k−i)(x).

Ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì k çäåñü êîíå÷íîå ÷èèñëî ñëàãàåìûõ âî âíåøíåé ñóììå è äî-
ñòàòî÷íî ïðîâåðèòü ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ê íóëþ êàæäîãî èç íèõ ïî îòäåëüíîñòè.
Ìíîæèòåëü ϕ(k−i)(x) íå çàâèñèò îò n è íå âëèÿåò òîãäà íà ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü.
Îñòàâøèéñÿ ìíîæèòåëü (

∞∑
j=n+1

xj

j!

)(i)

=
∞∑

j=n+1

xj−i

(j − i)!
⇔ 0

ïðè n → ∞ (ðÿä Òåéëîðà äëÿ ýêñïîíåíòû ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà ëþáîì êîíå÷íîì îò-
ðåçêå).

Îïðåäåëåíèå 19. Íà ïðîñòðàíñòâå S(R) ââåäåì ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë
δc, êîòîðûé êàæäîé ôóíêöèè ϕ ñîïîñòàâëÿåò ÷èñëî ϕ(c). Ýòîò ôóíêöèîíàë íàçûâàþò
äåëüòà�ôóíêöèåé Äèðàêà, ñîñðåäî÷åííîé â òî÷êå c.

Ôóíêöèîíàë äåéñòâèòåëüíî íåïðåðûâåí (â ñìûñëå Ãåéíå). Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ôóíê-
öèè ϕn → ϕ0 ïðè n → ∞ â ïðîñòðàíñòâå S(R), òî ϕn(x) ⇔ ϕ0(x) ðàâíîìåðíî íà R è, â
÷àñòíîñòè, â òî÷êå c. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî δc(ϕn)→ δc(ϕ0).

Îïðåäåëåíèå 20. Â öåëîì, ìíîæåñòâî âñåõ ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèîíàëîâ íà S
îáîçíà÷èì ÷åðåç S ′ è íàçîâåì îáîáùåííûìè ôóíêöèÿìè èëè ðàñïðåäåëåíèÿìè.

Ðàñïðåäåëåíèÿ ìîæíî ñêëàäûâàòü è óìíîæàòü íà ÷èñëî (ôóíêöèîíàë αF+βG íà ôóíê-
öèè ϕ ïðèíèìàåò çíà÷åíèå αF (ϕ) + βG(ϕ)).

Îïðåäåëåíèå 21. Êàæäàÿ ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìàÿ ïî Ëåáåãó (èíòåãðèðóåìàÿ íà êàæ-
äîì îòðåçêå) ôóíêöèÿ f(x), ðàñòóùàÿ íà ±∞ íå áûñòðåå íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà, ïî-
ðîæäàåò ôóíêöèîíàë äëÿ ϕ ∈ S ïî ïðàâèëó

F (ϕ) =

∫
R
f(x)ϕ(x) dx

(èíòåãðàë íà áåñêîíå÷íîñòè ñõîäèòñÿ, ò.ê. f(x)ϕ(x) → 0 ïðè |x| → ∞ áûñòðåå ëþáîé
ñòåïåíè). Òàêèå ôóíêöèîíàëû íàçûâàþò ðåãóëÿðíûìè è îòîæäåñòâëÿþò èõ ñ ïîðîæ-
äàþùèìè ôóíêöèÿìè F ∼ f . Îñòàëüíûå îáîáùííûå ôóííêöèè íàçûâàþò ñèíãóëÿðûìè.
Äåéñòâèå ôóíêöèîíàëà íà ôóíêöèþ ϕ ∈ S îáîçíà÷àþò 〈f, ϕ〉. Ñàìè ôóíêöèè ϕ ∈ S íà-
çûâàþò òåñòîâûìè.

Íàïðèìåð, ôóíêöèè x, sinx, e−x
2
ðåãóëÿðíû, à δa(x) ñèíãóëÿðíà. Ïðè ýòîì, íàïðèìåð,

ôóíêöèÿ ex
2
íå ëåæèò â S ′, ò.ê. ¾íå óìååò¿ äåéñòâîâàòü íà e−x2 .

Åñòü îáùèé ïðèíöèï � åñëè êàêàÿ�òî îïåðàöèÿ êîððåêòíî îïðåäåëÿåòñÿ äëÿ ðåãóëÿðíûõ
ôóíêöèé, òî åå ïåðåíîñÿò íà ñèíãóëÿðíûå ôóíêöèè ñ òåì æå îïðåäåëåíèåì.
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Îïðåäåëåíèå 22. Ïóñòü f(x) ëîêàëüíî ñóììèðóåìà è ðàñòåò íà ±∞ íå áûñòðåå íåêî-
òîðîãî ìíîãî÷ëåíà, à ϕ(x) ∈ S. Òîãäà îïðåäåëåíî ïîòî÷å÷íîå ïðîèçâåäåíèå f(x)ϕ(x), êî-
òîðîå òîæå ëîêàëüíî ñóììèðóåìî. Åñëè ýòîé ôóíêöèåé ïîðîäèòü ôóíêöèîíàë, òî äëÿ
êàæäîé ψ ∈ S èìååì

〈fϕ, ψ〉 =

∫
R

(
f(x)ϕ(x)

)
ψ(x) dx =

∫
R
f(x)

(
ϕ(x)ψ(x)

)
dx = 〈f, ϕψ〉.

Òîãäà îïðåäåëèì óæå äëÿ ëþáîé f ∈ S ′ è ëþáîé ϕ ∈ S èõ ïðîèçâåäåíèå êàê ôóíêöèîíàë,
êîòîðûé íà êàæäîé òåñòîâîé ôóíêöèè ψ ïðèíèìàåò çíà÷åíèå

〈fϕ, ψ〉 := 〈f, ϕψ〉.

Îïðåäåëåííèå êîððåêòíî, ò.ê. ïðîèçâåäåíèå ëþáûõ äâóõ ôóíêöèé èç S ëåæèò â S.
Ïðèìåð 37. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ϕ ∈ S íàéäèòå ïðîèçâåäåíèå δc(x)ϕ(x).
Ïî îïðåäåëåíèþ, äëÿ ëþáîé ψ ∈ S

〈δcϕ, ψ〉 := 〈δc, ϕψ〉 = ϕ(c)ψ(c) = ϕ(c)〈δc, ψ〉.

Çíà÷èò, δc(x)ϕ(x) = ϕ(c)δc(x).

Îïðåäåëåíèå 23. Äëÿ ëþáîé ãëàäêîé ðåãóëÿðíîé ôóíêöèè f ∈ C1(R), êîòîðàÿ ðàñòåò
íà ±∞ íå áûñòðåå íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà, îïðåäåëåíà îïåðàöèÿ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Ïðè
ýòîì

∀ϕ ∈ S : 〈f ′, ϕ〉 =

∫
R
f ′(x)ϕ(x) dx = −

∫
R
f(x)ϕ′(x) dx = −〈f, ϕ′〉

(ìû ïðîâåëè èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì è âîñïîëüçîâàëèñü óáûâàíèåì ê íóëþ fϕ). Òåïåðü
óæå äëÿ ëþáîé f ∈ S ′ ïîëîæèì ïî îïðåäåëåíèþ

〈f ′, ϕ〉 := −〈f, ϕ′〉

Óòâåðæäåíèå 10. Ìû ïîñòðîèëè ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë íà S, ò.å. äëÿ
ëþáîé f ∈ S ′ ïðîèçâîäíàÿ f ′ âíîâü ëåæèò â S ′.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ôóíêöèîíàë îïðåäåëåí êîððåêòíî, ò.ê. äëÿ ëþáîé ϕ ∈ S åå ïðîèç-
âîäíàÿ ϕ′ îïðåäåëåíà, áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìà è ‖ϕ′‖j,k = ‖ϕ‖j+1,k <∞.
2. Åñëè ϕn → ϕ â S, òî è ϕ′n → ϕn â S, ò.ê. ‖ϕ′n − ϕ′‖j,k = ‖ϕn − ϕ‖j+1,j → 0.

Ìû ïîëó÷èëè ñïîñîá êîíñòðóèðîâàòü íîâûå îáîáùåííûå ôóíêöèè: áåðåì îáû÷íóþ ëî-
êàëüíî èíòåãðèðóåìóþ, íî íå äèôôåðåíöèðóåìóþ ôóíêöèþ f è íàõîäèì åå îáîáùåííóþ
ïðîèçâîäíóþ � ïîëó÷àåì îáîáùåííóþ ôóíêöèþ f ′.

Ïðèìåð 38. Íàéäåì òðè ïåðâûå îáîáùåíííûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè x+ = xθ(x) (çäåñü
è äàëåå ìû îáîçíà÷àåì ÷åðåç θ(x) èíäèêàòîð ïîëóîñè x > 0, ýòó ôóíêöèþ íàçûâàþò
ôóíêöèåé Õåâèñàéäà).
Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ϕ ∈ S

〈x′+, ϕ〉 = −〈x+, ϕ
′〉 = −

∫ ∞
0

xϕ′(x) dx = −
∫
R
x dϕ(x) =

=

∫
R
ϕ(x) dx− xϕ(x)|+∞0 =

∫
R
ϕ(x) dx = 〈θ(x), ϕ(x)〉,
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ò.å. x′+ = θ(x). Âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà ïåðâîé ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè θ(x). Àíàëîãè÷íî,
äëÿ ïðîèçâîëüíîé ϕ ∈ S

〈θ′(x), ϕ(x)〉 = −〈θ(x), ϕ′(x)〉 = −
∫ ∞

0

ϕ′(x) dx = −ϕ(x)|∞0 = ϕ(0) = 〈δ0(x), ϕ〉,

ò.å. θ′(x) = δ0(x). Òðåòüÿ ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè δ0(x). Îïÿòü äëÿ
ïðîèçâîëüíîé ϕ ∈ S

〈δ′0, ϕ〉 = −〈δ0, ϕ
′〉 = −ϕ′(0).

Ýòî íîâûé äëÿ íàñ ôóíêöèîíàë � òàê è íàçîâåì åãî δ′0.

Îïðåäåëåíèå 24. Ïóñòü ξ(x) = ax + b � ëèíåéíàÿ çàìåíà ïåðåìåííîé ñ a 6= 0. Äëÿ
ëþáîé ëîêàëüíî ñóììèðóåìîé ôóíêöèè f , ðàñòóùåé íå áûñòðåå ìíîãî÷ëåíà, êîìïîçèöèÿ
f(ξ(x)) îïðåäåëåíà è ëîêàëüíî ñóììèðóåìà. Ïðè ýòîì

∀ϕ ∈ S : 〈f(ξ(x)), ϕ(x)〉 =

∫
R
f(ax+ b)ϕ(x) dx =

1

a

∫
R
f(y)ϕ((y − b)/a) dy =

1

a
〈f, ϕ(ξ−1)〉.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé f ∈ S ′ îïðåäåëèì òåïåðü ýòèì ðàâåíñòâîì êîìïîçèöèþ f(ξ) � âíîâü
ôóíêöèîíàë èç S ′.

Óïðàæíåíèå 11. Íàéòè ïðåäåë èëè äîêàçàòü ðàñõîäèìîñòü â S ñëåäóþùèõ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòåé (ϕ0 ∈ S � íåíóëåâàÿ ôóíêöèÿ)
1) fn(t) = 1

n
ϕ0(t/n);

2) fn(t) = 1
n2ϕ0(nt).

3) Âîçüìåì øàïî÷êó ϕ−2,−1(x) è óìíîæèì åå íà êîýôôèöèåíò k òàê, ÷òîáû åå ïîëíûé
èíòåãðàë ñòàë 1. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ

∫ x
−∞ kϕ−2,−1(y) dy áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóå-

ìà, ðàâíà íóëþ ïðè x ≤ −2, ðàâíà 1 ïðè x ≥ −1 è ìîíîòîííî ðàñòåò îò −2 äî −1.
4) Äîêàæèòå, ÷òî ∫ x

−∞
kϕ−2,−1(y) dy ·

(
1−

∫ +∞

x

kϕ1,2(y) dy

)
� òà ñàìàÿ ¾øëÿïà¿ ω−2,−1,1,2(x), êîòîðàÿ îïèñàíà â òåêñòå ëåêöèè.
5) Äîêàæèòå, ÷òî ëþáóþ ôóíêöèþ ϕ ∈ S ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
ϕ(x) = ϕ(0)ω−2,−1,1,2(x) + xψ(x) äëÿ íåêîòîðîé ψ ∈ S.
6) Äîêàæèòå, ÷òî îáîáùåííàÿ ôóíêöèÿ v.p. 1

x
, îïðåäåëåííàÿ ðàâåíñòâîì

〈v.p.1
x
, ϕ〉 = v.p.

∫
R

ϕ(x)

x
dx = lim

ε→0

∫
|x|>ε

ϕ(x)

x
dx =

∫
R

ψ(x)

x
dx,

ãäå ψ ïîñòðîåííà â ï.5), ëåæèò â S ′.
7) Äîêàæèòå, ÷òî (ln |x|)′ = v.p. 1

x
.

8) Íàéäèòå ïðîèçâåäåíèå x · v.p. 1
x
;

9) Äîêàæèòå, ÷òî îïðåäåëåíèå êîìïîçèöèè f(ξ) êîððåêòíî, ò.å. äåéñòâèòåëüíî ççà-
äàåò ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë íà S.
10) Äîêàæèòå, ÷òî δ0(x − a) = δa(x) � äåëüòà�ôóíêöèÿ, ñîñðåäîòî÷åííàÿ â òî÷êå a,
ò.å. 〈δa, ϕ〉 = ϕ(a).
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Ëåêöèÿ 10. Ðàáîòà ñ îáîáùåííûìè ôóíêöèÿìè: òðåíè-

ðîâêà

Ïðèìåð 39. Íàéäèòå ïðåäåë â S ′ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè fε(x) = 1
ε
I[−ε,ε](x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîé ϕ ∈ S èìååì

〈fε, ϕ〉 = 〈fε, ϕ(x)− ϕ(0)ω−2,−1,1,2〉+ ϕ(0)〈fε, ω−2,−1,1,2〉.

Â ïåðâîì èíòåãðàëå ïîëó÷èì

1

ε

∫ ε

−ε
(ϕ(x)− ϕ(0)) dx =

1

ε

∫ ε

−ε
o(1) dx = o(1).

Âòîðîé èíòåãðàë ðàâåí
ϕ(0)

ε

∫ ε

−ε
dx = 2ϕ(0).

Îòâåò: ïðåäåë ðàâåí 2δ0(x).

Îïðåäåëèì íîâûå îáîáùåííûå ôóíêöèè〈
1

x± i0
, ϕ

〉
= lim

ε→±0

∫
R

ϕ(x)

x+ iε
dx

Ïðèìåð 40. Äîêàæèòå ôîðìóëû Ñîõîöêîãî

1

x± i0
= v.p.

1

x
∓ iπδ0(x).

Ðåøåíèå. Ïî îäíîìó èç ïðåäûäóùèõ óïðàæíåíèé, ϕ(x) = xψ(x) + ϕ(0)ω−2,−1,1,2(x). Òîãäà∫
R

ϕ(x)

x+ iε
dx =

∫
x∈R

x

x+ iε
ψ(x) dx+ ϕ(0)

∫ 1

−1

ω(x)

x+ iε
dx.

Â ïåðâîì èíòåãðàëå äðîáü îãðàíè÷åíà è ìîæíî óñòðåìèòü ε ê íóëþ. Ïîëó÷èì∫
R ψ(x) = 〈v.p. 1

x
, ϕ〉 (ñì. óïðàæíåíèå 11.6). Òàê æå ìîæíî ðàññóæäàòü è âî âòîðîì èí-

òåãðàëå, íî òîëüêî âíå òî÷êè x = 0. Òîãäà â ïðåäåëå ìîæíî îòáðîñèòü èíòåãðèðîâàíèå ïî
x ∈ [−2,−1] ∪ [1, 2]. Îñòàíåòñÿ∫ 1

−1

dx

x+ iε
= ln(1 + iε)− ln(1− iε)→ −iπ

(âûáèðàåì âåòâü ëîãàðèôìà â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè).

Ïðèìåð 41. Íàéäèòå ïðåäåë â S ′ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè einx

x−i0 ïðè n→ +∞.
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Ðåøåíèå. Ïî ïðàâèëó óìíîæåíèÿ îáîáùåííîé ôóíêöèè íà ãëàäêóþ,

〈 e
inx

x− i0
, ϕ〉 = 〈 1

x− i0
, einxϕ(x)〉 = 〈v.p.1

x
, einxϕ(x)〉+ iπϕ(0).

Ðàçëîæèì ϕ(x) = ϕ(0)ω−2,−1,1,2(x) + xψ(x). Ïîëó÷èì

〈v.p.1
x
, einxϕ(x)〉 =

∫
R
einxψ(x) dx+ ϕ(0) v.p.

∫ 2

−2

ω−2,−1,1,2(x)einx

x
dx.

Â ïåðâîì èíòåãðàëå ïðîèíòåãðèðóåì ïî ÷àñòÿì è, ïîñêîëüêó ψ ∈ S, ψ(±∞) = 0, òî ïîëó-
÷èì

i

n

∫
R
einxψ′(x) dx→ 0 ïðè n→∞.

Âî âòîðîì èíòåãðàëå ðàçëîæèì ýêñïîíåíòó ïî ôîðìóëå Ýéëåðà è ñîêðàòèì èíòåãðàë
íå÷åòíîé ôóíêöèè. Îñòàíåòñÿ

iϕ(0)

∫ 2

−2

ω−2,−1,1,2(x) sin(nx)

x
dx.

Íà îòðåçêàõ [−2,−1] è [1, 2] ìîæíî èíòåãðèðîâàòü ïî ÷àñòÿì:∫ −1

−2

cos(nx)

n

(ω−2,−1,1,2

x

)′
dx→ 0.

Îñòàåòñÿ èíòåãðàë

iϕ(0)

∫ 1

−1

sinnx

x
dx = iϕ(0)

∫ n

−n

sin y

y
dy → iπϕ(0).

Îòâåò: ïðåäåë ðàâåí 2iπδ0(x).

Ïðèìåð 42. Íàéäèòå âñå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè f(x) = sin xθ(x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîé òåñòîâîé ϕ ∈ S

〈f ′, ϕ〉 = −〈f, ϕ′〉 = −
∫ ∞

0

sinxϕ′(x) dx =

= − sinxϕ(x)|+∞0 +

∫ +∞

0

cosxϕ(x) dx =

∫ +∞

0

cosxϕ(x) dx.

ò.å. f ′(x) = g(x) = cos xθ(x). Äàëåå,

〈g′, ϕ〉 = −〈g, ϕ′〉 = −
∫ ∞

0

cosxϕ′(x) dx =

= − cosxϕ(x)|+∞0 −
∫ +∞

0

sinxϕ(x) dx = ϕ(0)−
∫ +∞

0

sinxϕ(x) dx,

ò.å. g′(x) = δ0(x)− sinxθ(x). Äàëåå ïðîöåññ ïîíÿòåí.
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Ðåøàÿ óðàâíåíèÿ â îáîáùåííûõ ôóíêöèÿõ, âàæíî ïîìíèòü äâà ïðèíöèïà:
óðàâíåíèå y′(x) = 0 èìååò îáùåå ðåøåíèå y(x) = C,
óðàâåíåíèå xy(x) = 0 èìååò îáùåå ðåøåíèå y(x) = Cδ0(x).

Ïðèìåð 43. Íàéäèòå îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ xy′ = 1 â îáîáùåííûõ ôóíêöèÿõ.

Ðåøåíèå. Ðåøåíèå ëèíåéíîãî íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ � ýòî ñóììà îáùåãî ðåøåíèÿ
îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ è ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ. ×àñòíîå ðåøåíèå íàõîäèì èç ïðåäûäóùèõ
óïðàæíåíèé: âñïîìèíàåì, ÷òî x · v.p. 1

x
= 1, ò.å. y = ln |x|. Îäíîðîäíîå óðàâíåíèå ðåøàåì

òàê: xy′ = 0, çíà÷èò âåçäå, êðîìå òî÷êè íîëü y′ = 0. Çíà÷èò y = C1 +C2θ(x). Ïîäñòàâëÿåì
è âèäèì, ÷òî âñå ýòè ôóíêöèè ïîäõîäÿò.

Ìû íàó÷èëèñü íåêîòîðûì îïåðàöèÿì ñ îáîáùåííûìè ôóíêöèÿìè (ñëîæåíèå, óìíîæå-
íèå íà ãëàäêèå ôóíêöèè, äèôôåðåíöèðîâàíèå è çàìåíà ïåðåìåííîé). Íàì ïîòðåáóþòñÿ
åùå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, ñâåðòêà è óìíîæåíèå ôóíêöèé ðàçíûõ ïåðåìåííûõ.

Îïðåäåëåíèå 25. Åñëè f ñóììèðóåìà íà R, òî îïðåäåëåíî åå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå f̂
� íåïðåðûâíàÿ è îãðàíè÷åííàÿ íà R ôóíêöèÿ. Òîãäà

∀ϕ ∈ D : 〈f̂(λ), ϕ(λ)〉 =

∫
R

∫
R
f(x)e−iλx dxϕ(λ) dλ =

=

∫
R
f(x)

∫
R
e−iλxϕ(λ) dλ dx =

∫
R
f(x)ϕ̂(x) dx = 〈f, ϕ̂〉.

Òîãäà óæå äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f îïðåäåëèì åå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå êàê ôóíêöè-
îíàë, êîòîðûé êàæäîé òåñòîâîé ôóíêöèè ϕ ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëî

〈f̂ , ϕ〉 := 〈f, ϕ̂〉.

Çäåñü âîçíèêàåò, îäíàêî, ñëåäóþùàÿ ïðîáëåìà: íàäî âíà÷àëå ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîé
ϕ ∈ S ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ϕ̂ ∈ S, ïðè÷åì ñõîäèìîñòü ϕn → ϕ â S âëå÷åò ñõîäèìîñòü
ϕ̂n → ϕ̂ â S.

Òåîðåìà 13. Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå � ýòî èîçîìîðôèçì ïðîñòðàíñòâà S íà ñåáÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû çíàåì, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïåðåâîäèò xf(x) â if̂ ′(λ). Ìû çíà-
åì, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïåðåâîäèò f ′(x) â iλf̂(λ). Òîãäà

‖ϕ̂‖j,k ≤ ‖ϕ‖0,j + ‖ϕ‖k,j.

Ìû ïðîâåðèëè, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå ïåðåâîäèò f ∈ S â f̂ ∈ S è ñîõðàíÿåò ñõîäèìîñòü.
Òåïåðü âñïîìíèì òåîðåìó îá îáðàòíîì ïðåîáðàçîâàíèè Ôóðüå (ôóíêöèè èç S, êîíå÷íî,
ãåëüäåðîâû). Òåîðåìà óòâåðæäàåò, ÷òî ¾îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, âçÿòîå îò ïðÿ-
ìîãî, äàåò íà÷àëüíóþ ôóíêöèþ¿. Ýòî îçíà÷àåò èíúåêòèâíîñòü ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå. Íî
îáðàòíîå è ïðÿìîå ïðåîáðàçîâàíèÿ îòëè÷àþòñÿ âñåãî ëèøü çàìåíîé x íà −x. Çíà÷èò ¾ïðÿ-
ìîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, âçÿòîå îò îáðàòíîãî, äàåò íà÷àëüíóþ ôóíêöèþ¿. Ýòî îçíà÷àåò
ñþðúåêòèâíîñòü.
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Ïðèìåð 44. Íàéäåì ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè δa(x).
Ïî îïðåäåëåíèþ

〈δ̂a, ϕ〉 = 〈δa, ϕ̂〉 = ϕ̂(a) =

∫
R
ϕ(x)e−iax dx = 〈e−iax, ϕ〉,

ò.å. δ̂a = e−iax.

Îïðåäåëåíèå 26. Åñëè f ñóììèðóåìà íà R, à ϕ ∈ S, òî îïðåäåëåíà ñâåðòêà

g(x) = (f ∗ ϕ)(x) =

∫
R
f(y)ϕ(x− y) dy

Ýòà ôóíêöèÿ ñóììèðóåìà íà R, òàê êàê∫
R
|g(x)| dx ≤

∫
R

∫
R
|f(y)||ϕ(x− y)| dy dx =

∫
R
|f(y)| dy

∫
R
|ϕ(z)| dz.

Åñëè ïîðîäèòü ôóíêöèîíàë ôóíêöèåé g, òî ïîëó÷èì

〈g, ψ〉 =

∫
R
g(x)ψ(x) dx =

∫
R
f(y)

∫
R
ψ(x)ϕ(x− y) dx dy = 〈f(x), ψ(x) ∗ ϕ(−x)〉.

Îïðåäåëèì òåïåðü ñâåðòêó ëþáûõ g ∈ S ′ è ϕ ∈ S êàê ôóíêöèîíàë èç S ′, êîòîðîé êàæäîé
òåñòîâîé ôóíêöèè ψ ñîïîñòàâëÿåò ÷èñëî 〈f, ψ(x) ∗ ϕ(−x)〉.

Äëÿ êîððåêòíîñòè íàäî ïðîâåðèòü, ÷òî ñâåðòêà ψ(x) ∗ ϕ(−x) ëåæèò â S è íå íàðóøàåò
ñõîäèìîñòü: åñëè ψn → ψ â S, òî ψn ∗ ϕ(−x)→ ψ ∗ ϕ(−x) â S. Âñïîìíèì ôàêò èç ìàòåìà-
òè÷åñêîãî àíàëèçà: ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îò ñâåðòêè � ýòî ïðîèçâåäåíèå ïðåîáðàçîâàíèé
Ôóðüå. Çíàÿ óæå, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå åñòü èçîìîðôçèì ïðîñòðàíñòâà S, ïðèõîäèì
ê ñëåäóþùåìó âîïðîñó.

Ïðèìåð 45. Íàéäåì ñâåðòêó δ0(x) ñ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèåé ϕ ∈ S.
Ïî îïðåäåëåíèþ

∀ψ ∈ S : 〈δ0 ∗ ϕ, ψ〉 = 〈δ0, ψ(x) ∗ ϕ(−x)〉 = ψ(x) ∗ ϕ(−x)|x=0 =

=

∫
R
ψ(y)ϕ(y − x) dy|x=0 =

∫
R
ψ(y)ϕ(y) dy = 〈ϕ, ψ〉,

ò.å. δ0(x) ∗ ϕ(x) = ϕ(x). Çà ýòî ñâîéñòâî ôóíêöèþ δ0 íàçûâàþò ñâåðòî÷íîé åäèíèöåé.

×òîáû èñêàòü ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îáîáùåííûõ ôóíêöèé ïîëåçíî ïîìíèòü íåñêîëüêî
ïðîñòûõ ïðàâèë:

1) Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îò ïðîèçâîäíîé f̂ ′(x)(λ) ðàâíî iλf̂(λ)

2) Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå (̂xf(x))(λ) ðàâíî i d
dλ
f̂(λ)

3) Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îò ñäâèãà ̂f(x+ a)(λ) ðàâíî eiaλf̂(λ)

4) Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ̂f(x)eiax(λ) åñòü f̂(λ− a)
5) Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ÷åòíîé ôóíêöèè ÷åòíî, à íå÷åòíîé � íå÷åòíî
6) Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïðîèçâåäåíèÿ åñòü ñâåðòêà ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå.
Åùå ïîëåçíî ïîìíèòü òàáëèöó ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå, êîòîðûå âñòðå÷àþòñÿ ÷àñòî. Ìû
óæå çíà÷åì, ÷òî δ̂0 = 1.
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Ïðèìåð 46. Íàéäèòå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèé 1, eiax, θ(x), sinx è θ(x) · sinx.

Ðåøåíèå. Ðàç δ̂0 = 1, òî 1̌ = δ0. Íî îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îòëè÷àåòñÿ îò ïðÿ-
ìîãî êîýôôèöèåíòîì (2π)−1 è ñìåíîé çíàêà ôóíêöèè: ˇf(x) = (2π)−1 ˆf(−x). Ïîñêîëüêó
1(−x) = 1, òî 1̂ = 2πδ0(λ).

Óìíîæèì 1 íà eiax. Ïîëó÷èì êiax = 2πδ0(λ− a) = 2πδa(λ).

Âîçüìåì ïðîèçâîäíóþ θ′(x) = δ0(x). Çíà÷èò, θ̂′(x) = 1 = iλθ̂(x). Îñòàåòñÿ ðå-
øèòü ýòî óðàâíåíèå. ×àñòíîå ðåøåíèå −i v.p. 1

λ
óãàäûâàåòñÿ ñðàçó. Îäíîðîäíîå óðàâíå-

íèå, êàê ìû çíàåì, èìååò ðåøåíèå Cδ0(λ). Èòàê, θ̂(x) = −i v.p. 1
λ

+ Cδ0(λ). Êîíñòàíòó,
îäíàêî, íàäî íàéòè � íåîïðåäåëåííîñòü âîçíèêëà ñ ñàìîãî íà÷àëà, ïîñëå âçÿòèÿ ïðî-
èçâîäíîé. Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ θ(x) − 1

2
íå÷åòíà. Òîãäà è åå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå

̂θ(x)− 1
2

= −i v.p. 1
λ

+ (C − π)δ0(λ) íå÷åòíî, ò.å. C = π. Èòàê, ïðèìåíÿÿ åùå ôîðìóëó
Ñîõîöêîãî,

θ̂(x) = −i v.p.1
λ

+ πδ0(λ) =
−i

λ− i0
.

Ïðåäñòàâèì sinx = eix−e−ix
2i

. Òîãäà

ŝinx =
1

2i

(
êix − ê−ix

)
= iπ (δ−1(λ)− δ1(λ)) .

Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïðîèçâåäåíèÿ θ(x) sinx åñòü ñâåðòêà

−i 1

λ− i0
∗ (iπδ−1(λ)− iπδ1(λ)) .

Ñâåðòêà ñ δa(λ) äàåò ñäâèã àðãóìåíòà ôóíêöèè:

δa(λ) ∗ ϕ(λ) =

∫
R
δa(µ)ϕ(λ− µ) dµ = ϕ(λ− a).

Òîãäà
̂θ(x) · sinx =

π

λ+ 1− i0
− π

λ− 1− i0
.

Ëþáóþ íåãëàäêóþ ôóíêöèþ ìîæíî ¾íåìíîãî ïîäïðàâèòü¿ è ïðåâðàòèòü â áåñêîíå÷-
íî ãëàäêóþ. Äëÿ ýòîãî íàì ïðèãîäÿòñÿ ñëåäóþùèå ôóíêöèè. Âîçüìåì øàïî÷êó ϕ−1,1(x),
ñîñðåäîòî÷åííóþ íà îòðåçêå [−1, 1], ñîæìåì åå íà îòðåçîê [−ε, ε], âçÿâ ϕ−1,1(x/eps) è óìíî-
æèì íà êîýôôèöèåíò kε òàê, ÷òîáû∫ ε

−ε
kϕ−1,1

(x
ε

)
dx = 1.

Ïðèìåð 47. Ïóñòü f ∈ C[a, b] è ðàâíà íóëþ â êîíöàõ îòðåçêà. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îíà
îïðåäåëåíà íóëåì âíå îòðåçêà. Ðàññìîòðèì ñâåðòêó fε(x) =

∫
R f(t)ωε(x− t) dt. Äîêàæè-

òå, ÷òî fε ∈ S è fε → f ðàâíîìåðíî íà R ïðè ε→ 0.
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Ðåøåíèå. Äèôôåðåíöèðóåì èíòåãðàë ïî ïàðàìåòðó (âíà÷àëå ôîðìàëüíî)

f ′ε(x) =

∫
R
f(t)ω′ε(x− t) dt.

Çíàåì, ÷òî ωε áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìà, çíà÷èò íîâûé èíòåãðàë ñõîäèòñÿ, ïðè÷åì

|f ′ε(x)| ≤ max
[−ε,ε]
|ω′ε(y)| ·

∫ x+ε

x−ε
|f(t)| dt ≤ C

∫ b

a

|f(t)| dt

Çíà÷èò èíòåãðàë ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ïî x è íàøå äèôôåðåíöèðîâàíèå çàêîííî. Àíàëî-
ãè÷íî, f ′′ε (x) =

∫
R f(t)ω′′ε (x−t) dt è òàê ñî âñåìè ïðîèçâîäíûìè. Ìû äîêàçàëè, ÷òî ôóíêöèè

fε áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìû, à

f (n)(x) =

∫
R
f(t)ω(n)

ε (x− t) dt.

Çàìåòèì, ÷òî ïîä èíòåãðàëîì ñòîèò íîëü ïðè t /∈ [a, b] è ïðè |x− t| > ε. Çíà÷èò, èíòåãðàëû
ðàâíû íóëþ ïðè âñåõ x < a−ε è ïðè âñåõ x > b+ε. Çíà÷èò, âñå ïðîèçâîäíûå f (n) ôèíèòíû,
ò.å. f ∈ S.

Âòîðàÿ ÷àñòü çàäà÷è: äîêàçàòü ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü fε → f . Èìååì

fε(x)− f(x) =

∫
R
f(t)ωε(x− t) dt−

∫
R
f(x)ωε(x− t) dt =

=

∫
R
(f(x− y)− f(x))ωε(y) dy =

∫ ε

−ε
(f(x− y)− f(x))ωε(y) dy

Òîãäà
sup
x∈R
|fε(x)− f(x)| ≤ max

x∈[a−ε,b+ε], |y|<ε
|f(x− y)− f(x)| → 0

â ñèëó ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè.

Îïðåäåëèì íàêîíåö ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ ôóíêöèé f(x) è g(y) èç S ′ � àíàëîã
ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ f(x)g(y). Ïðîñòî ïîëîæèì äëÿ ëþáîé òåñòîâîé ôóíêöèè äâóõ
ïåðåìåííûõ ϕ(x, y) ∈ S(R2)

〈f(x)g(y), ϕ〉 := 〈f(x), 〈g(y), ϕ(x, y)〉〉

(çàïèñûâàåì äâîéíîé èíòåãðàë ÷åðåç ïîâòîðíûé).

Ïðèìåð 48. Ïóñòü ϕ ∈ S. Íàéäåì ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ϕ(x)δ0(y).
Ïî îïðåäåëåíèþ, äëÿ ëþáîé ψ ∈ S(R2) èìååì

〈ϕ(x)δ0(y), ψ(x, y)〉 = 〈ϕ(x), 〈δ0(y), ψ(x, y)〉〉 = 〈ϕ(x), ψ(x, 0)〉 =

∫
R
ϕ(x)ψ(x, 0) dx.

Òàêóþ îáîáùåííóþ ôóíêöèþ íàçûâàþò δ�ôóíêöèåé, ñîñðåäîòî÷åííîé íà ïðÿìîé y = 0 ñ
ðàñïðåäåëåíèåì ϕ(x).
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Óïðàæíåíèå 12. 1. Íàéäèòå ïðåäåëû â S ′

ε

x2 + ε2
,

1

2
√
πε
e−x

2/(4ε),
1

x
sin

x

ε
,

1

εx2
sin2 x

ε
.

2. Íàéäèòå ïðåäåëû â S ′ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

e−inx

x− i0
,

einx

x+ i0
,

e−inx

x+ i0
, njeinx.

3. Íàéäèòå âñå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèé

cosx · θ(x), x2I[−1,1](x), 1 + xI[0,1](x) + x2I[1,+∞)(x),

(x+ 1)2I[0,1](x) + (x2 + 1)I[1,+∞)(x), sinx · I[−π,π](x).

4. Íàéäèòå îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèé â îáîáùåííûõ ôóíêöèÿõ

xy′ = v.p.
1

x
, x2y′ = 0, x2y′ = 1, y′′ = δ(x), (x+ 1)y′′ = 0, (x+ 1)2y′′ = 0.

5. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ψ̂(λ) è ϕ̂(−λ) ëåæèò â S è åñëè ψ̂n → ψ̂ â S, òî
ψ̂nϕ̂(−λ)→ ψ̂ϕ̂(−λ).
6. Íàéäèòå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèé v.p. 1

x
, ln |x|, signx, |x|, 1

1+x2
, arctg x.
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Ëåêöèÿ 11. Ôóíäàìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ

Íàäî ñêàçàòü åùå íåñêîëüêî ñëîâ ïðî íîñèòåëü ôóíêöèé. Ìû ïîíèìàåì, ÷òî òàêîå íîñè-
òåëü îáû÷íîé ôóíêöèè � òå òî÷êè, ãäå îíà íå ðàâíà íóëþ, íî êàê ïåðåíåñòè ýòî ïîíÿòèå
íà îáîáùåííûå ôóíêöèè. Ñêàæåì òàê: îáû÷íàÿ ôóíêöèÿ f òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ
íà èíòåðâàëå (a, b), â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîé òåñòîâîé ôóíêöèè ϕ èíòåãðàë∫ b
a
f(x)ϕ(x) dx = 0 (îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî äëÿ ðàçðûâíûõ ôóíêöèé f ýòî åñòü ðàâåíñòâî

íóëþ ïî÷òè âñþäó íà (a, b)). Òîãäà ëîãè÷íî íàçâàòü íîñèòåëåì ôóíêöèè f äîïîëíåíèå â R
ê ìíîæåñòâó âñåõ èíòåðâàëîâ, ãäå f ≡ 0. Íàçîâåì ýòî ìíîæåñòâî supp f .

Ïðèìåð 49. Äîêàæèòå, ÷òî supp sinx = R.
Êàêîé áû èíòåðâàë ìû íå âçÿëè, íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ ϕ ∈ D (íàïðèìåð,
ϕ(x) = sinx · ωa−1,a,b,b+1(x)), äëÿ êîòîðîé∫ b

a

sinxϕ(x) dx =

∫ b

a

sin2(x) dx 6= 0.

Çíà÷èò, íîñèòåëü sinx åñòü âñÿ ÷èñëîâàÿ îñü.

Îïðåäåëåíèå 27. Ñêàæåì, ÷òî îáîáùåííàÿ ôóíêöèÿ f ∈ S ′ ðàâíà íóëþ íà èíòåðâà-
ëå (a, b), åñëè äëÿ ëþáîé òåñòîâîé ôóíêöèè ϕ ñ íîñèòåëåì suppϕ ⊂ (a, b) âûïîëíåíî
〈f, ϕ〉 = 0. Íîñèòåëåì ôóíêöèè f ííàçîâåì äîïîëíåíèå ê îáúåäèåíèþ âñåõ òàêèõ èíòåð-
âàëîâ.

Ïðèìåð 50. Äîêàæèòå, ÷òî supp δ0(x) = {0}, ò.å. ÷òî äåëüòà�ôóíêöèÿ ðàâíà íóëþ
âåçäå, êðîìå òî÷êå x = 0.
Âîçüìåì òåñòîâóþ ôóíêöèþ ñ íîñèòåëåì â èíòåðâàëå (a, b), ãäå b > a > 0. Òîãäà ϕ(0) = 0
è 〈δ0, ϕ〉 = 0. Àíàëîãè÷íî, åñëè a < b < 0. Îáúåäèíåíèå âñåõ èíòåðâàëîâ ïåðâîãî òèïà
äàåò (0,+∞), à âòîðîãî (−∞, 0). Çíà÷èò, supp δ0 = {0}.

Âåðåìñÿ ê ðåøøåíèþ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ñ ïîìîùüþ ôóíäàìåííòàëü-
íûõ ðåøåíèé. Ïîñìîòðèì íà ñèòóàöèþ ñ áîëåå îáùåé òî÷êè çðåíèÿ. Ìû èñïîëüçîâàëè
ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå äëÿ ðåøåíèÿ îäíîðîäíîé çàäà÷è Êîøè ut = uxx. ×òî ìîæíî
ñêàçàòü î ðåøåíèè íåîäíîðîäíîé çàäà÷è ut = uxx + f(x, t), u(x, 0) = ϕ(x)? Îòâåò íàì
èçâåñòåí

u(x, t) =
1

2
√
πt

∫
R
ϕ(y)e−

(y−x)2
4t dy +

∫
R

∫ t

0

1

2
√
π(t− s)

f(y, s)e−
(y−x)2
4(t−s) dy ds.

Îêàçûâàåòñÿ, âòîðîå ñëàãàåìîå òîæå åñòü ñâåðòêà, òîëüêî ïðîâîäèòñÿ îíà ïî äâóì ïåðå-
ìåííûì:

u(x, t) =

∫
R
ϕ(y)E(y − x, t) dx+

∫
R

∫
R
f(y, s)θ(s)E(y − x, t− s) dy ds.

Áîëåå òîãî, ýòîìó îòâåòó ìîæíî ïðèäàòü ôîðìó

u(x, t) =

∫∫
R2

(ϕ(y)δ0(s) + f(y, s)θ(s))E(y − x, t− s) dy ds =
(
ϕ(x)δ0(t) + f(x, t)θ(t)

)
∗ E(x, t)
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(ìû èñïîëüçóåì äåëüòà�ôóíêöèþ ïî ïåðåìåííîé t è ïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî∫
R f(ξ)δ0(ξ) dξ = f(0)). Â ðåçóëüòàòå òàêîãî ïðèåìà ïðîïàäàåò ðàçíèöà ìåæäó ïåðå-
ìåííûìè t è x, è ìåòîä ðåøåíèÿ ñòàíîâèòñÿ áîëåå îáùèì.

Íàäî òîëüêî ïåðåäåëàòü îïðåäåëåíèå ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ òàê, ÷òîáû íà÷àëüíûå
äàííûå â íåì íå èñïîëüçîâàëèñü. Ýòî ëåãêî: óñëîâèå u(x, 0) = δy(x) ìîæíî òðàêòîâàòü òàê:
u(x, t) = δy(x)δ0(t) (â îäèí åäèíñòâåííûé ìîìåíò t = 0 äàí îäèí òî÷å÷íûé èñòî÷íèê â òî÷êå
y). Ïðîâåðèì: ðåøèì çàäà÷ó

ut = uxx + δ0(x)δ0(t), x, t ∈ R

áåç âñÿêèõ óñëîâèé. Ñäåëàâ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî îáåèì ïåðåìåííûì, ïîëó÷èì

iτ û(λ, τ) = −λ2û(λ, τ) + 1, û(λ, τ) =

∫∫
R2

u(x, t)e−i(λx+τt) dx dt.

Îòñþäà

û(λ, τ) =
1

iτ + λ2
, E(x, t) =

1

(2π)2

∫∫
R2

eiλx+iτt

iτ + λ2
dλ dτ

(êîýôôèöèåíò 2π â îáðàòíîì ïðåîáðàçîâàíèè Ôóðüå âîçíèêàåò ïî îäíîìó ðàçó èç êàæäîãî
èíòåãðàëà). Äàëåå ïîëó÷àåì óïðàæíåíèå ïî êîìïëåêñíîìó àíàëèçó

1

(2π)2

∫
R
eiλx

(∫
R

eiτt

iτ + λ2
dτ

)
dλ.

Âíóòðåííèé èíòåãðàë ñ÷èòàåì çàìûêàíèåì êîíòóðà ïî ïîëóîêðóæíîñòè, âû÷èñëÿÿ âû÷åòû
è èñïîëüçóÿ ëåììó Æîðäàíà. Ïðè t > 0 êîíòóð çàìûêàåì â âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü è
ïîëó÷àåì ∫

R

eiτt

iτ + λ2
dτ = 2πi res

τ=iλ2

eiλt

iτ + λ2
= 2πe−tλ

2

.

Ïðè t < 0 êîíòóð çàìûêàåì â íèæíþþ ïîëóïëîñêîñòü è èíòåãðàë ðàâåí íóëþ. Òîãäà

E(x, t) = θ(t)
1

2π

∫
R
eiλx−tλ

2

dλ = θ(t)
e−x

2/(4t)

2π
√
t

∫
R−ix/(2

√
t)

e−z
2

dz =
e−x

2/(4t)

2
√
πt

θ(t).

Ïîëó÷èëè îæèäàåìûé îòâåò.

Âûâîä: ìû ïîëó÷èëè ìîùíûé óíèâåðñàëüíûé èíñòðóìåíò äëÿ ðåøåíèÿ ïðî-
èçâîëüíûõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ó ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Àëãîðèòì ðåøåíèÿ
î÷åíü ïðîñòîé: ïèøåì óðàâíåíèå ñ ïðàâîé ÷àñòüþ, ðàâíîé äåëüòà�ôóíêöèè. Íàõîäèì ðå-
øåíèå E . Òîãäà îáùåå ðåøåíèå áóäåò ïîëó÷åíî â âèäå ñâåðòêè ñóììû ïðàâîé ÷àñòè è
íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ ñ ôóíêöèåé E . Ìåòîä ïðèìåíèì íå òîëüêî ê óðàâíåíèÿì â ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ, íî è ê ÎÄÓ.

Ïðèìåð 51. Íàéäåì ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå E îïåðàòîðà L = d2

dx2
+ 4 d

dx
è ðåøèì ñ

ïîìîùüþ íåãî óðàâíåíèå Lu = f íà âñåé îñè x ∈ R.
Èìååì E ′′(x) + 4E ′(x) = δ0(x). Äîìíîæèì óðàâíåíèå íà e4x è ïîëó÷èì
(E ′(x)e4x)

′
= δ0(x)e4x = δ0(x). Èíòåãðèðóåì

E ′(x)e4x =

∫ x

−∞
δ0(y) dy + C1 = θ(x) + C1.
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Óìíîæàåì íà e−4x è ñíîâà èíòåãðèðóåì

E(x) =

∫ x

0

(θ(y) + C1)e−4y dy + C2 = C2 +
C1

4
− C1

4
e−4x − 1

4
θ(x)e−4x.

È êàêèå òåïåðü áðàòü êîíñòàíòû? Ýòîãî ñëåäîâàëî îæèäàòü � ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøå-
íèå îïðåäåëåíî íåîäíîçíà÷íî, ñ òî÷íîñòüþ äî ðåøåíèÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ. Ïîñêîëüêó
ìû õîòèì åãî çàòåì ñâîðà÷èâàòü ñ ïðàâîé ÷àñòüþ, òî ëîãè÷íî âçÿòü òî, êîòîðîå ìàê-
ñèìàëüíî õîðîøî óáûâàåò íà ±∞. Òîãäà E(x) = −1

4
θ(x)e−4x, à ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

Lu = f ïðèíèìàåò âèä

u0(x) = E ∗ f = −1

4

∫
R
f(y)θ(x− y)e−4(x−y) dy = −e

−4x

4

∫ x

∞
f(y)e4y dy.

Îáùåå ðåøåíèå

u(x) = A1 + A2e
−4x − e−4x

4

∫ x

∞
f(y)e4y dy.

Âîïðîñ: ïðè âûâîäå ôîðìóëû Ïóàññîíà � ãäå ìû ïîòåðÿëè íåîäíîçíà÷íîñòü ôóíäà-
ìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ? Âåäü, íàïðèìåð, ôóíêöèÿ eix−t ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì îäíîðîäíîãî
óðàâíåíèÿ, à ìû åå íå íàøëè.

Ôóíäàìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ ìîæíî íàõîäèòü è â çàäà÷àõ ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Òî-
ãäà ýòè ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ âêëþ÷àþòñÿ â îïðåäåëåíèå ôóíêöèè E (òàê æå, êàê â ïîñëåäíåì
ïðèìåðå ìû äîáàâèëè óñëîâèå óáûâàíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè). Òîëüêî çäåñü (èç-çà òîãî, ÷òî
ìû èìååì äåëî ñ ÷àñòüþ ïðîñòðàíñòâà) íàäî èñêàòü ýòî ðåøåíèå äëÿ ïðàâîé ÷àñòè δy(x),
âàðüèðóÿ çàòåì ïàðàìåòð y (çàïèñûâàÿ èíòåãðàë ïî y) âèäà u(x) =

∫
R E(x, y)f(y) dy.

Ïðèìåð 52. Íàéäèòå ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå äëÿ îïåðàòîðà Lu = −u′′ + a2u, a > 0
� ïàðàìåòð, ñ êðàåâûìè óñëîâÿèìè Äèðèõëå u(0) = u(π) = 0. Ñ ïîìîùüþ íåãî çàïèøèòå
îáùåå ðåøåíèå çàäà÷è Lu = f .
Çàïèøåì óðàâíåíèå

−u′′ + a2u = δy(x), y ∈ (0, π).

Ñíà÷àëà ïðèêèíåì êëàññ ãëàäêîñòè ôóíêöèè u. Âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïîíèæàåò ãëàä-
êîñòü ôóíêöèè íà 2 åäèíèöû, à ñëàãàåìîå a2u ãëàäêîñòü ôóíêöèè íå ìåíÿåò (ò.å. íîñèò
ïîä÷èíåííûé õàðàêòåð). Çíà÷èò, u íàäî èñêàòü â êëàññå ôóíêöèé, ïîëó÷åííûõ äâîéíûì
èíòåãðèðîâàíèåì äåëüòà�ôóíêöèè Äèðàêà. Ìû çíàåì, ÷òî ïåðâàÿ ïåðâîîáðàçíàÿ åñòü
θ(x) (ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà), à âòîðàÿ ðàâíà x+ (ôóíêöèÿ x ïðè x > 0 è íîëü ïðè x < 0).
Çíà÷èò u íåïðåðûâíà, íî åå ïðîèçâîäíàÿ ìîæåò èìåòü ðàçðûâû.
Âåðíåìñÿ ê óðàâíåíèþ. Áóäåì ðàññóæäàòü òàê: äåëüòà�ôóíêöèÿ ðàâíà íóëþ ïðè x < y.
Çíà÷èò, íà ïîëóèíòåðâàëå x ∈ [0, y) ðåøåíèå èìååò âèä E(x) = A1 sin(ax) + A2 cos(ax).
Àíàëîãè÷íî, íà ïîëóèíòåðâàëå x ∈ (y, π] èìååì E(x) = B1 sin(ax) +B2 cos(ax). Ó÷èòûâàÿ
êðàåâûå óñëîâèÿ, è íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè u, èìååì

E(0) = A2 = 0, E(y − 0) = A1 sin(ay) = E(y + 0) = B1 sin(ay) +B2 cos(ay),

E(π) = B1 sin(πa) +B2 cos(πa) = 0.
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Ïðîèíòåãðèðóåì íàøå óðàâíåíèå ïî èíòåðâàëó (y − ε, y + ε)

u′(y − ε)− u′(y + ε) + a2

∫ y+ε

y−ε
u(x) dx =

∫ y+ε

y−ε
δy(x) = 1.

Óñòðåìèì ε ê íóëþ è ïîëó÷èì

E ′(y − 0)− E ′(y + 0) = 1 = aA1 cos(ay)− (aB1 cos(ay)−B2a sin(ay)) .

Ñîáåðåì òðè óñëîâèÿ â îäíó ñèñòåìó
A1 sin(ay) = B1 sin(ay) +B2 cos(ay),

A1 cos(ay) = B1 cos(ay)−B2 sin(ay) + 1/a,

B1 sin(aπ) +B2 cos(aπ) = 0.

Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ñèñòåìû ðàâåí − sin(aπ), òàê ÷òî ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå
îïðåäåëåíî òîëüêî ïðè a /∈ N. Â ýòîì ñëó÷àå (ðåøàåì ñèñòåìó, íàïðèìåð, ïî ôîðìóëàì
Êðàìåðà)

A1 =
sin a(y − π)

a sin(aπ)
, B1 =

sin(ay) cos(aπ)

a sin(aπ)
, B2 = −sin(ay)

a
.

Òîãäà

E(x, y) =


sin a(y − π) sin(ax)

a sin(aπ)
, ïðè x < y,

sin(ay) sin a(x− π)

a sin(aπ)
, ïðè x > y.

Ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Lu = f ïðè a /∈ N ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ u(x, t) =
∫ π

0
E(x, y)f(y) dy.

Âåðíåìñÿ ê ÷àñòíûì ïðîèçâîäíûì. Íàéäåì ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå äëÿ óðàâíåíèÿ
òåïëîïðîâîäíîñòè â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Íå áóäåì îáñóæäàòü ïî÷åìó, ïðîñòî ïðèìåì
êàê äàííîñòü, ÷òî ýòî óðàâíåíèå èìååò âèä

ut = uxx + uyy + uzz.

Òîãäà íàì íåîáõîäèìî íàéòè ôóíêöèþ E(x, y, z, t) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

ut = uxx + uyy + uzz + δ0(x)δ0(y)δ0(z)δ0(t), x, y, z, t ∈ R.

Ñäåëàâ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî âñåì ÷åòûðåì ïåðåìåííûì, ïîëó÷èì

iτ û = −(λ2 +µ2 +ν2)û+1, û(λ, µ, ν, τ) =
1

(2π)4

∫∫∫∫
R4

u(x, y, z, t)e−i(λx+µy+νz+τt) dxdydzdt.

Ïîëó÷àåì

û =
1

iτ + λ2 + µ2 + ν2

è îñòàåòñÿ ñäåëàòü ÷åòûðå îáðàòíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå. Îïóñêàÿ âû÷èñëåíèÿ, âûïè-
øåì îòâåò

E(x, y, z, t) =
e−(x2+y2+z2)/(4t)

(2
√
πt)3

θ(t).
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Òåîðåìà 14. Ðåøåíèå çàäà÷è â ïðîñòðàíñòâå R3 ïðè t > 0

ut = uxx + uyy + uzz, u|t=0 = ϕ(x, y, z)

ñ íåïðåðûâíîé è îãðàíè÷åííîé ôóíêöèåé ϕ èìååò âèä

u(x, y, z) =
1

(2
√
πt)3

∫∫∫
R3

e−
(x−ξ)2+(y−η)2+(z−ζ)2

4t ϕ(ξ, η, ζ) dξ dη dζ.

Çäåñü u áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìà â R3 × (0,+∞), óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ è
u(x, y, z, t)→ ϕ(x, y, z) ïðè t→ +0 ðàâíîìåðíî íà R3.

Òåîðåìà 15. Ðåøåíèå çàäà÷è

utt = uxx + uyy, (x, y) ∈ R2, t > 0, u(x, y, 0) = ϕ(x, y), ut(x, y, 0) = ψ(x, y)

ïðè óñëîâèè ϕ ∈ C3(R2), ψ ∈ C2(R2), çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

u(x, y, t) =
1

2π

∫∫
(x−ξ)2+(y−η)2≤t2

ϕ(ξ, η)√
t2 − (x− ξ)2 − (y − η)2

dξ dη+

+
1

2π

∂

∂t

∫∫
(x−ξ)2+(y−η)2≤t2

ψ(ξ, η)√
t2 − (x− ξ)2 − (y − η)2

dξ dη.

Ôóíêöèÿ u óäîâëåòâîðÿåò â R2 × (0,+∞) óðàâíåíèþ, ñòðåìèòñÿ ê ϕ(x, y) ïðè t → +0
ïîòî÷å÷íî íà R2, à ut òàêæå ïîòî÷å÷íî ñòðåìèòñÿ ê ψ(x, y).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì âíà÷àëå, ÷òî ϕ è ψ ëåæàò â S(R2). Ñäåëàåì ïðåîáðàçî-
âàíèå Ôóðüå ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì è ïîëó÷èì óðàâíåíèå

ûtt = (λ2 + µ2)û, û(λ, µ, 0) = ϕ̂(λ, µ), ût(λ, µ, 0) = ψ̂(λ, µ).

Ýòî óðàâíåíèå ëåãêî ðåøàåòñÿ

û(λ) = ϕ̂ cos(
√
λ2 + µ2t) + ψ̂

sin(
√
λ2 + µ2t)√
λ2 + µ2

.

Îñòàåòñÿ ñäåëàòü îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå è ïðèìåíèòü ñâîéñòâî ñâåðòêè. Íàäî
òîëüêî íàéòè ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ñèíóñà è êîñèíóñà. Ïåðåéäåì ê ïîëÿðíûì êîîðäèíà-
òàì λ = ρ cos θ, µ = ρ sin θ. Òîãäà

E(x, y, t) =
sign t

16iπ2

∫ 2π

0

∫ +∞

0

(
eitρ − e−itρ

)
eiρ(x cos θ+y sin θ)dρ dθ.

Èíòåãðàëû çäåñü ðàñõîäÿòñÿ è ïîíèìàòü èõ íàäî â ñìûñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå îáîá-
ùåííûõ ôóíêöèé. Â âûðàæåíèè x cos θ + y sin θ ïåðåéäåì ê äîïîëíèòåëüíîìó àðãóìåíòó,
ïîëó÷èâ

√
x2 + y2 sinψ, ãäå ψ ìåíÿåòñÿ îò ψ0 äî 2π+ψ0. Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó ïåðèîäè÷íî-

ñòè, ìîæíî ïîñòàâèòü ïåðåä èíòåãðàëîì ìíîæèòåëü 2 è ñ÷èòàòü, ÷òî ψ ìåíÿåòñÿ îò −π/2
äî π/2. Çàìåíèì sinψ íà ξ ∈ [−1, 1] è îáîçíà÷èì

√
x2 + y2 ÷åðåç r. Ïîëó÷èì

E(x, y, t) =
sign t

8iπ2

∫ 1

−1

∫ +∞

0

(
eitρ − e−itρ

)
eiρrξdρ

dξ√
1− ξ2

.
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Ñ÷èòàÿ t è r ôèêñèðîâàííûìè ÷èñëàìè, à ξ � ïåðåìåííîé âåëè÷èíîé, íàéäåì âíóòðåí-
íèé èíòåãðàë ôóíêöèè ei(t+rξ)ρ ïî ïåðåìåííîé ρ. Âèäèì, ÷òî ýòî åñòü íå ÷òî èíîå, êàê
ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îáîáùåííîé ôóíêöèè θ(ρ) · eitρ, êîòîðîå ðàâíî

−i v.p. 1

rξ − t
+ πδ0(rξ − t).

Àíàëîãè÷íî, âòîðîå ñëàãàåìîå äàåò i v.p.
1

rξ + t
− πδ0(rξ + t), òàê ÷òî

u(x, y, t) =
sign t

8iπ2

∫ 1

−1

(
−i v.p. 1

rξ − t
+ πδ0(rξ − t) + i v.p.

1

rξ + t
− πδ0(rξ + t)

)
dξ√

1− ξ2
.

Äàëåå íàäî ðàññìîòðåòü îòäåëüíî ñëó÷àè t < −r, t ∈ (−r, 0), t ∈ (0, r) è t > r. ×òîáû
ñîêðàòèòü ïåðåáîð, çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ û ÷åòíà ïî âñåì ïåðåìåííûì, çíà÷èò u ÷åòíà
ïî t è ìîæíî ðàññìîòðåòü òîëüêî äâà ïîñëåäíèõ ñëó÷àÿ.

Åñëè t > r, òî èíòåãðàëû îò äåëüòà�ôóíêöèé ðàâíû íóëþ, v.p. ìîæíî óáðàòü è ïîëó÷àåì

u(x, y, t) =
1

4π2r

∫ 1

−1

(
1

ξ + t/r
− 1

ξ − t/r

)
dξ√

1− ξ2
=

1

4π2r
· 2π√

t2/r2 − 1
=

1

2π
√
t2 − r2

(ñì., íàïðèìåð, çàäà÷íèê Åâãðàôîâà ïî àíàëèòè÷åñêèì ôóíêöèÿì, íîìåð 28.25.17 à)). Ïðè
t ∈ (0, r) èíòåãðàëû îò äåëüòà�ôóíêöèé ñîêðàùàþòñÿ è

u(x, y, t) =
1

4π2r
v.p.

∫ 1

−1

(
1

ξ + t/r
− 1

ξ − t/r

)
dξ√

1− ξ2
= 0

(òîò æå íîìåð, ïóíêò á)). Ïîëó÷èëè îòâåò

E(x, y, t) =
θ(t− r)

2π
√
t2 − r2

, ãäå r =
√
x2 + y2.

Îòñþäà ñðàçó ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå òåîðåìû äëÿ ϕ, ψ ∈ S. Òåïåðü ïî íåïðåðûâíîñòè
ïðîäîëæàåì ôîðìóëó íà ñëó÷àé C2 è C3 ôóíêöèé: çäåñü ïîäðîáíîñòè îïóñêàåì.

Óïðàæíåíèå 13. 0. Íàéäèòå íîñèòåëü ôóíêöèè v.p. 1
x
.

Íàéäèòå ôóäàìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ (âûáèðàÿ òå, êîòîðûå óáûâàþò íà áåñêîíå÷íîñòè)
äëÿ îïåðàòîðîâ
1. Lu = u′′ − 4u′ + 5u;
2. Lu = u′′′ − 3u′′ + 2u′;
3. Lu = u(4) − 2u′′ + u.
Íàéäèòå ôóíäàìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ äëÿ îïåðàòîðîâ
4. Lu = −u′′, u(0) = u(1) = 0, x ∈ [0, 1];
5. Lu = −u′′, u(0) = u′(0) = 0 (çàäà÷à Êîøè), x ∈ [0,+∞);
6. Lu = −x2u′′ − 2xu′, u′(1) = 0, u(2) = 0, x ∈ [1, 2];
7. Lu = −(1 + x2)u′′ − 2xu′, u(0) = u′(0), u(1) = 0, x ∈ [0, 1].
8. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå îïåðàòîðà Lu = ut − uxx − uyy â R2 âû-
ãëÿäèò â òî÷íîñòè òàê æå, êàê â R3.
9. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíäàìåíòàëüíûì ðåøåíèå îïåðàòîðà Lu = utt − uxx − uyy − uzz â
R3 ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ δS(r).
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Ëåêöèÿ 12. Óðàâíåíèå Ëàïëàñà

Ïåðåéäåì ê íîâîìó óðàâíåíèþ. Ìû ðàññìîòðèì ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå ñ íåñêîëüêèìè
ïåðåìåííûìè � àíàëîã îäíîìåðíîãî óðàâíåíèÿ uxx = f .

Ïðèìåì êàê äàííîñòü, ÷òî òî÷å÷íàÿ ìàòåðèàëüíàÿ ìàññà m, ïîìåùåíííàÿ â íà÷àëî
êîîðäèíàò â R3, ïîðîæäàåò ïîëå òÿãîòåíèÿ ~F (~x) = − km

|~x|3~x. Â êîîðäèíàòíîé çàïèñè èìååì

~F (~x) =

(
−x

(x2 + y2 + z2)3/2
,

−y
(x2 + y2 + z2)3/2

,
−z

(x2 + y2 + z2)3/2

)
.

Î÷åíü ïîëåçíî çíàòü, êàê ýòîò çàêîí áûë âûâåäåí � ðàññóæäåíèÿ íå ñîîòâåòñòâóþò ñî-
âðåìåííîé ôèçèêå, íî î÷åíü õàðàêòåðíûå. ßñíî, ÷òî ñèëà äîëæíà çàâèñåòü òîëüêî îò |x|
� ïðîñòðàíñòâî íàøå èçîòðîïíî. ßñíî, ÷òî ñ îòäàëåíèåì îò ìàññû ñèëà ïàäàåò, íî êàê?
Ïðåäñòàâèì, ÷òî íàøà òî÷å÷íàÿ ìàññà ïîñòîÿííî èçëó÷àåò â ïðîñòðàíñòâî ¾÷àñòèöû òÿãî-
òåíèÿ¿, êîòîðûå è ñîçäàþò ñèëó F . Èçëó÷åíèå ïðîèñõîäèò ñ îäèíàêîâîé ìîùíîñòüþ, è ÷åì
áîëüøå ÷àñòèö òÿãîòåíèÿ ïîïàäàþò â òî÷êó ~x, òåì áîëüøå òàì ñèëà. Ðàññìîòðèì ãëàäêóþ
çàìêíóòóþ ïîâåðõíîñòü S â R3 (íàïðèìåð, ñôåðó), íå ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäè-
íàò. ßñíî, ÷òî çäåñü íóæíî ðàçëè÷àòü äâà ñëó÷àÿ. Åñëè ñôåðà ñîäåðæèò òî÷êó 0 âíóòðè,
òî ïîòîê ÷àñòèö ÷åðåç S çà âðåìÿ δt ïîñòîÿííûé è íå çàâèñèò îò ðàäèóñà ñôåðû (÷åðåç S
ïðîëåòàþò âñå ÷àñòèöû, êîòîðûå èñïóñòèëà ìàññà çà âðåìÿ δt). Åñëè æå ñôåðà íå ñîäåð-
æèò 0 âíóòðè ñåáÿ, òî ïîòîê ÷åðåç S äîëæåí áûòü íóëåâîé (èíà÷å ÷àñòèöû íàêîïèëèñü áû
âíóòðè S, à ìû ýòî îòâåðãàåì). Ïîòîê ïîëÿ ÷åðåç ïîâåðõíîñòü ðàâåí ïîâåðõíîñòíîìó èíòå-

ãðàëó
∫∫

S
(~F , ~n)dS, ãäå ~n � âåêòîð íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè. Äåéñòâèòåëüíî, âîçüìèòå ïîòîê

âîäû è ïîâðàùàéòå ïðÿìîóãîëüíóþ ïëàñòèíêó: åñëè ïëàñòèíêà ñòîèò ïîïåðåê ïîòîêà, òî
äàâëåíèå ìàêñèìàëüíîå, à åñëè ðåáðîì, òî íóëåâîå. Åùå ìîæåòå ïîýêñïåðèìåíòèðîâàòü ñ
òþáèêîì çóáíîé ïàñòû: ïðè êàêîì óãëå äàâëåíèÿ íà ñòåêó òþáèêà ïàñòà âûëåçàåò ñèëüíåå.
Òåïåðü ïðèìåíèì ôîðìóëó Ãàóññà�Îñòðîãðàäñêîãî:∫∫

S

(~F , ~n)dS =

∫∫∫
V

div ~F dV

è çàìåòèì, ÷òî

div ~F = − 1

(x2 + y2 + z2)3/2
+

3x2

(x2 + y2 + z2)5/2
− 1

(x2 + y2 + z2)3/2
+

3y2

(x2 + y2 + z2)5/2
−

− 1

(x2 + y2 + z2)3/2
+

3z2

(x2 + y2 + z2)5/2
= 0,

åñëè òîëüêî ~x 6= 0 (ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî òîëüêî ñòåïåíü 3/2 çíàìåíàòåëÿ äàåò òàêîé ýô-
ôåêò). Âîò è ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ïîòîê ÷åðåç òàêóþ ñôåðó íóëåâîé. À åñëè V ñîäåðæèò íîëü,
òî ïðîâåäåì âòîðóþ ñôåðó ìåíüøåãî ðàäèóñà è ðàññìîòðèì øàðîâîå êîëüöî. Îêàçûâàåòñÿ,
÷òî ïîòîê ÷åðåç ìàëåíüêóþ è ÷åðåç áîëüøóþ ñôåðó îäèíàêîâ, ÷òî ìû è õîòåëè ïîëó÷èòü!
Âåëè÷èíà ýòîãî ïîòîêà ïðîïîðöèîíàëüíà ìàññå, ïîìåùåííîé â òî÷êó 0. Íîðìèðóÿ ýòîò
ïîòîê òàê, êàê íàì óäîáíî, ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî îí ðàâåí 4πm

Òåïåðü ïðåäñòàâèì ñåáå, ÷òî íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå V â R3 ñîñðåäîòî÷åíû ìàòåðè-
àëüíûå ìàññû ñ ïëîòíîñòüþ ρ(ξ, η, ζ). Òîãäà ñèëû, ïîðîæäàåìûå ýòèìè ìàññàìè, íàäî ïî-
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ïðîñòó ñëîæèòü, ò.å. èòîãîâàÿ ñèëà â òî÷êå (x, y, z) /∈ V ðàâíà

~F = −(x, y, z) ·
∫∫∫

V

4πρ(ξ, η, ζ)

((x− ξ)2 + (y − η)2 + (z − ζ)2)3/2
dξ dη, dζ. (9)

Ïîòîê ÷åðåç âîðåõíîñòü S, îêðóæàþùóþ ìíîæåñòâî V , òîæå íàõîäèòñÿ ñëîæåíèåì ìàññ∫∫
S

(~F , ~n) dS =

∫∫∫
V

ρ(ξ, η, ζ)dV.

Â ñèëó ôîðìóëû Ãàóññà�Îñòðîãðàäñêîãî∫∫
S

(~F , ~n) dS =

∫∫∫
int S

div ~FdV =

∫∫∫
V

div ~FdV

(â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ìû ó÷ëè, ÷òî div ~F = 0 âíå ìàòåðèàëüíûõ ìàññ). Òîãäà ðàâåí

íóëþ èíòåãðàë
∫∫∫

V

(
div ~F − 4πρ(ξ, η, ζ)

)
dV , à ïîñêîëüêó îáúåì V ìû ìîæåì âûáèðàòü

ïðîèçâîëüíî, òî ðàâíà íóëþ è ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ. Ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

div ~F = 4πρ(x, y, z).

Çàìåòèì, ÷òî ïîëå F ïîòåíöèàëüíî. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ òî÷å÷íîé ìàññû, íàõîäÿùåéñÿ
â íà÷àëå êîîðäèíàò, F = − gradu, ãäå u(x, y, z) = −r−1. Òîãäà íàáîð òî÷å÷íûõ ìàññ ñ
ïëîòíîñòüþ ρ ïîðîæäàþò ïîòåíöèàë

u(x, y, z) =

∫∫∫
V

ρ(ξ, η, ζ)√
(x− ξ)2 + (y − η)2 + (z − ζ)2

dξ dη, dζ, ~F = gradu (10)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, óðàâíåíèå div ~F = 4πρ ïðèíèìàåò âèä

div gradu = 4πρ⇐⇒ ∆u = 4πρ.

Ýòî óðàâíåíèå íàçûâàþò óðàâíåíèåì Ïóàññîíà, à â ñëó÷àå, êîãäà îíî ïèøåòñÿ â îáëàñòè,
ñâîáîäíîé îò ìàòåðèàëüíûõ ìàññ, ò.å. ∆u = 0 � óðàâíåíèåì Ëàïëàñà. Îáðàòèòå âíèìà-
íèå: âûâåäÿ óðàâíåíèå Ïóàññîíà, ìû íàøëè ñðàçó æå è åãî ðåøåíèå (10). Ýòî
ðåøåíèå èìååò âèä ñâåðòêè ôóíêöèè ρ � ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ, ñ ôóíäàìåíòàëüíûì
ðåøåíèåì � ñ ôóíêöèåé E(~x) = 1

4π
|~x|−1/2.

Ìû ðàáîòàëè â R3. À ÷òî ïðîèñõîäèò â R2? Íà ýòîò ðàç ïðèìåíèì íàøó òåîðèþ: âîçüìåì
óðàâíåíèå Ïóàññîíà è íàéäåì äëÿ íåãî ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå

Exx + Eyy = δ0(x)δ0(y), x, y ∈ R.

Ïåðåéäÿ ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì, ïîëó÷èì

Err +
1

r2
Eϕϕ +

1

r
Er = 0

âåçäå, êðîìå r = 0 (ò.ê. δ�ôóíêöèÿ ðàâíà íóëþ âñþäó, êðîìå íà÷àëà êîîðäèíàò). Òàê
êàê çàäà÷à ñèììåòðè÷íà ïî âñåì ïîëÿðíûì ëó÷àì, òî E íå çàâèñèò îò ϕ. Ïîëó÷àåì ÎÄÓ,
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îòêóäà E(r) = C1 ln r + C2. Âûáèðàåì C2 = 0 (èç óñëîâèÿ óáûâàíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè), à
C1 íàéäåì èç óñëîâèÿ

1 =

∫
r=1

(grad E , n) ds = C1

∫
r=1

ds = 2πC1 ⇐⇒ C1 =
1

2π
.

Çäåñü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà ∆u = ρ ïðèíèìàåò âèä

u(x, y) =
1

2π

∫∫
D

ρ(ξ, η) ln
√

(x− ξ)2 + (y − η)2 dξ dη.

Ïðèìåð 53. Íàéäåì ïîòîê âåêòîðíîãî ïîëÿ ~F = (x, y, z) ÷åðåç åäèíè÷íûé êóá V â R3.
Ïîëå ñèììåòðè÷íî ïî âñåì êîîðäèíàòíûì îñÿì, òàê ÷òî äîñòàòî÷íî íàéòè ïîòîê
÷åðåç ëþáûå äâå ïðîòèâîïîëîæíûå ãðàíè êóáà, à ïîòîì óìíîæèòü ðåçóëüòàò íà 3.
Äëÿ ãðàíåé x = 1 è x = 0 èìååì

Ïîòîê =

∫ 1

0

∫ 1

0

(1, y, z) · (1, 0, 0) dy dz +

∫ 1

0

∫ 1

0

(0, y, z) · (−1, 0, 0) dy dz = 1.

Çíà÷èò, ñóììàðíûé ïîòîê ðàâåí 3. Òîò æå îâåò ìîæíî ïîëó÷èòü ïî ôîðìóëå Ãàóññà�
Îñòðîãðàäèñêîãî

Ïîòîê =

∫∫∫
V

div ~F dx dy dz = 3

∫∫∫
V

dx dy dz = 3.

Ïðèìåð 54. Ñóùåñòâóåò ëè ïîòåíöèàë ó ïîëÿ ~F = (x2, y2, z2)?

Äà, u = x3+y3+z3

3
.

Ïðèìåð 55. Äîêàæèòå, ÷òî ïîëå ~F = (yz, xz, xy) ïîòåíöèàëüíî è íàéäèòå åãî ïîòåí-
öèàë.
×òîáû íàéòè ïîòåíöèàë u, ïðîèíòåãðèðóåì ïåðâóþ êîîðäèíàòó ïî x. Ïîëó÷èì
u = xyz + f(y, z). Åñëè ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü u ïî y, ïîëó÷èì u′y = xz + f ′y = xz, ò.å.
f = f(z). Àíàëîãè÷íî, u′z = xy + f ′z = xy, ò.å. f = const. Îòâåò: u(x, y, z) = xyz + const.

Ïðèìåð 56. Íàéäèòå âèä îïåðàòîðà Ëàïëàñà â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ x = r cosϕ,
y = r sinϕ, z = z.
Ìû óæå ñ÷èòàëè ýòîò îïåðàòîð â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ

∆2 =
∂2

∂r2
+

1

r2

∂2

∂ϕ2
+

∂

∂r
.

Òîãäà ∆3 = ∆2 + ∂2

∂z2
.

Ïðèìåð 57. Íàâåðíîå íåêîòîðûå èç âàñ çíàþò ðîìàí ¾Ïëóòîíèÿ¿ ïèñàòåëÿ Âëàäèìèðà
Àôàíàñüåâè÷à Îáðó÷åâà (äðóãîé åãî ðîìàí, ¾Çåìëÿ Ñàííèêîâà¿, êîíå÷íî, áîëåå èçâåñòåí).
Òàì ïóòåøåñòâåííèêè îòêðûâàþò îòâåðñòèå â Çåìíîé ïîâåðõíîñòè è ÷åðåç íåãî ïî-
ïàäàþò âãëóáü Çåìëè. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî Çåìëÿ âíóòðè ïîëàÿ, à ìû æèâåì ïðîñòî íà
âíåøíåé îáîëî÷êå òîíêîãî øàðîâîãî ñëîÿ. Ýêñïåäèöèÿ ïðîäîëæàåò ñâîé ïóòü ïî âíóò-
ðåííåé ïîâåðõíîñòè øàðîâîãî ñëîÿ, íàáëþäàÿ ó ñåáÿ íàä ãîëîâîé (â öåíòðå Çåìëè ðàñêà-
ëåííîå ÿäðî). Äîêàæåì, ÷òî òàêîãî áûòü íå ìîæåò.
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Êàêîâ ãðàâèòàöèîííûé ïîòåíöèàë øàðîâîãî ñëîÿ? Ìûñëåííî ðàçäåëèì åãî íà áîëüøîå
÷èñëî ñôåð ðàäèóñà r, íàéäåì ïîòåíöèàë ñôåðû, à çàòåì ïðîèíòåãðèðóåì ïî r â ïðåäåëàõ
îò rmin äî rmax = 6370êì. Çàôèêñèðóåì òî÷êó (x, y, z) âíå ñëîÿ (òî ëè âíóòðè ïîëîé
Çåìëè, òî ëè íàä åå ïîâåðõíîñòüþ). Òîãäà èñêîìûé ïîòåíöèàë u(x, y, z) ðàâåí

u =

∫ rmax

rmin

Jrρ(r) dr, Jr =

∫∫
Sr

dS√
(x− ξ)2 + (y − η)2 + (z − ζ)2)

.

Äëÿ ïîèñêà âåëè÷èíû Jr ñìåíèì ñèñòåìó êîîðäèíàò � ïîâåðíåì åå òàê, ÷òîáû òî÷êà
(x, y, z) ïðèîáðåëà êîîðäèíàòû (0, 0, R) (ÿêîáèàí ìàòðèöû ïîâîðîòà ðàâåí 1, òàê ÷òî
íèêàêèõ èçìåíåíèé äèôôèðåíöèàëà íå ïðîèçîéäåò). Òîãäà

Jr =

∫∫
Sr

dS√
ξ2 + η2 + (R− ζ)2

=

∫∫
Sr

dS√
R2 − 2Rζ + r2

.

Ïåðåéäåì ê ñôåðè÷åñêèì êîîðäèíàòàì ξ = r cosϕ cos θ, y = r sinϕ cos θ, z = r sin θ,
ϕ ∈ [0, 2π], θ ∈ [−π/2, π/2]. ßêîáèàí çàìåíû ðàâåí r2 cos θ. Ïîëó÷èì

Jr =

∫ π/2

−π/2

∫ 2π

0

r2 cos θ dϕ dθ√
R2 − 2R3 sin θ + r2

= 2πr2

∫ π/2

−π/2

cos θ dθ√
R2 − 2Rr sin θ + r2

=

= −2πr

R

√
R2 − 2Rr sin θ + r2|π/2−π/2 =

2πr

R

(√
R2 + 2Rr + r2 −

√
R2 − 2Rr + r2

)
=

=
2πr

R
(R + r − |R− r|).

Åñëè R > r (ò.å. ìû íàõîäèìñÿ íà ïîâåðõíîñòè Çåìëè èëè íàä íåþ), òî Jr = 4πr2

R
, à

u(x, y, z) =

∫ rmax

rmin

4πr2

R
ρ(r) dr =

M

R
,

ãäå M � ìàññà øàðîâîãî ñëîÿ. Ïîëó÷èëè óæå çíàêîìûé íàì çàêîí òÿãîòåíèÿ. Çàîäíî
âûâåëè âàæíîå ïðàâèëî: ñèëîâîå ïîëå, êîòîðîå èíäóöèðóåò øàð èëè øàðîâîé ñëîé çà
ïðåäåëàìè øàðà (èëè ñëîÿ) íè÷åì íå îòëè÷àåòñÿ îò ïîëÿ, ñîçäàâàåìîãî òî÷å÷íîé ìàññîé,
ïîìåùåííîé â öåíòð øàðà (ñëîÿ). Íàñ, îäíàêî, èíòåðåñóåò äðóãîé âàðèàíò, êîãäà R < r.
Òîãäà

Jr = 4πr, u(x, y, z) = const = 4π

∫ rmax

rmin

rρ(r) dr.

Ïîòåíöèàë ðàâåí êîíñòàíòå, ò.å. ñèëà òÿãîòåíèÿ ~F = div u = 0. Íàøè ïóòåøåñòâåí-
íèêè, ïîïàâ íà âóòðåííþþ ïîâåðõíîñòü çåìíîé êîðû, îêàçàëèñü áû â íåâåñîìîñòè! À
ó÷èòûâàÿ ðàñêàëåííîå ÿäðî (ïóñòü è, ñîãëàñíî ðîìàíó, íåáîëüøîå), îíè áû íå õîäèëè ïî
ïîâåðõíîñòè, à ìåäëåííî è ãðóñòíî óïàëè áû íà ýòî ñàìîå ÿäðî.

Â ïîñëåäíåì ïðèìåðå ìû, íà ñàìîì äåëå, ñäåëàëè ìíîãî ëèøíåãî. Ìû âåäü îòëè÷-
íî ìîæåì ïîñ÷èòàòü, êàêîå ïîëå òÿãîòåíèÿ ñîçäàåò ïîòåíöèàë ïðîñòîãî ñëîÿ � ìàññà ñ
ïëîòíîñòüþ µ(ξ, η, ζ), ñîñðåäîòî÷åííàÿ íà ïîâåðõíîñòè S. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî â ôîðìó-
ëó (10) ïîäñòàâèòü ρ(ξ, η, ζ) = δS(ξ, η, ζ) · µ(ξ, η, ζ) (äåëüòà�ôóíêöèÿ, ñîñðåäîòî÷åííàÿ íà
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ïîâåðõíîñòè S ñ ðàñïðåäåëåíèåì µ). Çàòåì â èíòåãðàëå äåëàåì çàìåíó, ïåðåõîäÿ ê êîîð-
äèíàòàì (t, s, n), ãäå (t, s) � âíóòðåííèå êîîðäèíàòû íà ïîâåðõíîñòè S, à n � íîðìàëü ê
ïîâåðõíîñòè. Âîçíèêíåò ÿêîáèàí çàìåíû, dξ dη dζ =

√
EG− F 2ds dt dn = dS dn. Ïîëó÷èì

u(x, y, z) =

∫∫
S

dS

∫
R
dn

µ(ξ, η, ζ)δ0(n)√
(x− ξ)2 + (y − η)2 + (z − ζ)2

=

=

∫∫
S

µ(ξ, η, ζ)√
(x− ξ)2 + (y − η)2 + (z − ζ)2

dS.

Ïåðå÷èñëèì ñâîéñòâà ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ:
1. Âíå ïîâåðõíîñòè âûïîëíåíî óðàâíåíèå Ëàïëàñà ∆u = 0;
2. Åñëè ïîâåðõíîñòü îãðàíè÷åíà, òî u(∞) = 0;
3. Ïîòåíöèàë íåïðåðûâåí âñþäó â R3 (äàæå íà ñàìîé ïîâåðõíîñòè S);
4. Ïðîèçâîäíàÿ ïîòåíöèàëà íà ïîâåðõîñòè S ïî âíåøíåé íîðìàëè îòëè÷àåòñÿ îò ïðîèç-
âîäíîé ïî âíóòðåííåé íîðìàëè íà âåëè÷èíó µ(x, y, z).
Ïåðâûå äâà ñâîéñòâà î÷åâèäíû, à âîò òðåòüå è ÷åòâåðòîå íåò. Äàæå òàê: èõ íàäî åùå
êîíêðåòèçèðîâàòü � êàêîâà ôóíêöèÿ µ è êàêîâà ïîâåðõíîñòü S?

Ìû âñå âðåìÿ ãîâîðèëè ïðî çàäà÷ó òÿãîòåíèÿ. Çàìåòèì, ÷òî ñèëà ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî
ïðèòÿæåíèÿ óäîâëåòâîðÿåò òîìó æå çàêîíó: Êóëîíîâñêèé ïîòåíöèàë, ïîðîæäàåìûé çàðÿ-
æåííîé ÷àñòèöåé, ïîìåùåííîé â íà÷àëî êîîðäèíàò òîæå ðàâåí q

R
. Îäíàêî çäåñü âîçìîæíû

çàðÿäû ðàçíûõ çíàêîâ (ò.å. ôóíêöèÿ ρ â ôîðìóëàõ (9) è (10) çíàêîïåðåìåííà). Â ÷àñòíî-
ñòè, âîçíèêàåò çàäà÷à îá ýëåêòðîñòàòè÷åñêîì ïîëå, êîòîðîå èíäóöèðóåò ïîâåðõíîñòü, íà
îäíîé ñòîðîíå êîòîðîé ðàñïîëîæåíû ïîëîæèòåëüíûå çàðÿäû, à íà äðóãîé � îòðèöàòåëü-
íûå. Òàêèå îáúåêòû íàçûâàþò äèïîëÿìè, à ïîòåíöèàë u íàçûâàþò ïîòåíöèàëîì äâîéíîãî
ñëîÿ.

Ñ òî÷êè çðåíèÿ îáîáùåííûõ ôóíêöèé, òàêàÿ ïëîòíîñòü ρ åñòü ïðîèçâîäíàÿ äåëüòà�
ôóíêöèè, ñîñðåäîòî÷åííîé íà ïîâåðõíîñòè S ïî íîðìàëè ρ = ∂nδS(ξ, η, ζ) · ν(ξ, η, ζ)
(ìíîæèòåëü ν õàðàêòåðèçóåò çàðÿä êàæäîãî äèïîëÿ). Ïîäñòàâèì â ôîðìóëó (10)
ρ(ξ, η, ζ) = −δ′0(t, s, n) · ν(ξ, η, ζ). Òîãäà ïîòåíöèàë äâîéíîãî ñëîÿ äîëæåí çàäàâàòüñÿ ôîð-
ìóëîé

u(x, y, z) =

∫∫
S

ν(ξ, η, ζ)
∂

∂n

1√
(x− ξ)2 + (y − η)2 + (z − ζ)2

dS.

Ïðèìåð 58. Íà äèñêå D = {x2 + y2 ≤ 1, z = 0} ðàñïðåäåëåí ïîòåíöèàë ïðîñòîãî ñëîÿ
ñ ïëîòíîñòüþ µ(x, y, z =

√
x2 + y2. Íàéäèòå ïîòåíöèàë u(0, 0, z) äëÿ z > 0.

Ðåøåíèå. Íàøà ïîâåðõíîñòü ïëîñêàÿ. Ââåäåì íà íåé âíóòðåííèå êîîðäèíàòû s = ξ, t = η
� òîãäà dS = ds dt. Ïî ôîðìóëå,

u(0, 0, z) =

∫∫
s2+t2≤1

√
s2 + t2√

s2 + t2 + z2
ds dt = 2π

∫ 1

0

r√
r2 + z2

r dr =

= π
(
r
√
r2 + z2 − z2 ln(r +

√
r2 + z2)

) ∣∣1
0

= π

(√
z2 + 1 + z2 ln

z

1 +
√
z2 + 1

)
.

Óïðàæíåíèå 14. Íàéäèòå ïîòîê âåêòîðíîãî ïîëÿ
1. F = (x, y) â R2 ÷åðåç C � îêðóæíîñòü ðàäèóñà R;
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2. F = (x, y, z) ÷åðåç ñôåðó S ðàäèóñà R;
3. F = −(x, y, z)/r ÷åðåç ñôåðó S ðàäèóñà R.
4. Äëÿ êàæäîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ èç 1), 2) è 3) íàéäèòå äèâåðãåíöèþ.
5. Äëÿ êàæäîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ èç 1), 2) è 3) íàéäèòå ïîòåíöèàë, åñëè îí åñòü.
6. Çàïèøèòå îïåðàòîð Ëàïëàñà ∆ â R3 â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ.
8. Íàéäèòå îáúåìíûé ïîòåíöèàë äëÿ øàðà BR(0) â R3 ñ ïëîòíîñòüþ: à) ρ = r, á)
ρ = 1/(1 + r2), â) ρ =

√
r.

9. Íàéäèòå ïëîñêèé ïîòåíöèàë äëÿ êðóãà UR(0) â R2 ñ ïëîòíîñòüþ: à) ρ = 1, á) ρ = r2,
â) ρ = sinϕ.
10. Â òî÷êå (x, 0, 0) íàéäèòå ïîòåíöèàë ïðîñòîãî ñëîÿ, ðàñïðåäåëåííîãî ïî ñôåðå SR(0)
µ = sin θ/2 (çäåñü (r, ϕ, θ) � ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû).
11. Â òî÷êå (0, 0, z) íàéäèòå ïîòåíöèàë ïðîñòîãî ñëîÿ, ðàñïðåäåëåííîãî ïî öèëèíäðó
{x2 + y2 = 1, z ∈ [0, 1]} ñ ïëîòíîñòüþ µ = µ(ϕ) (çäåñü (r, ϕ, z) � öèëèíäðè÷åñêèå
êîîðäèíàòû).
12. Â òî÷êå (x, 0, 0) íàéäèòå ïîòåíöèàë äâîéíîãî ñëîÿ, ðàñïðåäåëåííîãî ïî ñôåðå SR(0)
à) ν = sin θ/2, á) ν = cos θ (çäåñü (r, ϕ, θ) � ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû).
13. Â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå (x, y) íàéäèòå ïîòåíöèàë ïðîñòîãî ñëîÿ â R2, ðàñïðåäåëåí-
íîãî íà îêðóæíîñòè x2 + y2 = 1 ñ ïëîòíîñòüþ: à) µ = 1, á) µ = cos2 ϕ.
14. Â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå (x, y) íàéäèòå ïîòåíöèàë äâîéíîãî ñëîÿ â R2, ðàñïðåäåëåííîãî
íà îêðóæíîñòè x2 + y2 = 1 ñ ïëîòíîñòüþ: à) µ = 1, á) µ = sinϕ.

87



Ëåêöèÿ 13. Çàäà÷è Äèðèõëå, Íåéìàíà è ôóíêöèè Ãðèíà

Â ïðåäûäóùåé ëåêöèè ìû íàó÷èëèñü ñòðîèòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà ñ îïðåäåëåííû-
ìè ñâîéñòâàìè (ïîòåíöèàëû ïðîñòîãî è äâîéíîãî ñëîÿ). Äëÿ òîãî ìíîæåñòâà çàäà÷, êîòî-
ðûå ñâÿçàíû ñ îïåðàòîðîì Ëàïëàñà, ýòîãî íåäîñòàòî÷íî. Äåëî â òîì, ÷òî ìû íå ðàññìàò-
ðèâàëè ïîêà çàäà÷è â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè. Çäåñü âîçíèêàþò íîâûå ýôôåêòû, ñâÿçàííûå
ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Áåç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé çàäà÷ó ñòàâèòü íåëüçÿ: ðåøåíèÿìè îä-
íîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ∆u = 0 íà âñåì ïðîñòðàíñòâå ÿâëÿþòñÿ ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè. Âû
óæå çíàåòå, ÷òî â R2 ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé ¾ñòîëüêî æå¿, ñêîëüêî àíàëèòè÷åñêèõ: âåùå-
ñòâåííàÿ ÷àñòü è ìíèìàÿ ÷àñòü ëþáîé ãîëîìîðôíîé ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ ãàðìîíè÷åñêèìè.
Î ïðîñòðàíñòâå ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé ¾â öåëîì¿ ìû ïîãîâîðèì íà ñëåäóþùåé ëåêöèè,
à ñåé÷àñ çàéìåìñÿ êðàåâûìè çàäà÷àìè.

Ïðåäñòàâèì ñåáå òàêóþ çàäà÷ó: òóãî íàòÿíóòàÿ ìåìáðàíà (íàïðèìåð, áàðàáàí è ïðîñòû-
íÿ èëè ìûëüíàÿ ïëåíêà) çàêðåïëåíà íàä íåêîòîðîé îáëàñòüþ D ⊂ R2. Ïîä çàêðåïëåíèåì
ïîíèìàåòñÿ óñëîâèå u|∂D = u0 � ôèêñàöèÿ ôóíêöèè íà ãðàíèöå îáëàñòè. Òîãäà (íå áóäåì
ñåé÷àñ îáñóæäàòü, ïî÷åìó) ìû ïðèõîäèì ê çàäà÷å Äèðèõëå

uxx + uyy = 0 â D, u|∂D = u0(x, y).

Ðàññìîòðèì äðóãóþ çàäà÷ó: îáëàñòü Ω â R3 îêðóæåíà ïðîâîäÿùåé ïîâåðõíîñòüþ ∂Ω. Ïóñòü
íà ýòîé ïîâåðõíîñòè ñîñðåäîòî÷åí íåêîòîðûé ýëåêòðè÷åñêèé çàðÿä, è äîïîëíèòåëüíî â
ñàìó îáëàñòü Ω âíåñåíî çàðÿæåííîå òåëî. Âîçíèêàåò çàäà÷à Ïóàññîíà ñ óñëîâèÿìè Äèðèõëå

uxx + uyy + uzz = ρ(x, y, z) â Ω, u|∂Ω = u0(x, y). (11)

Ðàññìîòðèì òðåòüþ çàäà÷ó: ïëîñêàÿ îáëàñòü D çàïîëíåíà íåñæèìàåìîé æèäêîñòüþ, à íà
ãðàíèöå ïîñòàâëåíî óñëîâèå íåïðîòåêàíèÿ. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî áåçâèõðåâîå ïëîñêîïàðàë-
ëåëüíîå òå÷åíèå æèäêîñòè ïðèâåäåò ê óðàâíåíèþ

uxx + uyy = f(x, y) â D, ∂u

∂n

∣∣∣
∂D

= u0(x, y),

ãäå n � âíåøíÿÿ íîðìàëü ê êîíòóðó ∂D. Ïîëó÷èëè óðàâíåíèå Ïóàññîíà ñ óñëîâèÿìè
Íåéìàíà íà ãðàíèöå.

Ëåììà 3. (Ôîðìóëà Ãðèíà). Ïóñòü îáëàñòü Ω ⊂ Rn èìååò êóñî÷íî�ãëàäêóþ ãðàíèöó
∂Ω, ~n � âíåøíÿÿ íîðìàëü, à ôóíêöèè u(x), v(x) ∈ C2(Ω) ⊂ C1(∂Ω). Òîãäà ñïðàâåäëèâà
ôîðìóëà Ãðèíà ∫

Ω

(v∆u− u∆v) dV =

∫
∂Ω

(vu′n − uv′n) dS,

ãäå u′n è v
′
n � ïðîèçâîäíûå ïî íàïðàâëåíèþ ~n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ïîäîáëàñòü Ω′ ñ êóñî÷íî�ãëàäêîé ãðà-
íèöåé, ëåæàùóþ â Ω âìåñòå ñî ñâîèì çàìûêàíèåì. Òîãäà ê âåêòîðíîìó ïî-
ëþ F = (vu′x1 , vu

′
x2
, . . . , vu′xn) ìîæíî ïðèìåíèòü ôîðìóëó Ãàóññà�Îñòðîãðàäñêîãî∫

Ω
divF dV =

∫
∂Ω

(F,~n) dS, à ïîñêîëüêó ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (F,~n) ðàâíî vu′n, òî∫
Ω′
v∆u dV =

∫
Ω′

(
n∑
i=1

∂

∂xi

(
v
∂u

∂xi

)
−

n∑
i=1

∂u

∂xi

∂v

∂xi

)
dV =

∫
∂Ω′

vu′n dS −
∫

Ω′

n∑
i=1

∂u

∂xi

∂v

∂xi
dV.
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Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè Ω′ → Ω ïîëó÷èì òó æå ôîðìóëó ñ Ω è ∂Ω. Òåïåðü çàïèøåì
òàêîå æå ðàâåíñòâî äëÿ

∫
Ω
u∆v dV è âû÷òåì âòîðîå èç ïåðâîãî. Ïîëó÷èì óòâåðæäåíèå

ëåììû.

Ìû õîòèì ïåðåíåñòè íàø ìåòîä ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé íà ïîñòàâëåííûå âûøå
çàäà÷è. Ðàññìîòðèì êëàññè÷åñêîå óðàâíåíèå Ïóàññîíà

−∆u = f(x), x = (x, y, z) ∈ Ω ⊂ R3

â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè ñ êóñî÷íî�ãëàäêîé ãðàíèöåé. Ðàññóæäåíèÿ â R2 ïîëíîñòüþ àíà-
ëîãè÷íû. Îáîçíà÷èì ÷åðåç E(x) ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà. Â R3

èìååì E(x) = 1
4πr

, à â R2 E(x) = 1
2π

ln r. Îáîçíà÷èì ξ = (ξ, η, ζ), à ÷åðåç ~n � âíåøíþþ
íîðìàëü ê ∂Ω. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f(x) òàêîâà, ÷òî ñâåðòêà

∫
Ω
f(ξ)E(x− ξ) dVξ ñóùåñòâóåò

ïðè êàæäîì x ∈ Ω. Íàïðèìåð, äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü íåïðåðûâíîñòè f .

Ëåììà 4. Ïóñòü u ∈ C2(Ω) ∩ C1(∂Ω). Òîãäà äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ Ω èìååò ìåñòî

u(x) =

∫
Ω

E(x− ξ)∆u(ξ) dVξ −
∫
∂Ω

(
u(ξ)

∂E(x− ξ)
∂nξ

− E(x− ξ) ∂u
∂nξ

)
dSξ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà èäåÿ: ïðîñòî ôîðìàëüíî ïðèìåíèì ëåììó 3∫
Ω

(u(ξ)∆ξE(ξ − x)−∆u(ξ)E(ξ − x)) dVξ =

∫
∂Ω

(
u(ξ)

∂E(ξ − x)

∂nξ
− E(ξ − x)

∂u(ξ)

∂nξ

)
dSξ.

Ó÷òåì, ÷òî ∆ξE(ξ − x) = δx(ξ) è ïîëó÷èì òðåáóåìóþ ôîðìóëó (E(x− ξ) = E(ξ − x) â ñèëó
÷åòíîñòè ôóíêöèè). Îäíàêî ìû òàê ñäåëàòü íå ìîæåì, ò.ê. ðàâåíñòâî ∆ξE(ξ − x) = δx(ξ)
áûëî âûâåäåíî â ïðîñòðàíñòâå S ′, à ôóíêöèÿ u òàì íå ëåæèò. Òîãäà ìû âûðåæåì ìàëåíü-
êèé øàð Bx(ε) ñ öåíòðîì â òî÷êå x è ïðèìåíèì ëåììó ê îáëàñòè Ω \Bx(ε). Ïîëó÷èì∫

Ω\Bx(ε)

(u(ξ)∆ξE(ξ − x)−∆u(ξ)E(ξ − x)) dVξ = −
∫

Ω\Bx(ε)

∆u(ξ)E(ξ − x) dVξ =

=

∫
∂Ω

(
u(ξ)

∂E(ξ − x)

∂nξ
− E(ξ − x)

∂u(ξ)

∂nξ

)
dSξ+

∫
∂Bx(ε)

(
u(ξ)

∂E(ξ − x)

∂nξ
− E(ξ − x)

∂u(ξ)

∂nξ

)
dSξ

(çàìåòèëè, ÷òî ∆ξE(x− ξ) â ïîëó÷åííîé îáëàñòè ðàâíî íóëþ). Òåïåðü∫
∂Bx(ε)

u(ξ)
∂E(ξ − x)

∂nξ
dSξ =

1

4π

∫∫
r=ε

(u(x) + o(1))(−r−2)r2 cos θ dϕ dθ = u(x) + o(1),∫
∂Bx(ε)

E(ξ − x)
∂u(ξ)

∂nξ
dSξ =

1

4π

∫∫
r=ε

O(1)r−1r2 cos θ dϕ dθ = O(ε).

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïî ε→ 0, ïîëó÷àåì ðåçóëüòàò.

Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ðàññìîòðèì ñåé÷àñ çàäà÷ó Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà â
îáëàñòè Ω ⊂ R3. Ãðàíèöó îáëàñòè áóäåì ñ÷èòàòü êóñî÷íî�ãëàäêîé, ôóíêöèè ρ è u0 íåïðå-
ðûâíûìè, à ðåøåíèå áóäåì èñêàòü â êëàññå u ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω).
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Îïðåäåëåíèå 28. Ôóíêöèåé Ãðèíà çàäà÷è (11) íàçûâàþò ôóíêöèþ
G (x, ξ) = G(x, y, z, ξ, η, ζ), îïðåäåëåííóþ íà Ω× Ω, îáëàäàþùóþ ñâîéñòâàìè:
1. ∆xG = Gxx +Gyy +Gzz = δ0 (x− ξ) â Ω;
2. G (x, ξ)

∣∣
x∈∂Ω

= 0;

3. G (x, ξ) =
1

4π |x− ξ|
− g (x, ξ), ãäå g � ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â Ω.

Ñîáñòâåííî, óñëîâèå 3 ïîâòîðÿåò óñëîâèå 1, ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ 1
4πr

ÿâëÿåòñÿ ôóíäà-
ìåíòàëüíûì ðåøåíèåì îïåðàòîðà Ëàïëàñà â R3.

Ëåììà 5. Ôóíêöèÿ Ãðèíà îáëàäàåò ñâîéñòâîì ñèììåòðèè G(x, ξ) = G(ξ,x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì äâå òî÷êè ξ1, ξ2 è ïðèìåíèì ôîðìóëó Ãðèíà, âçÿâ
v(x) = G(x, ξ1), u(x) = G(x, ξ2). Ïîñêîëüêó ∆xG = δξ(x), òî ïîëó÷èì∫

Ω

(v∆u− u∆v) dV = v(ξ1)− u(ξ2) =

∫
∂Ω

(
v
∂u

∂n
− u∂v

∂n

)
dS = 0.

Äåòàëè äîêðó÷èâàþòñÿ òàê æå, êàê â ïðåäûäóùåé ëåììå.

Òåîðåìà 16. Ðåøåíèå çàäà÷è (11) èìååò âèä

u(x, y, z) =

∫∫∫
Ω

G(x, ξ)ρ(ξ) dVξ −
∫∫

∂Ω

∂G(x, ξ)

∂~nξ
u0(ξ) dSξ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ∆u = f , òî èç ëåììû 4

u(x) =

∫
Ω

E(x− ξ)f(ξ) dVξ −
∫
∂Ω

(
u(ξ)

∂E(x− ξ)
∂nξ

− E(x− ξ) ∂u
∂nξ

)
dSξ.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìîæåì ïðèìåíèòü ôîðìóëó Ãðèíà ê ôóíêöèÿì u è
g(x, ξ) = G(x, ξ)− E(x− ξ). Òàê êàê ∆g = 0, òî ïîëó÷èì

0 = −
∫

Ω

g(x, ξ)f(ξ) dVξ +

∫
∂Ω

(
g(x, ξ)

∂u

∂nξ
− u(ξ)

∂g(x, ξ)

∂nξ

)
dSξ.

Ñëîæèì ýòè äâà ðàâåíñòâà è ó÷òåì, ÷òî E(ξ − ξ) + g(x, ξ) ≡ 0 ïðè ξ ∈ ∂Ω. Ïîëó÷èì
ðåçóëüòàò.

Çàìåòèì, ÷òî íàøà òåîðåìà óñëîâíà: åñëè ðåøåíèå åñòü è ôóíêöèÿ Ãðèíà åñòü, òî âåðíà
ôîðìóëà... Ïðèìåì ôàêò ñóùåñòâîâàíèÿ áåç äîêàçàòåëüñòâà.

Àáñîëþòíî àíàëîãè÷íî ââîäèòñÿ ôóíêöèÿ Ãðèíà äëÿ çàäà÷è Íåéìàíà. Íàäî âòîðîå

óñëîâèå â îïðåäåëåíèè çàìåíèòü íà
∂G(x, ξ)

∂nx

= 0 ïðè x ∈ ∂Ω. Äîêàçàòåëüñòâî ïîâòîðÿåòñÿ.

Íàäî òîëüêî çàìåòèòü, ÷òî ïðè ñëîæåíèè ðàâåíñòâ îáíóëèòñÿ íîðìàëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ
ôóíêöèè G(x, ξ) = E(ξ − ξ) + g(x, ξ).

Ïðèìåð 59. Íàéäèòå ôóíêöèþ Ãðèíà äëÿ ïîëóïðîñòðàíñòâà x > 0 â R3.
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Ðåøåíèå. Áóäåì ðàññóæäàòü òàê. Íàì íóæíî ïîäîáðàòü ãàðìîíè÷åñêóþ ôóíêöèþ g(x, ξ),
ðàâíóþ 1

4π|x−ξ| íà ãðàíèöå x = 0. Òàêàÿ ôóíêöèÿ åñòü � ñîáñòâåííî 1
4π|x−ξ| . Îíà âñåì õîðî-

øà, íî òåðÿåò ãàðìîíè÷íîñòü â òî÷êå ξ. Çàòî â äðóãîì ïîëóïðîñòðàíñòâå îíà ãàðìîíè÷íà.
Èäåÿ: ïîìåíÿåì ïîëóïðîñòðàíñòâà ìåñòàìè! Âîçüìåì

g(x, y, z, ξ, η, ζ) =
1

4π
√

(x+ ξ)2 + (y − η)2 + (z − ζ)2
.

Ïîñêîëüêó x > 0 è ξ > 0, òî îñîáåííîñòè ó ýòîé ôóíêöèè â íàøåì ïîëóïðîñòðàíñòâå íåò,
ò.å. ôóíêöèÿ ãàðìîíè÷íà. Òîãäà

G(x, y, z, ξ, η, ζ) =
1

4π
√

(x− ξ)2 + (y − η)2 + (z − ζ)2
− 1

4π
√

(x+ ξ)2 + (y − η)2 + (z − ζ)2
.

Òàêîé ìåòîä íàçûâàåòñÿ ìåòîäîì îòðàæåíèé. Ýòèì ìåòîäîì ìîæíî ñòðîèòü ôóíêöèè
Ãðèíà äëÿ ÷åòâåðòåé ïðîñòðàíñòâà, îêòàíòîâ è äðóãèõ ïîäîáíûõ îáëàñòåé. Îí îñíîâàí
íà òîì, ÷òî ïðè ñèììåòðè÷íîì îòðàæåíèè ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè îòíîñèòåëüíî ïëîñêî-
ñòåé, ïîëó÷àåì âíîâü ãàðìîíè÷åñêóþ ôóíêöèþ. Ãîðàçäî ñëîæíåå ïðîâåðèòü ñëåäóþùèé
ôàêò: åñëè äàíà ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ u(x), òî ïîñëå ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî ñôåðû
ôóíêöèÿ R

|x|u(R2x/|x|2) òàêæå ãàðìîíè÷íà.

Ïðèìåð 60. Íàéäèòå ôóíêöèþ Ãðèíà äëÿ øàðà B0(R) â R3.

Ðåøåíèå. Âîçüìåì ôóíêöèþ 1
4π|x−ξ| è âûïîëíèì íàøå ïðåîáðàçîâàíèå. Ïîëó÷èì ôóíêöèþ

g(x, y, z, ξ, η, ζ) =
R

4π
√
x2 + y2 + z2

√
( R2x
x2+y2+z2

− ξ)2 + ( R2y
x2+y2+z2

− η)2 + ( R2z
x2+y2+z2

− ζ)2
.

Íà ýòîì ìîæíî áûëî áû è îñòàíîâèòüñÿ, íî î÷åíü ïîëåçíî çàìåòèòü, ÷òî ïîñëå óïðîùå-
íèé

g(x, y, z, ξ, η, ζ) =
R

4π
√
ξ2 + η2 + ζ2

√
(x− ξ∗)2 + (y − η∗)2 + (z − ζ∗)2

,

ãäå òî÷êàξ∗ ïîëó÷åíà èç ξ èíâåðñèåé îòíîñèòåëüíî ñôåðû. Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî è äëÿ
ïîëóïðîñòðàíñòâà ôóíêöèþ g ìîæíî çàïèñàòü â âèäå g(x, ξ) = E(x, ξ∗), ãäå òî÷êà ξ∗ ïî-
ëó÷åíà èç ξ ñèììåòðèåé îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè x = 0. Ýòî ïðèäàåò ìåòîäó õàðàêòåð
ñëåäóþùåãî ïðàâèëà: ÷òîáû ïîëó÷èòü ãàðìîíè÷åñêóþ â îáëàñòè ôóíêöèþ, ðàâíóþ çíà-
÷åíèþ ïîòåíöèàëà E(x, ξ) íà ÷àñòè ãðàíèöû � ïëîñêîñòè èëè ñôåðå, íàäî ðàññìîòðåòü
ôóíêöèþ kE(x, ξ∗). Òàêîé ìåòîä íàçûâàþò ìåòîäîì ìíèìûõ èñòî÷íèêîâ (â ñèììåòðè÷íóþ
òî÷êó ξ∗ ïîìåùàåòñÿ âîîáðàæàåìûé èñòî÷íèê). Êîìáèíèðóÿ ñèììåòðèè, ìîæåì òåïåðü
ñòðîèòü ôóíêöèè Ãðèíà äëÿ ïîëóøàðà, ÷åòâåðòü øàðà è ò.ä., øàðîâîãî ñëîÿ, ðàçíûõ ÷à-
ñòåé øàðîâîãî ñëîÿ è ò.ä.

Ìû ãîâîðèëè ñåé÷àñ ïðî çà÷àäà÷ó Äèðèõëå. Ðàçëè÷èÿ ñ çàäà÷åé Íåéìàíà òàêèå æå, êàê
â îäíîìåðíîì ñëó÷àå (âñïîìíèòå ÷åòíîå è íå÷åòíîå ïðîäîëæåíèå â çàäà÷àõ êîëåáàíèé).
Åñëè â çàäà÷å Äèðèõëå ôóíêöèþ ìíèìîãî èñòî÷íèêà íàäî âû÷èòàòü, òî â çàäà÷å Íåéìàíà
� ïðèáàâëÿòü. Â ñèëó ñèììåòðèè, ýòî îáíóëèò íîðìàëüíóþ ïðîèçâîäíóþ.
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Ïðèìåð 61. Ïîñòðîéòå ôóíêöèþ Ãðèíà äëÿ çàäà÷è Íåéìàíà â êâàäðàíòå x, y > 0 â R3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå E(x − ξ), îòðàçèì èñòî÷íèê îòíî-
ñèòåëüíî x = 0 è ïðèáàâèì. Ïîëó÷èì ôóíêöèþ

1

4π
√

(x− ξ)2 + (y − η)2 + (z − ζ)2
+

1

4π
√

(x+ ξ)2 + (y − η)2 + (z − ζ)2
.

Îòðàçèì òåïåðü åå îòíîñèòåëüíî y = 0. Ïîëó÷èì

G(x, y, z, ξ, η, ζ) =
1

4π
√

(x− ξ)2 + (y − η)2 + (z − ζ)2
+

1

4π
√

(x+ ξ)2 + (y − η)2 + (z − ζ)2
+

+
1

4π
√

(x− ξ)2 + (y + η)2 + (z − ζ)2
+

1

4π
√

(x+ ξ)2 + (y + η)2 + (z − ζ)2
.

Ïåðåéäåì ê çàäà÷àì â R2. Êðîìå òîãî, ÷òî çäåñü E(x, ξ) = − 1
2π

ln |x− ξ|, åñòü è åùå îäíî
âàæíåéøåå îòèëè÷èå îò çàäà÷ â R3. Ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè çäåñü ìîæíî ïîëó÷àòü èç ãî-
ëîìîðôíûõ îòùåïëåíèåì âåùåñòâåííîé ÷àñòè. Ïðè ýòîì, ãàðìîíè÷íîñòü íå òåðÿåòñÿ ïðè
êîíôîðìíûõ èçîìîðôèçìàõ îáëàñòåé. Ïîÿâëÿåòñÿ íîâûé ãëîáàëüíûé ìåòîä: íàõîäèì èçî-
ìîðôèçì íàøåé îáëàñòè íà ïðîñòåéøóþ (íàïðèìåð, ïîëóïëîñêîñòü), ñòðîèì ôóíêöèþ
Ãðèíà òàì, à çàòåì îáðàòíûì èçîìîðôèçìîì ïåðåíîñèì ôóíêöèþ â íàøó îáëàñòü.

Ïðèìåð 62. Ïóñòü îáëàñòü D êîíôîðìíî èçîìîðôíà âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè Imw > 0,
ïðè÷åì èçîìîðôèçì çàäàåòñÿ ôóíêöèåé w = f(z), z ∈ D. Íàéäèòå ôóíêöèþ Ãðèíà çàäà÷è
Äèðèõëå â D. Ðàçáåðèòå îòäåëüíî ñëó÷àé êðóãà D = {|z| < 1}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ z = x + iy, ξ = ξ + iη, w = u + iv, ζ = ζ + iσ.
Ôóíêöèþ Ãðèíà çàäà÷è Äèðèõëå â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè íàõîäèì ìåòîäîì îòðàæåíèé

G(w, ζ) =
1

2π
ln
|w − ζ∗|
|w − ζ|

, ζ∗ = ζ − iσ.

Ñðàçó çàïèñàòü w = f(z), ζ = f(ξ) ìû íå ìîæåì, ò.ê. òî÷êà ζ∗ íå ëåæèò â âåðõíåé ïî-
ëóïëîñêîñòè è îòîáðàæåíèå â ýòîé òî÷êå ìîæåò íå áûòü îïðåäåëåíî (â ïðîñòûõ ñëó÷àÿõ
ìîæíî, êîíå÷íî ïðîäîëæàòü f â íèæíþþ ïîëóïëîñêîñòü ïî ïðèíöèïó ñèììåòðèè). Òîãäà
ïðåîáðàçóåì

G(w, ζ) =
1

2π
ln
|wζ − |ζ|2|
|w − ζ| · |ζ|

=
1

2π
ln
|f(z)f(ξ)− |f(ξ)|2|
|f(z)− f(ξ)| · |f(ξ)|

.

Äëÿ êðóãà îòîáðàæåíèå f(z) ìîæíî âçÿòü f(z) = i1−z
1+z

. ×òîáû èçáåæàòü âû÷èñëåíèé, çà-
ìåòèì, ÷òî ÄËÎ îáëàäàåò ñâîéñòâîì ñèììåòðèè, êîòîðîå ïîçâîëÿåò ïðîäîëæèòü îòîáðà-
æåíèå íà âíåøíîñòü êðóãà (ñî çíà÷åíèÿìè â íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè) òîé æå ôîðìóëîé.
Òîãäà ïîäñòàâèì w = f(z), ζ = f(ξ), ζ∗ = f(ξ) â èñõîäíóþ ôîðìóëó äëÿ G(w, ζ) è ïîëó÷èì

G(z, ξ) =
1

2π
ln

∣∣∣i1−z
1+z

+ i1−ξ
1+ξ

∣∣∣∣∣∣i1−z
1+z
− i1−ξ

1+ξ

∣∣∣ =
1

2π
ln
|1− zξ|
|z − ξ|

.
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Äëÿ äåìîíñòðàöèè ðàáîòîñïîñîáíîñòè ìåòîäà ðåøèì çàäà÷ó Æóêîâñêîãî îá îáòåêàíèè
öèëèíäðà.

Ïðèìåð 63. Ïðåäñòàâèì ñåáå öèëèíäð C = {x2 + y2 ≤ 1, z ∈ R}, êîòîðûé îáòåêàåò-
ñÿ ïîòîêîì âîçäóõà, íàáåãàþùèì èç x = −∞ ñî ñêîðîñòüþ V (−∞, y, z) = (1, 0, 0). Íàì
íàäî íàéòè ïîëå ñêîðîñòåé V (x, y, z) = (u, v, w) â îáëàñòè R3 \ S. Ëîãè÷íî ïðåäïîëî-
æèòü, ÷òî â ñèëó ðàñïîëîæåíèÿ öèëèíäðà ïîòîêè, ñîîòâåòñòâóþùèå z = z1 è z = z2

íå ñìåøèâàþòñÿ, ò.å. âåçäå w = 0. Òîãäà òðåòüþ êîîðäèíàòó ìîæíî îòáðîñèòü è ïå-
ðåéòè ê ïëîñêîé çàäà÷å C = {x2 + y2 ≤ 1}, V (x, y) = (u, v). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âîçäóõ
íåñæèìàåì (ýòî âïîëíå ëîãè÷íî), ò.å. u′x + v′y = 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òå÷åíèå âîçäóõà
áåçâèõðåâîå (à âîò ýòî íåâåðíî, íî ìû áåðåì ïðîñòåéøóþ ìîäåëü), ò.å. u′y − v′x = 0.
Òîãäà ïàðà (u,−v) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì Êîøè�Ðèìàíà, ò.å. ìîæíî èñêàòü òîëüêî
ãàðìîíè÷åñêóþ ôóíêöèþ u. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîòîê âîçäóõà îò öèëèíäðà íå îòðàæà-
åòñÿ, à îáòåêàåò åãî ïî êîíòóðó (ýòî íåâåðíî, íî ìû áåðåì ïðîñòóþ ìîäåëü). Â ñèëó
ñèììåòðèè çàäà÷è, åå ìîæíî ðåøàòü â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè y > 0.

Èòàê, ìû èùåì ãàðìîíè÷åñêóþ ôóíêöèþ â îáëàñòè {y > 0, x2 + y2 > 1} ñ óñëîâèåì
u(x, 0) = 1 ïðè |x| > 1 è u(x, y) = 1

2
~τ íà ïîëóîêðóæíîñòè, ãäå ~τ � êàñàòåëüíûé âåê-

òîð. Âñïîìíèì, ÷òî êîíôîðìíûå îòîáðàæåíèÿ íå ìåíÿþò ãàðìîíè÷íîñòè. Îòîáðàçèì
âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü ñ âûðåçàííûì ïîëóêðóãîì íà âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü îáðàòíîé
ôóíêöèåé Æóêîâñêîãî. Â ïîëóïëîñêîñòè ïîëó÷èì çàäà÷ó ïîèñêà ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè
ñ óñëîâèåì u(ξ, 0) = 1 íà âñåé ïðÿìîé R. Ðåøåíèå î÷åâèäíî: u(ξ, η) = 1. Îñòàåòñÿ ïðè-
ìåíèòü ïðÿìóþ ôóíêöèþ Æóêîâñêîãî è ìû ïîëó÷èì îòâåò.

Óïðàæíåíèå 15. 1. Ïîñòðîéòå ôóíêöèþ Ãðèíà äëÿ ïåðâîãî êâàäðàíòà â R2 è äëÿ âåðõ-
íåãî åäèíè÷íîãî ïîëóêðóãà â R2.
2. Ïðîâåðüòå òåîðåìó Êåëüâèíà: åñëè u(x) ãàðìîíè÷íà â R3, òî è ôóíêöèÿ
|x|−1u(x|x|−2) òîæå.
3. Ïîñòðîéòå ôóíêöèþ Ãðèíà çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ ïîëóøàðà |x| < R, z > 0 â R3.
4. Ïîñòðîéòå ôóíêöèþ Ãðèíà çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ ïëîñêîãî ñëîÿ 0 < z < 1 â R3.
5. Ðåøèòå çàäà÷ó ∆u = 0, u(x, y, 0) = cos x cos y â ïîëóïðîñòðàíñòâå z > 0.
6. Ðåøèòå çàäà÷ó ∆u = 2

(x2+y2+(z+1)2)2
, u(x, y, 0) = 1

1+x2+y2
â ïîëóïðîñòðàíñòâå z > 0.

7. Ðåøèòå çàäà÷ó ∆u = 0 â ïîëóïîëîñå x > 0, 0 < y < π ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè
u(x, 0) = u(x, π) = 0, u(0, y) = 1.
8. Ðåøèòå çàäà÷ó ∆u = 0 â ïåðâîì êâàäðàíòå x, y > 0 ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè u(0, y) = 0,
u(x, 0) = x

(1+x2)2
.

9. Ðåøèòå çàäà÷ó ∆u = (x2 + y2)n/2, n ∈ N, â êðóãå |z| < 1 ñ íóëåâûì êðàåâûì óñëîâèåì.
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Ëåêöèÿ 14. Ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè. Ìåòîä ðàçäåëåíèÿ

ïåðåìåííûõ

Ìíîãèå ñâîéñòâà ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé äâóõ ïåðåìåííûõ âû óæå çíàåòå èç êóðñà ÒÔÊÏ,
ãäå îíè áûëè äîêàçàíû. Çäåñü ìû íå áóäåì ïåðåäîêàçûâàòü ýòè ñâîéñòâà äëÿ ñëó÷àÿ n > 2
ïåðåìåííûõ. Îãðàíè÷èìñÿ ôîðìóëèðîâêàìè.

Îïðåäåëåíèå 29. Ôóíêöèÿ u(x1, . . . , xn) íàçûâàåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé â îáëàñòè Ω ⊂ Rn,
åñëè u äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà â Ω è ∆u = 0. Êëàññ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé îáîçíà÷àåì
H(Ω).

Òåîðåìà 17 (Ñëàáûé ïðèíöèï ýêñòðåìóìà). Ïóñòü u ∈ H(D)∩C(Ω), ïðè÷åì Ω � îãðàíè-
÷åííàÿ îáëàñòü. Îáîçíà÷èì m = min∂Ω u(x), M = max∂Ω u(x). Òîãäà âñþäó â Ω âûïîëíåíî
äâîéíîå íåðàâåíñòâî m ≤ u(x) ≤M .

Ñëåäñòâèå 8. Ïóñòü u ∈ H(D)∩C(Ω), ïðè÷åì Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü. Åñëè u|∂Ω = 0,
òî u ≡ 0 â Ω.

Ñëåäñòâèå 9. Ðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå ∆u = f â Ω, u|∂Ω = ϕ åäèíñòâåííî, åñëè Ω �
îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü.

Ñëåäñòâèå 10. Ïóñòü u1 è u2 � ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèðèõëå ñ îäíîé è òîé æå ïðàâîé
÷àñòüþ f , â îäíîé è òîé æå îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω, íî äëÿ ðàçíûõ êðàåâûõ óñëîâèé ϕ1

è ϕ2. Òîãäà supΩ |u1(x)− u2(x)| ≤ sup∂Ω |ϕ1(x)− ϕ2(x)|.

Ñëåäñòâèå 11. Åñëè {un}∞1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãàðìîíè÷åñêèõ â Ω è íåïðåðûâíûõ â
Ω ôóíêöèé, è ýòè ôóíêöèè ðàâíîìåðíî íà ∂Ω ñõîäÿòñÿ, òî îíè ñõîäÿòñÿ ðàâíîìåðíî è
íà âñåé Ω.

Òåîðåìà 18 (Òåîðåìà Ãàðíàêà). Â óñëîâèÿõ ïðåäûäóùåãî ñëåäñòâèÿ ôóíêöèÿ
u(x) = limn→∞ un(x) ãàðìîíè÷íà â Ω è íåïðåðûâíà â Ω.

Òåîðåìà 19 (Ñòðîãèé ïðèíöèï ìàêèñìóìà). Ãàðìîíè÷åñêàÿ â îáëàñòè Ω ôóíêöèÿ, îò-
ëè÷íàÿ îò êîíñòàíòû, íå ìîæåò èìåòü òî÷åê ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà èëè ìèíèìóìà
(äàæå íåñòðîãèõ).

Òåîðåìà 20 (Òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè). Åñëè ãàðìîíè÷åñêàÿ â Ω ôóíêöèÿ îáíóëÿåòñÿ íà
íåêîòîðîì øàðå Br ⊂ Ω, íî îíà òîæäåñòâåííûé íîëü âñþäó â Ω.

Òåîðåìà 21 (Òåîðåìà î ñðåäíåì). Ïóñòü u ∈ H(Ω), à øàð BR(x0) ⊂ Ω âìåñòå ñî ñôåðîé
SR(x0). Òîãäà

u(x0) =
1

sRn−1

∫
SR(x0)

u(x) ds =
1

vRn

∫
BR(x0)

u(x) dV,

ãäå s = 2πn/2

Γ(n/2)
� ïëîùàäü ñôåðû åäèíè÷íîãî ðàäèóñà, à v = πn/2

Γ(n/2+1)
� îáúåì øàðà åäèíè÷-

íîãî ðàäèóñà.

Òåîðåìà 22 (Î áåñêîíå÷íîé äèôôåðåíöèðóåìîñòè). Ïóñòü u ∈ H(Ω). Òîãäà u ∈ C∞(Ω).
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Òåîðåìà 23 (Òåîðåìà Ëèóâèëëÿ). Ãàðìîíè÷åñêàÿ â Rn ôóíêöèÿ, îòëè÷íàÿ îò êîíñòàí-
òû, íå ìîæåò áûòü îãðàíè÷åíà íè ñâåðõó, íè ñíèçó.

Ðàçëè÷àþò ÷åòûðå îñíîâíûå êðàåâûå çàäà÷è:
1. Âíóòðåííÿÿ çàäà÷à Äèðèõëå. Äàíà îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü6 Ω ñ íåïðåðûâíîé ∂Ω (êî-
íå÷íûé íàáîð íåïðåðûâíûõ ìíîãîîáðàçèé) è íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ϕ, çàäàííàÿ íà ∂Ω.
Íàäî íàéòè ôóíêöèþ u ∈ H(Ω) ∩ C(Ω), u|∂Ω = ϕ.
2. Âíåøíÿÿ çàäà÷à Äèðèõëå. Äàíà îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü Ω, äëÿ êîòîðîé Ω1 = Rn \ Ω �
òîæå îáëàñòü7, ñ íåïðåðûâíîé ãðàíèöåé ∂Ω = ∂Ω′ è íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ϕ, çàäàííàÿ
íà ∂Ω′. Íàäî íàéòè ôóíêöèþ u ∈ H(Ω′) ∩ C(Ω

′
), u|∂Ω′ = ϕ, u = o(1) ïðè Ω′ 3 x → ∞ (â

äâóìåðíîì ñëó÷àå óñëîâèå çàìåíÿåòñÿ íà u = o(ln |x|)).
3. Âíóòðåííÿÿ çàäà÷à Íåéìàíà. Äàíà îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü Ω ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé (êî-
íå÷íûé íàáîð ìíîãîîáðàçèé êëàññà C1) è íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ϕ, çàäàííàÿ íà ∂Ω. Íàäî
íàéòè ôóíêöèþ u ∈ H(Ω) ∩ C1(Ω), ∂u

∂n
|∂Ω = ϕ (n � âíåøíÿÿ íîðìàëü).

4. Âíåøíÿÿ çàäà÷à Íåéìàíà. Äàíà îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü Ω , äëÿ êîòîðîé Ω1 = Rn \ Ω
� òîæå îáëàñòü, ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂Ω = ∂Ω′ (ìíîãîîáðàçèå êëàññà C1) è íåïðåðûâíàÿ

ôóíêöèÿ ϕ, çàäàííàÿ íà ∂Ω′. Íàäî íàéòè ôóíêöèþ u ∈ H(Ω′) ∩ C1(Ω
′
), ∂u

∂n
|∂Ω′ = ϕ (n �

âíåøíÿÿ íîðìàëü), u = o(1) ïðè Ω′ 3 x→∞ (â äâóìåðíîì ñëó÷àå óñëîâèå çàìåíÿåòñÿ íà
u = o(ln |x|)).

Òåîðåìà 24. Ðåøåíèå âíóòðåííåé çàäà÷è Äèðèõëå ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî. Åñëè ∂Ω
êëàññà C1, òî ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàë äâîéíîãî ñëîÿ.
Ðåøåíèå âíåøíåé çàäà÷è Äèðèõëå ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî. Åñëè ∂Ω êëàññà C1, òî ðå-
øåíèåì ÿâëÿåòñÿ ñóììà ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ è ïîòåíöèàëà |x|−1

∫
∂Ω′

ϕ(x)µ0(x) dS.
Ðåøåíèå âíóòðåííåé çàäà÷à Íåéìàíà ñóùåñòâóåò ïðè óñëîâèè

∫
∂Ω
ϕ(x) dS = 0 è åäèí-

ñòâåííî. Ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàë ïðîñòîãî ñëîÿ.
Ðåøåíèå âíåøíåé çàäà÷è Íåéìàíà ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî. Ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ ïî-
òåíöèàë ïðîñòîãî ñëîÿ.

Ïîòåíöèàëû ïðîñòîãî è äâîéíîãî ñëîÿ ìû ïèñàòü óæå óìååì. Íàó÷èìñÿ ñåé÷àñ ïîëó÷àòü
ðåøåíèÿ â âèäå ðÿäîâ. Ýòîò ìåòîä íàì õîðîøî çíàêîì � íàøè ëþáèìûå ðÿäû Ôóðüå.

Ïðèìåð 64. Ðåøèòå ìåòîäîì Ôóðüå óðàâíåíèå Ïóàññîíà uxx + uyy = xy â êâàäðàòå
0 ≤ x, y ≤ 1 ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè Äèðèõëå u(x, 0) = 0, u(0, y) = y, u(x, 1) = u(1, y) = 1.

Ðåøåíèå. Ïåðåìåííûå â óðàâíåíèè Ëàïëàñà ðàâíîïðàâíû. Çàôèêñèðóåì ïåðåìåííóþ x
êàê ïðîñòðàíñòâåííóþ, à y êàê äèìàíè÷åñêóþ, ò.å. áóäåì âîñïðèíèìàòü óñëîâèÿ íà îòðåç-
êàõ y = 0 è y = 1 êàê íà÷àëüíîå è òåðìèíàëüíîå, à óñëîâèÿ íà îòðåçêàõ x = 0 è x = 1
áóäåì ñ÷èòàòü ãðàíè÷íûìè. Òîãäà ïåðâîå äåëî � îáíóëèòü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Ïîäáåðåì
ôóíêöèþ f(x, y) = y(1−x)+x è âû÷òåì åå, ò.å. ïîëîæèì v(x, y) = u(x, y)−f(x, y). Ïîëó÷èì

vxx + vyy = xy, v(x, 0) = −x, v(x, 1) = 0, v(0, y) = v(1, y) = 0.

Åùå ðàç: ìû ïèøåì óðàâíåíèå â âèäå vyy = Lv + xy, ãäå L � îïåðàòîð ïî ïåðåìåííîé
x ∈ [0, 1], ðàâíûé −v′′ ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè Äèðèõëå v(0) = v(1) = 0. Èùåì ñîáñòâåííûå

6çäåñü îáëàñòü � îòêðûòîå ñâÿçíîå ìíîæåñòâî
7â ÷àñòíîñòè, îòñþäà ñëåäóåò îäíîñâÿçíîñòü Ω
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çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ýòîãî îïåðàòîðà λn = π2n2, vn(x) =
√

2 sin(πnx). Òåïåðü
ðàñêëàäûâàåì ðåøåíèå

v(x, y) =
√

2
∞∑
n=1

cn(y) sin(πnx).

Ïåðåä òåì, êàê ïîäñòàâèòü â óðàâíåíèå ýòîò ðÿä, ðàçëîæèì ïðàâóþ ÷àñòü è íà÷àëüíûå
óñëîâèÿ ïî äàííîé ñèñòåìå:

x =
√

2
∞∑
n=1

an sin(πnx), an =
√

2

∫ 1

0

x sin(πnx) dx =
(−1)n+1

√
2

πn
.

Òîãäà ïîñëå ïîäñòàíîâêè è ïðèðàâíèâàíèÿ êîýôôèöèåíòîâ, ïîëó÷èì

c′′n − π2n2cn +

√
2(−1)n

πn
y = 0, cn(0) =

√
2(−1)n

πn
, cn(1) = 0.

Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî â îòëè÷èå îò äèíàìè÷åñêèõ çàäà÷, ìû ïîëó÷èëè íà êîýôôèöèåíòû
âíîâü êðàåâóþ çàäà÷ó. Íàõîäèì ðåøåíèå â âèäå ñóììû ðåøåíèÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ
è ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ (èùåì åãî â âèäå ky)

cn(y) = An sh(πnx) +Bn ch(πnx) +

√
2(−1)n

π3n3
y.

Îñòàåòñÿ ó÷åñòü êðàåâûå óñëîâèÿ, îòêóäà

Bn =

√
2(−1)n

πn
, An =

√
2(−1)n+1

πn sh(πn)

(
ch(πn) +

1

π2n2

)
.

Â ýòîé çàäà÷å íàì óäàëîñü ïîëó÷èòü ðåøåíèå çà ñ÷åò ¾ïðÿìîóãîëüíîãî¿ âèäà îáëàñòè.
Çàìåòèì, ÷òî îáëàñòè ñëîæíîãî âèäà ìîæíî ñâîäèòü ê ïðÿìîóãîëüíûì ñ ïîìîùüþ çàìåíû
êîîðäèíàò.

Ïðèìåð 65. Ðåøèòå âíåøíþþ çàäà÷ó Äèðèõëå uxx + uyy = 1
x2+y2

äëÿ âíåøíîñòè êðóãà

x2 + y2 > 1 ñ óñëîâèåì u(x, y)|x2+y2=1 = sinϕ. Ñðåäè âñåõ ðåøåíèé âûáåðèòå òî (èëè òå),
êîòîðîå èìååò íàèìåíüøèé ïîðÿäîê ðîñòà ïðè x→∞.

Ðåøåíèå. Çàïèøåì óðàâíåíèå â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ

urr +
1

r
ur +

1

r2
uϕϕ =

1

r2
, u(1, ϕ) = sinϕ.

Çäåñü ïåðåìåííûå ìåíÿþòñÿ â ïðåäåëàõ r ≥ 1, ϕ ∈ [0, 2π]. Óñëîâèå ãëàäêîñòè ðåøåíèå
âåäåò ê óñëîâèÿì u(r, 0) = u(r, 2π), u′ϕ(r, 0) = u′ϕ(r, 2π). Êðîìå íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ ïðè
r = 1 â ïîñòàíîâêó çàäà÷è âõîäèò óñëîâèå u(r, ϕ) = o(ln r) ïðè r → ∞ (òåðìèíàëüíîå
óñëîâèå íà áåñêîíå÷íîñòè). Áóäåì âîñïðèíèìàòü ϕ êàê ïðîñòðàíñòâåííóþ ïåðåìåííóþ, à
r êàê äèíàìè÷åñêóþ. Ïî ïåðåìåííîé ϕ èìååì îïåðàòîð âòîðîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñ
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ïåðèîäè÷åñêèìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè. Íàõîäèì åãî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå
ôóíêöèè

λn = n2, Φ1
n(ϕ) =

1√
π

sinnϕ, Φ2
n(ϕ) =

1√
π

cosnϕ, n ≥ 1,

(çäåñü êàæäîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå èìååò êðàòíîñòü äâà). Ïëþñ åñòü ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå
λ0 = 0 ïåðâîé êðàòíîñòè ñ ñîáñòâåííîé ôóíêöèåé Φ0(ϕ) = 1√

2π
. Ðàçëîæèì ôóíêöèþ u â

ðÿä ïî ýòîé ñèñòåìå

u(r, ϕ) =
a0(r)√

2π
+

1√
π

∞∑
n=1

(an(r) cosnϕ+ bn(r) sinnϕ).

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ íà êîýôôèöèåíòû

a′′0 +
1

r
a′0 =

√
2π

r2
, a′′n +

1

r
a′n −

n2

r2
an = 0, b′′n +

1

r
b′n −

n2

r2
bn = 0, r > 1, n ≥ 1.

Ðàñêëàäûâàåì íà÷àëüíîå óñëîâèå â ðÿä Ôóðüå ïî ñèíóñàì è êîñèíóñàì (îíà óæå ðàçëî-
æåíà, íà ñàìîì äåëå) è ïîëó÷àåì íà÷àëüíûå óñëîâèÿ a0(1) = an(1) = bn(1) = 0 çà èñêëþ-
÷åíèåì êîýôôèöèåíòà b1, äëÿ êîòîðîãî b1(1) = 1. Âñå óðàâíåíèÿ äëÿ n ≥ 1 îäíîðîäíûå.
Ëåãêî óãàäûâàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèÿ rn è r−n. Èç óñëîâèÿ ìèíèìèçàöèè
ðîñòà ðåøåíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè, îñòàâëÿåì òîëüêî ðåøåíèå Cnr

−n. Èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé
ïîëó÷àåì an(r) = bn(r) ≡ 0 çà èñêëþ÷åíèåì ôóíêöèè b1(r). Äëÿ íåå èìååì b1(r) = r−1.

Îòäåëüíî ðåøàåì óðàâíåíèå íà a0. Ñäåëàåì çàìåíó a′(r) = f(r), îòêóäà

f ′(r) + 1
r
f(r) =

√
2π
r2
. Ýòî ëèíåéíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà ëåãêî èíòåãðèðóåòñÿ

f(r) = A
r

+
√

2π ln r
r
. Èíòåãðèðîâàíèåì íàõîäèì

a0(r) = A ln r +B +

√
π

2
ln2 r.

Èç íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ a0(1) = 0 íàõîäèì B = 0. Óñëîâèÿ íà ðîñò íà áåñêîíå÷íîñòè íå
ïîçâîëÿþò îïðåäåëèòü êîíñòàíòó A, ò.ê. âñå ðåøåíèÿ èìåþò ðîñò ïîðÿäêà ln2 r. Îêîí÷à-
òåëüíî,

u(x, y) = A ln r +

√
π

2
ln2 r +

sinϕ

r
.
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