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Çàíÿòèå 1

Âåêòîðû è äåêàðòîâû êîîðäèíàòû

Îïðåäåëåíèå 1. Êîîðäèíàòàìè íàçûâàþò ÷èñëà, îïðåäåëÿþùèå ïîëîæåíèå òî÷êè íà ïëîñêîñòè

x1

O

xx2

Ðèñ. 1.1.

R2 èëè â ïðîñòðàíñòâå R3 (èëè æå â ïðîèçâîëüíîì ïðîñòðàíñòâå Rn). Äëÿ
óäîáñòâà îãðàíè÷èìñÿ R2 è R3. Ïðÿìîóãîëüíûå (äåêàðòîâû) êîîðäèíàòû òî÷-
êè íà ïëîñêîñòè � ñíàáæ¼ííûå çíàêîì ïëþñ è ìèíóñ ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè
x äî äî äâóõ âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ïðÿìûõ Ox1 è Ox2 � îñåé êîîðäè-
íàò, � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ êîòîðûõ ñ÷èòàåòñÿ íà÷àëîì êîîðäèíàò. Íà ðèñóíêå
(ðèñ. 1.1) òî÷êà x = {x1, x2} îïèñûâàåòñÿ äâóìÿ êîîðäèíàòàìè x1 è x2. Ãîðè-
çîíòàëüíàÿ x1 � íàçûâàåòñÿ àáñöèññîé, âåðòèêàëüíàÿ x2 � îðäèíàòîé.

Ñèñòåìó äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò â ïðîñòðàíñòâå çàäàþò òðè âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûå ïëîñêîñòè,
îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ ïîëîæåíèå òî÷êè îïðåäåëÿåòñÿ òðåìÿ ÷èñëàìè àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó,
x = {x1, x2, x3}.
Îïðåäåëåíèå 2. Òî÷êó x = {x1, x2, x3} òàêæå íàçûâàþò âåêòîðîì ëèáî ðàäèóñ�âåêòîðîì.

Îïðåäåëåíèå 3. Ñèñòåìà êîîðäèíàò � îáúåêò, ïîçâîëÿþùèé îïèñûâàòü ãåîìåòðè÷åñêèé îáú-
åêò àëãåáðàè÷åñêèìè ñðåäñòâàìè.

Óïðàæíåíèå 1. Äàíû òî÷êè A(2,− 3), B(3,1) è C(−1,5). Çíàÿ, ÷òî ABCD � ïàðàëëåëîãðàìì,
íàéòè êîîðäèíàòû òî÷êè D.

Ðåøåíèå. Âåêòîð
−−→
CD ðàâåí âåêòîðó

−−→
BA (âåêòîðó

−−→
AB íå ðàâåí!). Çíà÷èò, åñëè îòëîæèòü âåêòîð−−→

BA îò òî÷êè C, òî ïîëó÷èì òî÷êó D. ×òîáû íàéòè êîîðäèíàòû âåêòîðà, âû÷èòàåì êîîðäèíàòû
íà÷àëà èç êîîðäèíàò êîíöà

−−→
BA =

(
2
−3

)
−
(

3
1

)
=

(
−1
−4

)
.

×òîáû íàéòè êîîðäèíàòû òî÷êè D, ïðèáàâëÿåì êîîðäèíàòû âåêòîðà
−−→
BA ê êîîðäèíàòàì òî÷êè C.

Îòâåò: D = (−2,1). �

Ìîæíî áûëî ñ÷èòàòü äðóãèì ñïîñîáîì: íàéòè âåêòîð
−−→
BC è îòëîæèòü åãî îò òî÷êè A.

Óïðàæíåíèå 2. Äàíû òî÷êè A(2,− 3), B(3,1) è C(−1,5). Çíàÿ, ÷òî ABCD � ïàðàëëåëîãðàìì,
íàéòè êîîðäèíàòû òî÷êè M � ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé AC è BD.

Ðåøåíèå. Äèàãîíàëè ïàðàëëåëîãðàììà äåëÿòñÿ òî÷êîé ïåðåñå÷åííèÿ ïîïîëàì. Çíà÷èò, íåîáõî-

äèìî îòëîæèòü ïîëîâèíó âåêòîðà
−→
AC îò òî÷êè A

−→
AC =

(
−1
5

)
−
(

2
−3

)
=

(
−3
8

)
, M =

(
2
−3

)
+

1

2

(
−3
8

)
=

(
0,5
1

)
.

Îòâåò: M = (1/2, 1). �

Óïðàæíåíèå 3. Äàíû òî÷êè A(2,− 3), B(3,1) è C(−1,5). Íàéäèòå êîîðäèíàòû òî÷êè E ïåðåñå-
÷åíèÿ ìåäèàí òðåóãîëüíèêà ABC.
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4 ÇÀÍßÒÈÅ 1. ÂÅÊÒÎÐÛ È ÄÅÊÀÐÒÎÂÛ ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÛ

Ðåøåíèå. Ñíà÷àëà íàéäåì êîîðäèíàòû òî÷êè M � ñåðåäèíû îòðåçêà AB. Äëÿ ýòîãî ïðîñòî
âîçüìåì ïîëóñóììó êîîðäèíàò êîíöîâ îòðåçêà

M =
1

2

(
2
−3

)
+

1

2

(
3
1

)
=

(
2,5
−1

)
.

Òåïåðü âñïîìíèì, ÷òî òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí òðåóãîëüíèêà äåëèò êàæäóþ ìåäèàíó â îòíîøåíèè
2 : 1, ñ÷èòàÿ îò âåðøèíû. Çíà÷èò, íàäî ðàçäåëèòü îòðåçîê CM â îòíîøåíèè 2 : 1, ñ÷èòàÿ îò òî÷êè
C

E =
1

3
C +

2

3
M =

1

3

(
−1
5

)
+

2

3

(
2,5
−1

)
=

(
4/3
1

)
.

Îòâåò: E = (4/3, 1). �

Âîîáùå, åñëè òî÷êà Z äåëèò îòðåçîê [X,Y ] â îòíîøåíèè a : b, ñ÷èòàÿ îò òî÷êè X, òî

Z = X +
a

a+ b

−−→
XY = X +

a

a+ b
(Y −X) =

b

a+ b
X +

a

a+ b
Y.

Åñëè ïðî òî÷êó Z èçâåñòíî òîëüêî òî, ÷òî îíà ëåæèò íà îòðåçêå [X,Y ], òî ÷èñëà a è b íåèçâåñòíû.
Òîãäà óäîáíåå ââåñòè ïàðàìåòð t = a

a+b ∈ [0,1] è çàïèñàòü

Z = (1− t)X + tY.

Ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðà t îò 0 ê 1 òî÷êà Z ¾ïðîáåãàåò¿ îòðåçîê [X,Y ] îò òî÷êè X ê òî÷êå Y .

Óïðàæíåíèå 4. Äàíû ÷åòûðå òî÷êè A(3,−1), B(−1,6), C(0,5) è D(6,−8). Íàéäèòå êîîðäèíàòû
òî÷êè E ïåðåñå÷åíèÿ îòðåçêîâ AB è CD.

Ðåøåíèå. Òî÷êà E ëåæèò íà îòðåçêå AB. Çíà÷èò,

E = (1− t)A+ tB = (1− t)
(

3
−1

)
+ t

(
−1
6

)
=

(
3− 4t
7t− 1

)
äëÿ íåêîòîðîãî t ∈ [0,1]. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òî÷êà E ëåæèò íà îòðåçêå CD, ò.å.

E = (1− s)C + sD = (1− s)
(

0
5

)
+ s

(
6
−8

)
=

(
6s

5− 13s

)
äëÿ íåêîòîðîãî s ∈ [0,1]. Ïðèðàâíÿåì ýòè äâå çàïèñè òî÷êè E è ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé{

3− 4t = 6s

7t− 1 = 5− 13s
⇔
{

4t+ 6s = 3

7t+ 13s = 6
⇔
{
t = 0,3

s = 0,3

Ïîäñòàâëÿÿ, íàïðèìåð, çíà÷åíèå t, íàéäåì E = (1,8, 1,1).
Îòâåò: E = (1,8, 1,1). �

Åñëè ðàçðåøèòü ïàðàìåòðó t â çàïèñè

Z = (1− t)X + tY

ìåíÿòüñÿ íà âñåé ÷èñëîâîé îñè, òî òî÷êà Z ¾ïðîáåæèò¿ âñþ ïðÿìóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êè X è
Y .

Óïðàæíåíèå 5. Äàíû òî÷êè A(1,3,− 1) è B(−2,− 4,1). Ïåðåñåêàåò ëè ïðÿìàÿ AB îñü Ox?

Ðåøåíèå. Ïóñòü C � íåêîòîðàÿ òî÷êà ïðÿìîé AB. Òîãäà C = (1−t)A+tB = (1−3t,3−7t,−1+2t)
äëÿ íåêîòîðîãî t ∈ R. Åñëè ïîòðåáîâàòü äîïîëíèòåëüíî, ÷òî òî÷êà C ëåæèò íà îñè Ox, òî åå
êîîðäèíàòû ïî äðóãèì îñÿì äîëæíû îáðàòèòüñÿ â íîëü, ò.å. 3− 7t = −1 + 2t = 0, ÷òî íåâîçìîæíî.
Îòâåò: Íåò. �

Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ëþáàÿ ïðÿìàÿ (íà ïëîñêîñòè èëè â ïðîñòðàíñòâå) ïðèîáðåòàåò çàïèñü
(a0 + at,b0 + bt,c0 + ct) ñ êàêèìè�òî ÷èñëàìè a0, b0, c0, a, b, c è ïåðåìåííûì ïàðàìåòðîì t ∈ R.
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Òàêîå óðàâíåíèå ïðÿìîé íàçûâàþò ïàðàìåòðè÷åñêèì, à âåêòîð (a,b,c) íàçûâàþò íàïðàâëÿþùèì
âåêòîðîì ýòîé ïðÿìîé. Äâå ïðÿìûå ïàðàëëåëüíû (èëè ñâîïàäàþò) â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà ó íèõ
íàïðàâëÿþùèå âåêòîðû êîëëèíåàðíû.

Óïðàæíåíèå 6. Íàïèñàòü óðàâíåíèÿ êàñàòåëüíûõ ê îêðóæíîñòè x2 + y2 − 12x − 4y + 32 = 0,
ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò.

Ðåøåíèå. Ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò, èìååò óðàâíåíèå y = kx. Îñòàåòñÿ íàé-
òè çíà÷åíèå k. Áóäåì èñêàòü îáùóþ òî÷êó ïðÿìîé è îêðóæíîñòè, ò.å. ïîäñòàâèì y = kx â óðàâíåíèå
îêðóæíîñòè. Ïîñëå óïðîùåíèé ïîëó÷èì óðàâíåíèå íà x

(1 + k2)x2 − (12 + 4k)x+ 32 = 0.

Ýòî óðàâíåíèå ìîæåò íå èìåòü ðåøåíèé (ïðÿìàÿ è îêðóæíîñòü íå ïåðåñåêàþòñÿ � íàñ ýòîò ñëó÷àé
íå èíòåðåñóåò), ìîæåò èìåòü äâà ðåøåíèÿ (ïðÿìàÿ ÿâëÿåòñÿ äëÿ îêðóæíîñòè ñåêóùåé � ýòî íàì
òîæå íå ïîäõîäèò), à ìîæåò èìåòü ðîâíî îäíî ðåøåíèå (ïðÿìàÿ êàñàåòñÿ îêðóæíîñòè). Ïîñëåäíèé
ñëó÷àé ðåàëèçóåòñÿ, åñëè äèñêðèìèíàíò êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ ðàâåí íóëþ. Îòñþäà è íàõîäèì k

(12 + 4k)2 = 128(1 + k2)⇔ k = 1 èëè k = −1

7
.

Îòâåò: y = x è 7y = −x. �



Çàíÿòèå 2

Ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê íà

ïëîñêîñòè è â ïðîñòðàíñòâå

Îïðåäåëåíèå 1. Ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê � ôèãóðà, ñîñòîÿùàÿ èç âñåõ òî÷åê ïðîñòðàí-
ñòâà, îáëàäàþùèõ îïðåäåëåííûì ñâîéñòâîì, è íå ñîäåðæàùàÿ íè îäíîé òî÷êè, íå îáëàäàþùåé ýòèì
ñâîéñòâîì.

Ðàññìîòðèì ÃÌÒ íà ïëîñêîñòè, îáëàäàþùèå ïðîñòåéøèìè è íàèáîëåå ÷àñòî âûðàæàþùèìèñÿ ñâîé-
ñòâàìè:

1. ÃÌÒ, îòñòîÿùèõ íà äàííîì ðàññòîÿíèè r îò äàííîé òî÷êè O, åñòü îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â
òî÷êå O ðàäèóñà r.

2. ÃÌÒ ðàâíîóäàëåííûõ îò äâóõ äàííûõ òî÷åê A è B, åñòü ïðÿìàÿ, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ ê îòðåçêó
AB è ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç åãî ñåðåäèíó.

3. ÃÌÒ ðàâíîóäàëåííûõ îò äâóõ äàííûõ ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ, åñòü ïàðà âçàèìíî ïåðïåí-
äèêóëÿðíûõ ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ è äåëÿùèõ óãëû ìåæäó äàííûìè
ïðÿìûìè ïîïîëàì.

4. ÃÌÒ, îòñòîÿùèõ íà îäèíàêîâîì ðàññòîÿíèè h îò ïðÿìîé, åñòü äâå ïðÿìûå, ïàðàëëåëüíûå ýòîé
ïðÿìîé è íàõîäÿùèåñÿ ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò íåå íà äàííîì ðàññòîÿíèè h.

5. Ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî öåíòðîâ îêðóæíîñòåé, êàñàþùèõñÿ äàííîé ïðÿìîé m â äàííîé íà íåé
òî÷êå M , åñòü ïåðïåíäèêóëÿð ê AB â òî÷êå M (êðîìå òî÷êè M).

6. Ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî öåíòðîâ îêðóæíîñòåé, êàñàþùèõñÿ äàííîé îêðóæíîñòè â äàííîé íà íåé
î÷êå M , åñòü ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó M è öåíòð äàííîé îêðóæíîñòè (êðîìå òî÷åê
M è O).

7. ÃÌÒ, èç êîòîðûõ äàííûé îòðåçîê âèäåí ïîä äàííûì óãëîì, ñîñòàâëÿåò äâå äóãè îêðóæíîñòåé,
îïèñàííûõ íà äàííîì îòðåçêå è âìåùàþùèõ äàííûé óãîë.

8. ÃÌÒ, ðàññòîÿíèÿ îò êîòîðûõ äî äâóõ äàííûõ òî÷åê A è B íàõîäÿòñÿ â îòíîøåíèè m : n, åñòü
îêðóæíîñòü (íàçûâàåìàÿ îêðóæíîñòüþ Àïîëëîíèÿ).

9. Ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî ñåðåäèí õîðä, ïðîâåäåííûõ èç îäíîé òî÷êè îêðóæíîñòè, åñòü îêðóæ-
íîñòü, ïîñòðîåííàÿ íà îòðåçêå, ñîåäèíÿþùåì äàííóþ òî÷êó ñ öåíòðîì äàííîé îêðóæíîñòè,
êàê íà äèàìåòðå.

10. Ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî âåðøèí òðåóãîëüíèêîâ ðàâíîâåëèêèõ äàííîìó è èìåþùèõ îáùåå îñíî-
âàíèå, ñîñòàâëÿåò äâå ïðÿìûå, ïàðàëëåëüíûå îñíîâàíèþ è ïðîõîäÿùèå ÷åðåç âåðøèíó äàííîãî
òðåóãîëüíèêà è åìó ñèììåòðè÷íîãî îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé, ñîäåðæàùåé îñíîâàíèå.

Óïðàæíåíèå 1. Íàéäèòå ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê, ðàâíîóäàëåííûõ îò òî÷åê A(0,3) è
B(2,− 1).
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Ðåøåíèå. Ïóñòü òî÷êà C(x,y) ðàâíîóäàëåíà îò A è B. Òîãäà

|AC| =
√
x2 + (y − 3)2 = |BC| =

√
(x− 2)2 + (y + 1)2.

Âîçâîäèì â êâàäðàò è óïðîùàåì. Ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

x− 2y = −1.

Êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, ïîëó÷èëîñü óðàâíåíèå ïðÿìîé. Èòàê, ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê, ðàâíî-
óäàëåííûõ îò A è B � ýòî âñå òî÷êè C(x,y), êîîðäèíàòû êîòîðûõ ñâÿçàíû ðàâåíñòâîì x− 2y = −1.
Îòâåò: Ïðÿìàÿ x− 2y = −1. �

Óïðàæíåíèå 2. Íàéäèòå ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê, êîòîðûå â 2 ðàçà áëèæå ê òî÷êå A(0,3),
÷åì ê òî÷êå B(2,− 1).

Ðåøåíèå. Ïóñòü òî÷êà C(x,y) â 2 ðàçà áëèæå ê òî÷êå A, ÷åì ê òî÷êå B. Òîãäà

|BC| =
√

(x− 2)2 + (y + 1)2 = 2|AC| = 2
√
x2 + (y − 3)2 = .

Âîçâîäèì â êâàäðàò è óïðîùàåì. Ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

3x2 + 4x+ 3y2 − 26y + 31 = 0.

Èëè, åñëè âûäåëèòü ïîëíûå êâàäðàòû(
x+

2

3

)2

+

(
y − 13

3

)2

=
80

9
.

Ïîëó÷èëàñü îêðóæíîñòü.

Îòâåò: Îêðóæíîñòü
(
x+ 2

3

)2
+
(
y − 13

3

)2
= 80

9 . Ïóñòü äàíû äâå òî÷êè A è B. Ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî
òî÷åê C, äëÿ êîòîðûõ ñóììà ðàññòîÿíèé |AC| + |BC| ïîñòîÿííà, íàçûâàþò ýëëèïñîì. Ïðè ýòîì,
åñëè êîíñòàíòà |AC|+ |BC| ìåíüøå, ÷åì äëèíà îòðåçêà |AB|, òî ýëëëèïñ îêàçûâàåòñÿ ïóñòûì. �

Óïðàæíåíèå 3. Ïóñòü A = (0,3), à B = (3,7). Íàéäèòå ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê C, äëÿ
êîòîðûõ |AC|+ |BC| = 5.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî |AB| =
√

32 + 42 = 5. Â òðåóãîëüíèêå ABC ñóììà ñòîðîí |AC| + |BC|
íå ìîæåò ðàâíÿòñÿ òðåòüåé ñòîðîíå. Çíà÷èò, òî÷êà C ëåæèò íà ïðÿìîé AB. Åùå íåìíîãî ïîäóìàâ,
ïîíèìàåì, ÷òî ëåæàòü îíà äîëæíà ìåæäó òî÷êàìè A è B, ò.å. èñêîìîå ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê
� îòðåçîê [A,B] (ýëëèïñÿ âûðîäèëñÿ â îòðåçîê).
Ìîæíî ðåøàòü ¾÷åñòíî¿. Ïîëîæèì C = (x,y). Òîãäà√

x2 + (y − 3)2 +
√

(x− 3)2 + (y − 7)2 = 25.

Ïåðåíåñåì ïåðâûé êîðåíü â ïðàâóþ ÷àñòü, âîçâåäåì â êâàäðàò, óïðîñòèì, åùå ðàç âîçâåäåì â êâàä-
ðàò, óïðîñòèì è ïîëó÷èì óðàâíåíèå ïðÿìîé AB. Ïðè ýòîì óñëîâèÿ íà îäèíàêîâîñòü çíàêà ïðàâûõ
è ëåâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèÿ ïðè âîçâåäåíèÿ â êâàäðàò, îãðàíè÷àò îòâåò äî îòðåçêà [A,B]. �

Óïðàæíåíèå 4. Äàíû òî÷êè A(1,−3), B(4,−1) è C(−1,3). Íàéäèòå ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê
X, äëÿ êîòîðûõ |AX|2 + |BX|2 = |CX|2.

Ðåøåíèå. Ïóñòü X = (x,y). Òîãäà

(x− 1)2 + (y + 3)2 + (x− 4)2 + (y + 1)2 = (x+ 1)2 + (y − 3)2 ⇔ (x− 6)2 + (y + 7)2 = 68.

Çíà÷èò, èñêîìîå ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê � îêðóæíîñòü. �

Óïðàæíåíèå 5. Íàéòè ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê C, äëÿ êîòîðûõ äëèíà îòðåçêà |AC|, ãäå
A = (−3,3), ðàâíà äëèíå êàñàòåëüíîé, ïðîâåäåííîé èç òî÷êè C ê îêðóæíîñòè x2+y2−6x−6y+14 = 0.

Ðåøåíèå. Çàïèøåì óðàâíåíèå îêðóæíîñòè â âèäå (x − 3)2 + (y − 3)2 = 4. Âèäèì, ÷òî åå öåíòð
íàõîäèòñÿ â òî÷êå B(3,3), à ðàäèóñ ðàâåí r = 2. Ïðîâåäåì ñåêóùóþ CB. Îíà ïåðåñå÷åò îêðóæíîñòü



8ÇÀÍßÒÈÅ 2. ÃÅÎÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÎÅ ÌÅÑÒÎ ÒÎ×ÅÊ ÍÀ ÏËÎÑÊÎÑÒÈ È Â ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÅ

â êàêèõ�òî òî÷êàõ M è N , ïðè÷åì |CM | = |CB| − r, à |CN | = |CB| + r. Ïî òåîðåìå î äëèíå
êàñàòåëüíîé è ñåêóùåé, êâàäðàò äëèíû êàñàòåëüíîé ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ |CM | · |CN | = |CB|2 − r2.
Òîãäà óñëîâèå çàäà÷è èìååò âèä |AC|2 = |CB|2 − r2. Ïîëîæèì C = (x,y),

(x+ 3)2 + (y − 3)2 = (x− 3)2 + (y − 3)2 − 4⇔ x = −1

3
.

Îòâåò: èñêîìîå ìåñòî òî÷åê � ïðÿìàÿ ñ óðàâíåíèåì 3x+ 1 = 0. �

Â ïîñëåäíåé çàäà÷å ìû ïðèøëè ê âîïðîñó î òî÷êàõ C, äëÿ êîòîðûõ ðàçíîñòü êâàäðàòîâ ðàñ-
ñòîÿíèé |CB|2 − |CA|2 ïîñòîÿííà. Ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê, äëÿ êîòîðûõ ïîñòîÿííà ðàçíîñòü
|CB| − |CA|, íàçûâàåòñÿ ãèïåðáîëîé. Òî÷íåå, ýòî óñëîâèå îïèñûâàåò îäíó âåòâü ãèïåðáîëû. Âñÿ ãè-
ïåðáîëà � ýòî ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê C, äëÿ êîòîðûõ ïîñòîÿííà âåëè÷èíà ||CB| − |CA||. Ïðè
ýòîì òî÷êè A è B íàçûâàþò ôîêóñàìè ãèïåðáîëû.

Óïðàæíåíèå 6. Íàéäèòå ôîêóñû ãèïåðáîëû y = 1/x.

Ðåøåíèå. Â ñèëó ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò è ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé
y = x, ôîêóñû äîëæíû èìåòü âèä A = (a,a) è B = (−a, − a) äëÿ íåêîòîðîãî a > 0. Ïîëó÷àåì
óðàâíåíèå ãèïåðáîëû ∣∣∣√(x− a)2 + (y − a)2 −

√
(x+ a)2 + (y + a)2

∣∣∣ = c.

Ïåðåíîñèì âòîðîé êîðåíü â ïðàâóþ ÷àñòü è âîçâîäèì â êâàäðàò

±c
√

(x+ a)2 + (y + a)2 = −2ax− 2ay − c2

2
.

Åùå ðàç âîçâîäèì â êâàäðàò è óïðîùàåì

c2(x2 + y2) + 2a2c2 = 4a2(x2 + y2) + 8a2xy +
c4

4
.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñîêðàòèòü ñëàãàåìûå x2 + y2, ïîëîæèì 4a2 = c2. Òîãäà óðàâíåíèå ïðèìåò âèä

xy = a2

2 , îòêóäà a =
√

2.

Îòâåò: ôîêóñû íàõîäÿòñÿ â òî÷êàõ A(
√

2,
√

2) è B(−
√

2,−
√

2). �



Çàíÿòèå 3

Ïîëÿðíûå, ñôåðè÷åñêèå è

öèëëèíäðè÷åñêèå êîîðäèíàòû

Óïðàæíåíèå 1. Â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ äàíû òî÷êè A(3,π/3) è B(3
√

3/2,−π/6). Íàéäèòå ïî-
ëÿðíûå êîîðäèíàòû òî÷êè C, ïîëó÷åííîé ñèììåòðè÷íûì îòðàæåíèåì òî÷êè A îòíîñèòåëüíî òî÷êè
B.

Ðåøåíèå. Ïî îïðåäåëåíèþ öåòðàëüíîé ñèììåòðèè C = B+
−−→
AB = 2B−A. Ïåðåéäåì ê äåêàðòî-

âûì êîîðäèíàòàì ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâ {
x = r cosϕ,

y = r sinϕ.

Òîãäà

A =
(

3 cos
(π

3

)
,3 sin

(π
3

))
=

(
3

2
,
3
√

3

2

)
, B =

(
3
√

3

2
cos
(
−π

6

)
,
3
√

3

2
sin
(
−π

6

))
=

(
9

4
,− 3

√
3

4

)
.

Îòñþäà

C =
(

3,− 3
√

3
)
, |C| =

√
9 + 27 = 6, tg(argC) = −3

√
3

3
,

ò.å. â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ C = (6,− π/3). �

Óïðàæíåíèå 2. Âñå òî÷êè ïëîñêîñòè ïîâåðíóëè îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò íà óãîë −2π/3,
à çàòåì ñäâèíóëè íà âåêòîð (1,2). Íàéäèòå äåêàðòîâû êîîðäèíàòû îáðàçà òî÷êè A, åñëè èçâåñòíû
åå ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû A = (2,π/6).

Ðåøåíèå. Ïîâîðîò óäîáíî îñóùåñòâëÿòü â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ: ïîñëå ïîâîðîòà ïîëó÷èì òî÷-
êó A′ = (2,π/6−2π/3) = (2,−π/2). Ñäâèã óäîáíî âû÷èñëÿòü â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ. Â ýòèõ êîîð-
äèíàòàõ A′ = (2 cos(−π/2),2 sin(−π/2)) = (0,− 2). Ïîñëå ñäâèãà ïîëó÷èì A′′ = (0,− 2) + (1,2) = (1,0)
â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ. �

Óïðàæíåíèå 3. Íàïèñàòü óðàâíåíèå ïðÿìîé r = r(ϕ) â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ, åñëè â äåêàð-

òîâûõ êîîðäèíàòàõ ýòà ïðÿìàÿ çàäàíà ïàðàìåòðè÷åñêè

{
x = 1− 2t,

y = 1− t , t ∈ R.

Ðåøåíèå. Âûðàçèì t = 1−y è ïîëó÷èì óðàâíåíèå ïðÿìîé x = −1+2y â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ.
Òåïåðü ñäåëàåì ïîëÿðíóþ çàìåíó è ïîëó÷èì

r cosϕ = −1 + 2r sinϕ ⇔ r =
1

2 sinϕ− cosϕ
.

9



10 ÇÀÍßÒÈÅ 3. ÏÎËßÐÍÛÅ, ÑÔÅÐÈ×ÅÑÊÈÅ È ÖÈËËÈÍÄÐÈ×ÅÑÊÈÅ ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÛ

Èç óñëîâèÿ ïîëîæèòåëüíîñòè âåëè÷èíû r âûâîäèì îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ýòîé ôóíêöèè
ϕ ∈ (arcctg 2,π + arcctg 2). �

Óïðàæíåíèå 4. Êàêóþ êðèâóþ çàäàåò óðàâíåíèå r = sinϕ â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ?

Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó r > 0, òî ϕ ∈ [0,π]. Â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè óäîáíî ïåðåõîäèòü ê äåêàð-

òîâûì êîîðäèíàòàì ñ ïîìîùüþ ôîðìóë r =
√
x2 + y2, ϕ = arcctg(x/y). Íî ÷òîáû íå âñïîìèíàòü

òðèãîíîìåòðè÷åñêóþ ôîðìóëó sin(arcctg a) = ..., äîìíîæèì íàøå óðàâíåíèå íà r. Ïîëó÷èì

r2 = r sinϕ ⇔ x2 + y2 = y ⇔ x2 + (y − 1

2
)2 =

1

4
.

Ïîëó÷èëàñü îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â (0,1/2) è ðàäèóñîì 1/2. �

Óïðàæíåíèå 5. Çàïèøèòå óðàâíåíèå ñôåðû x2 + y2 + z2 = 1 â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ.

Ðåøåíèå. Ïî ôîðìóëàì ïåðåõîäà


x = r cosϕ,

y = r sinϕ,

z = z

, ãäå ϕ ∈ [−π,π), íàõîäèì óðàâíåíèå

r2 + z2 = 1.

�

Óïðàæíåíèå 6. Äàíû äâå òî÷êè A = (1,0,π/4) è B = (2,π, − π/4), çàäàííûå â ñôåðè÷åñêîé
ñèñòåìå êîîðäèíàò. Íàéäèòå ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû ñåðåäèíû îòðåçêà [A,B].

Ðåøåíèå. Ïî ôîðìóëàì ïåðåõîäà


x = r cosϕ cos θ,

y = r sinϕ cos θ,

z = r sin θ

, ãäå ϕ ∈ [−π,π), θ ∈ [−π/2,π/2], íàõîäèì

äåêàðòîâû êîîðäèíàòû òî÷åê A = (
√

2/2,0,
√

2/2) è B = (−
√

2,0, −
√

2). Òîãäà ñåðåäèíà îòðåçêà
èìååò äåêàðòîâû êîîðäèíàòû M = (−

√
2/4,0,−

√
2/4). Íàéäåì åå ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû:

r =
√
x2 + y2 + z2 =

1

2
, tgϕ = y/x = 0, tg θ =

z√
x2 + y2

= −1.

Òîãäà θ = −π/4, à äëÿ ϕ èìååì äâà âàðèàíòà: ϕ = −π èëè ϕ = 0. Ïîñêîëüêó çíàê êîîðäèíà-
òû x ñîâïàäàåò ñî çíàêîì cosϕ, òî cosϕ < 0, ò.å. ϕ = −π. Èòàê, â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ
M = (1/2,− π,− π/4). �



Çàíÿòèå 4

Ëèíåéíûå è àôèííûå ñèñòåìû

êîîðäèíàò

Óïðàæíåíèå 1. Íàéäèòå êîîðäèíàòû âåêòîðà −→a = (2,3) â ëèíåéíîì áàçèñå −→e1 = (1,1),−→e2 = (−2,1) (èñõîäíûå êîîðäèíàòû � ñòàíäàðòíûå äåêàðòîâû).

Ðåøåíèå. Íåîáõîäèìî ïîëó÷èòü ðàçëîæåíèå −→a = x−→e1 + y−→e2 (÷èñëà x è y è åñòü èñêîìûå êîîð-
äèíàòû â çàäàííîì áàçèñå). Ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé{

2 = x− 2y,

3 = x+ y,
⇔
{
x = 2 + 2y,

3 = 2 + 2y + y,
⇔
{
x = 8

3 ,

y = 1
3 .

�

Óïðàæíåíèå 2. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà λ ∈ R âåêòîðû −→e1 = (λ,1, − 1), −→e2 = (0,λ,2),−→e3 = (1,0,λ) îáðàçóþò áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå R3? (èñõîäíûå êîîðäèíàòû � ñòàíäàðòíûå äåêàðòîâû).

Ðåøåíèå. Ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì, åñëè ïðîèçâîëüíûé âåêòîð −→a = (x,y,z) ìîæíî åäèíñòâåí-
íûì îáðàçîì ðàçëîæèòü â ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ −→a = c1

−→e1 + c2
−→e2 + c3

−→e3 . Äëÿ ïîëó÷åíèÿ òàêîãî
ðàçëîæåíèÿ íåîáõîäèìî ðåøèòü ñèñòåìó

λc1 + 0 · c2 + c3 = x,

c1 + λc2 + 0 · c3 = y,

−c1 + 2c2 + λc3 = z.

Ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèå ðàçìåðà 3 × 3 èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå äëÿ ëþáîé ïðàâîé ÷àñòè
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îòëè÷åí îò íóëÿ åå îïðåäåëèòåëü∣∣∣∣∣∣

λ 0 1
1 λ 0
−1 2 λ

∣∣∣∣∣∣
(ñì. äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ â êóðñå àëãåáðû). Ïðèðàâíÿåì ýòîò îïðåäåëèòåëü ê íóëþ è
ïîëó÷èì óðàâíåíèå

λ3 + 2 + λ = 0⇔ (λ+ 1)(λ2 − λ+ 2) = 0⇔ λ = −1.

Îòâåò: ñèñòåìà {−→e1 ,−→e2 ,−→e3} ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì â R3 ïðè âñåõ λ, êðîìå λ = −1. �

Î÷åâèäíî, ÷òî áàçèñ −→e1 = (1,0,0), −→e2 = (0,1,0), −→e3 = (0,0,1) çàäàåò êëàññè÷åñêèå äåêàðòîâû
êîîðäèíàòàìè. Ïî àíàëîãèè ñ êëàññè÷åñêèì ñëó÷àåì, ïðÿìûå, âûõîäÿùèå èç íà÷àëà êîîðäèíàò
ñ íàïðàâëÿþùèìè âåêòîðàìè −→ej , íàçûâàþò êîîðäèíàòíûìè îñÿìè. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà−→a = x−→e1 + y−→e2 + z−→e3 âåêòîð x−→e1 íàçûâàþò ïðîåêöèåé −→a íà ïåðâóþ êîîðäèíàòíóþ îñü è ò.ä. Âåêòîð
x−→e1 + y−→e2 íàçûâàþò ïðîåêöèåé íà êîîðäèíàòíóþ ïëîñêîñòü Oe1e2 è ò.ä.

11



12 ÇÀÍßÒÈÅ 4. ËÈÍÅÉÍÛÅ È ÀÔÈÍÍÛÅ ÑÈÑÒÅÌÛ ÊÎÎÐÄÈÍÀÒ

Óïðàæíåíèå 3. Íàéäèòå ïðîåêöèþ âåêòîðà −→a = (1,3,− 1) íà êîîðäèíàòíóþ ïëîñêîñòü Oe2e3 â
áàçèñå −→e1 = (2,1,− 1), −→e2 = (0,2,2), −→e3 = (1,0,2).

Ðåøåíèå. Ðàçëîæèì âåêòîð −→a ïî ýòîìó áàçèñó
2x+ z = 1,

x+ 2y = 3,

−x+ 2y + 2z = −1,

⇔


z = 1− 2x,

y = 3/2− x/2,
−x+ 3− x+ 2− 4x = −1,

⇔


z = −1,

y = 1,

x = 1.

Òîãäà èñêîìàÿ ïðîåêöèÿ ðàâíà

y−→e2 + z−→e3 =

0
2
2

−
1

0
2

 =

−1
2
0

 .

Ïðîâåðêà: åñëè âñå áûëî íàéäåíî âåðíî, òî ðàçíîñòü ìåæäó èñõîäíûì âåêòîðîì è åãî ïðîåêöèåé
äîëæíà áûòü êîëëèíåàðíà âåêòîðó −→e1 1

3
−1

−
−1

2
0

 =

 2
1
−1

 = xe1, ãäå x = 1.

�

Äëÿ ëèíåéíûõ êîîðäèíàò íà÷àëîì îòñ÷åòà âñåãäà ÿâëÿåòñÿ òî÷êà O = (0,0,0). Åñëè ìû õîòèì
ïîìåñòèòü íà÷àëî îòñ÷åòà â òî÷êó O = (x0,y0,z0), òî ê ëèíåéíûì êîìáèíàöèÿì äîáàâëÿåòñÿ âåêòîð
ñäâèãà (x0,y0,z0).

Óïðàæíåíèå 4. Àôèííàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò â R2 çàäàíà òî÷êîé îòñ÷åòà O = (2,1) è áàçèñîì−→e1 = (1,0), −→e2 = (−1,1) (êîîðäèíàòû âñåõ ýòèõ âåêòîðîâ âçÿòû â îáû÷íîé äåêàðòîâîé ñèñòåìå). Â
íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò Oe1e2 äàíû äâå òî÷êè A = (1,2) è B(4,− 2). Íàéäèòå äëèíó îòðåçêà AB.

Ðåøåíèå. Ïåðåñ÷èòàåì òî÷êè A è B â ñòàíäàðòíûõ äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ.

A = O + 1 · −→e1 + 2−→e2 =

(
2
1

)
+

(
1
0

)
+ 2

(
−1
1

)
=

(
1
3

)
,

B = O + 4−→e1 − 2−→e2 =

(
2
1

)
+ 4

(
1
0

)
− 2

(
−1
1

)
=

(
8
−1

)
.

Òîãäà
|AB| =

√
(8− 1)2 + (−1− 3)2 =

√
65.

Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî ôîðìóëà äëÿ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè â ñèñòåìå êîîðäèíàò Oe1e2 íå
ðàáîòàåò: |AB| 6=

√
(4− 1)2 + (−2− 2)2 = 5. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè ëèíåéíûõ è àôèííûõ çàìåíàõ

êîîðäèíàò ìåòðè÷åñêèå ðàçìåðû (äëèíû îòðåçêîâ, ïëîùàäè, îáúåìû è ò.ä.) ìîãóò ìåíÿòüñÿ! �

Óïðàæíåíèå 5. Â óñëîâèÿõ ïðåäûäóùåé çàäà÷è íàéäèòå êîîðäèíàòû ñåðåäèíû îòðåçêà [A,B]
â ñèñòåìå êîîðäèíàò Oe1e2.

Ðåøåíèå. Ïåðåñ÷èòàåì òî÷êè A è B â ñòàíäàðòíûõ êîîðäèíàòàõ A = (1,3), B = (8,− 1). Òîãäà
ñåðåäèíà îòðåçêà èìååò êîîðäèíàòû C = A+B

2 = (9/2, 1). Ïåðåâåäåì ýòîò âåêòîð â íîâóþ ñèñòåìó
êîîðäèíàò. Çàïèøåì ðàçëîæåíèå C = O + x−→e1 + y−→e2 è íàéäåì ÷èñëà x è y{

x− y = 5/2,

y = 0,
⇔
{
x = 5/2,

y = 0.

Èòàê, êîîðäèíàòû ñåðåäèíû îòðåçêà â ñèñòåìå Oe1e2 ðàâíû C = (5/2,0). Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî òîò
æå îòâåò ìîæíî áûëî ïîëó÷èòü ãîðàçäî ïðîùå. Íå ïåðåõîäÿ ê äåêàðòîâûì êîîðäèíàòàì è îáðàòíî,

C =
A+B

2
=

1

2

(
1
2

)
+

1

2

(
4
−2

)
=

(
5/2
0

)
.
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Âñå ëèíåéíûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó âåêòîðàìè ñîõðàíÿþòñÿ ïðè ïåðåõîäå èç îäíîé àôèííîé ñè-
ñòåìû êîîðäèíàò â äðóãóþ. �

Äâóõ âåêòîðîâ â R3, êîíå÷íî, íå äîñòàòî÷íî äëÿ òîãî, ÷òîáû ââåñòè íîâûå ëèíåéíûå êîîðäèíàòû.
Ïîêàæåì, ÷òî àôèííàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò O′e1e2 â ïðîñòðàíñòâå R3 ïîðîæäàåò ïëîñêîñòü.

Óïðàæíåíèå 6. Ïóñòü O = (0,0,0) � íà÷àëî êîîðäèíàò, O′ � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà, à −→e1 è −→e2 �

äâà ïðîèçâîëüíûõ íå êîëëèíåàðíûõ âåêòîðà â R3. Äîêàæèòå, ÷òî âåêòîð
−−→
OD ìîæíî ïðåäñòàâèòü â

âèäå −−→
OD =

−−→
OO′ + c1

−→e1 + c2
−→e2

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà òî÷êà D ëåæèò â ïëîñêîñòè, ïîðîæäàåìîé ïàðîé ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿ-
ìûõ O′B è O′C, ãäå B = O′ +−→e1 , C = O′ +−→e2 .

Ðåøåíèå. Ïóñòü
−−→
OD =

−−→
OO′ + c1

−→e1 + c2
−→e2 äëÿ íåêîòîðûõ c1 è c2. Îáîçíà÷èì B′ = O′ + c1

−→e1 è
C ′ = O′+c2

−→e2 . Òî÷êà B′ ëåæèò íà ïðÿìîé O′B, à òî÷êà C ′ � íà ïðÿìîé O′C. Îáîçíà÷èì ïëîñêîñòü,
ïîðîæäåííóþ ýòèìè ïðÿìûìè, ÷åðåç π. Òî÷êà M = O′ + c1

2
−→e1 + c2

2
−→e2 � ñåðåäèíà îòðåçêà [B′,C ′]

ëåæèò â π. Íî òîãäà â π ëåæèò è òî÷êà D, ïîñêîëüêó

D = O′ + c1
−→e1 + c2

−→e2 = O′ + 2
−−→
AM,

ò.å. D ëåæèò íà ïðÿìîé O′M .
Îáðàòíî. Ïóñòü òî÷êè O′, B, C è D ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè. Òîãäà ïðÿìûå O′D è BC ëè-
áî ïåðåñåêàþòñÿ, ëèáî ïàðàëëåëüíû. Â ïåðâîì ñëó÷àå îòìåòèì òî÷êó M èõ ïåðåñå÷åíèÿ. Èìååì
D = (1 − t)O′ + tM äëÿ íåêîòîðîãî t ∈ R. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, M = (1 − s)B + sC äëÿ íåêîòîðîãî
s ∈ R. Ïîäñòàâëÿÿ, ïîëó÷èì

D = (1− t)O′ + t(1− s)B + tsC = O′ + t(1− s)−→e1 + ts−→e2 .

Âî âòîðîì ñëó÷àå
−−→
O′D = k

−−→
BC, îòêóäà

D = A+
−−→
O′D = O′ + k

−−→
BC = O′ + kB − kC = O′ + k(O′ +−→e1)− k(O′ +−→e2) = O′ + k−→e1 − k−→e2 .

�



Çàíÿòèå 5

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

Óïðàæíåíèå 1. Âåêòîðû −→a è
−→
b = (1,3) ïåðïåíäèêóëÿðíû. Íàéäèòå −→a , åñëè |−→a | = 2.

Ðåøåíèå.
−→a ⊥ −→b ⇔ (a,b) = 0.

Ïóñòü −→a = (x,y). Òîãäà x + 3y = 0, ò.å. âåêòîð −→a êîëëèíåàðåí âåêòîðó (3, − 1). Îñòàåòñÿ òîëüêî
óìíîæèòü ýòîò âåêòîð íà ïîäõîäÿùèé êîýôôèöèåíò. Ïîñêîëüêó |−→a | =

√
10, òî

4 = x2 + y2 = 9y2 + y2,

ò.å. ëèáî −→a =
(
− 6√

10
, 2√

10

)
, ëèáî −→a =

(
6√
10
,− 2√

10

)
. �

Çàìåòüòå, ÷òî â êà÷åñòâå ïåðïåíäèêóëÿðà ê çàäàííîìó âåêòîðó (x,y) âñåãäà ìîæíî âçÿòü âåêòîð
(y,− x).

Óïðàæíåíèå 2. Èçâåñòíî, ÷òî A = (−1,1), B = (1,− 3), |AC| = |BC| =
√

10. Íàéäèòå ñêàëÿðíîå

ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ
−→
AC è

−−→
BC.

Ðåøåíèå.Ïåðâûé ñïîñîá. Âíà÷àëå íàéäåì êîîðäèíàíòû òî÷êè C. Îíà ðàâíîóäàëåíà îò A è B,
à çíà÷èò ëåæèò íà ñåðåäèííîì ïåðïåíäèêóëÿðå îòðåçêà [A,B]. Íàéäåì ñåðåäèíó îòðåçêàM = (0,−1),

íàéäåì âåêòîð
−−→
AB = (2,−4), íàéäåì ïåðïåíäèêóëÿð ê íåìó −→a = (4,2). Óìíîæèì åãî íà íåèçâåñòíûé

ïîêà êîýôôèöèåíò è îòëîæèì îò òî÷êè M

C = M + k−→a =

(
4k

−1 + 2k

)
.

Íàéäåì äëèíó îòðåçêà AC

10 = |AC|2 = (4k + 1)2 + (−2 + 2k)2 ⇔ k = ±1

2
.

Èòàê, ëèáî C = (2,0), ëèáî C = (−2,− 2). Â ïåðâîì ñëó÷àå
−→
AC = (3,− 1),

−−→
BC = (1,3), (

−→
AC,
−−→
BC) = 0.

Âî âòîðîì ñëó÷àå
−→
AC = (−1,− 3),

−−→
BC = (−3,1), (

−→
AC,
−−→
BC) = 0. Â ëþáîì ñëó÷àå, îòâåò 0.

Âòîðîé ñïîñîá. Íàéäåì äëèíó |AB| =
√

4 + 16 =
√

20. Ïî òåîðåìå êîñèíóñîâ â òðåóãîëüíèêå ABC

|AB|2 = |AC|2 + |BC|2 − 2|AB||BC| cos γ,

ãäå γ � óãîë ìåæäó ñòîðîíàìè AC è BC. Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà äàííûå çàäà÷è, âèäèì, ÷òî γ = π/2.
Òîãäà

(
−→
AC,
−−→
BC) = (

−→
CA,
−−→
BC) = |AC| · |BC| cos γ = 0.

�
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Óïðàæíåíèå 3. Íàéäèòå òî÷êó H ïåðåñå÷åíèÿ âûñîò òðåóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè A(1,2, − 1),
B(−2,2,3), C(0,− 2,5).

Ðåøåíèå. Íàéäåì âåêòîðû
−−→
AB = (−3,0,4),

−−→
BC = (2, − 4,2) è

−→
AC = (−1, − 4,6). Ïóñòü AK �

âûñîòà òðåóãîëüíèêà. Âåêòîð
−−→
AK ëåæèò â ïëîñêîñòè, ïîðîæäàåìîé âåêòîðàìè

−→
AC è

−−→
AB, çíà÷èò îí

ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ýòèõ âåêòîðîâ

−−→
AK = x

−−→
AB + y

−→
AC =

−3x− y
−4y

4x+ 6y

 .

Êðîìå òîãî, ýòîò âåêòîð ïåðïåíäèêóëÿðåí
−−→
BC, ò.å.

2(−3x− y) + 16y + 2(4x+ 6y) = 0⇔ x = −13y,
−−→
AK =

 38y
−4y
−46y

 .

Âåëè÷èíó y èñêàòü íå áóäåì � âñå ðàâíî
−−→
AH = k

−−→
AK ñ íåèçâåñòíûì k. Òîãäà

H = A + k
−−→
AK = (1 + 19t,2 − 2t, − 1 − 23t), ãäå t = 2ky. Îñòàåòñÿ ó÷åñòü, ÷òî

−−→
BH ⊥ −→AC (òðå-

òüÿ âûñîòà àâòîìàòè÷åñêè ïðîéäåì ÷åðåç òî÷êó H). Èòàê,

−−→
BH =

 3 + 19t
−2t

−4− 23t

 , (
−−→
BH,
−→
AC) = 0⇔ −3− 19t+ 8t− 24− 138t = 0⇔ t = − 27

149
.

Îòâåò H = 4
149 (−91,88,118). �

Ïóñòü â R3 äàíà ïëîñêîñòü π è òî÷êà A, íå ëåæàùàÿ â ýòîé ïëîñêîñòè. Òî÷êà B ýòîé ïëîñêî-
ñòè, äëÿ êîòîðîé ðàññòîÿíèå |AB| ìèíèìàëüíî, íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèåé òî÷êè A íà
ïëîñêîñòü π. Òàêàÿ òî÷êà ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííà.

Óïðàæíåíèå 4. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè B �îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ òî÷êè A íà ïëîñêîñòü π, òî

âåêòîð
−−→
AB ïåðïåíäèêóëÿðåí π.

Ðåøåíèå. Íàì íàäî äîêàçàòü, ÷òî ïðÿìàÿ AB ïåðïåíäèêóëÿðíà ëþáîé ïðÿìîé, ëåæàùåé â

ïëîñêîñòè π è ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó B, ò.å. ÷òî
−−→
AB ⊥ −→AC äëÿ ëþáîé òî÷êè C ∈ π, C 6= B.

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó D íà ïðÿìîé BC. Òîãäà D = B + t
−−→
BC äëÿ íåêîòîðîãî t ∈ R. Íàéäåì

ðàññòîÿíèå

|AD|2 = (
−−→
AD,
−−→
AD) = |AB|2 + 2t(

−−→
AB,
−−→
BC) + t2|BC|2.

Îáîçíà÷èì a = |BC|2 > 0, b = (
−−→
AB,
−−→
BC), c = |AB|2 > 0. Âûäåëèì ïîëíûé êâàäðàò

|AD|2 = a

(
t+

b

a

)2

+ c− b2

a

è âñïîìíèì, ÷òî |AD| > |AB|, ò.å. a
(
t+ b

a

)2
+ c − b2

a > c ïðè âñåõ t. Âçÿâ t = − b
a , ïðèäåì ê

íåðàâåíñòâó − b2

a > 0, ÷òî âîçìîæíî òîëüêî ïðè b = 0. �

Óïðàæíåíèå 5. Ïóñòü ïëîñêîñòü π ïîðîæäåíà òî÷êîé O′ = (1,0,1) è âåêòîðàìè −→e1 = (0,1,1) è−→e2 = (1,1,0) (ñì. çàäà÷ó 4). Äëÿ òî÷êè A = (0,0,1) íàéäèòå îðòîïðîåêöèþ A íà π, ðàññòîÿíèå îò A

äî π è óãîë ìåæäó âåêòîðîì
−−→
O′A è ïëîñêîñòüþ π.

Ðåøåíèå.Ìû óæå çíàåì, ÷òî äëÿ ïîèñêà ïðîåêöèè ïîëåçíî íàéòè âåêòîð −→n , ïåðïåíäèêóëÿðíûé
ïëîñêîñòè π (åãî íàçûâàþò íîðìàëüþ ê ïëîêîñòè). Ïî òåîðåìå î òðåõ ïåðïåíäèêóëÿðàõ, äîñòàòî÷íî
ïîòðåáîâàòü ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè −→n ⊥ −→e1 è −→n ⊥ −→e2 . Ïóñòü −→n = (x,y,z), òîãäà{

(−→n ,−→e1) = 0,

(−→n ,−→e2) = 0,
⇔
{
y + z = 0,

x+ y = 0,
⇔
{
z = −y,
x = −y,
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ò.å. −→n = (−y,y, − y). Îòëîæèì ýòîò âåêòîð îò òî÷êè A è ïîäáåðåì y òàê, ÷òîáû òî÷êà B = A + −→n
ïîïàëà â ïëîêîñòü π � ýòà òî÷êà è áóäåò èñêîìîé îðòîïðîåêöèåé. Ñîãëàñíî çàäà÷å 4, B ∈ π â
òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà

−−→
OB =

−−→
OO′ + c1

−→e1 + c2
−→e2 .

Â êîîðäèíàòàõ ýòî ðàâåíñòâî âûãëÿäèò òàê
−y = 1 + c2,

y = c1 + c2,

−y = 1 + c1,

⇔


c2 = −1− y,
c1 = −1− y,
y = −2− 2y,

⇔


y = −2/3,

c1 = −1/3,

c2 = −1/3.

Ìû íàøëè îðòîïðîåêöèþ B = A + −→n = (2/3, − 2/3,5/3). Ðàññòîÿíèå îò A äî π � ýòî äëèíà îò-

ðåçêà |AB| = |−→n | = 2
√
3

3 . Òðåóãîëüíèê ABO′ ïðÿìîóãîëüíûé. Çíà÷èò óãîë ìåæäó âåêòîðîì
−−→
O′A è

ïëîñêîñòüþ π, ðàâíûé óãëó ìåæäó
−−→
O′A è

−−→
O′B (îáîçíà÷èì åãî γ), ìîæíî íàéòè òàê

sin γ =
|AB|
|AO′| =

2
√

3

3
: 1 =

2
√

3

3
.

�

Óïðàæíåíèå 6. Íàéäèòå íàïðàâëÿþùèé âåêòîð áèññåêòðèñû óãëà ABC â òðåóãîëüíèêå
A = (1,0,1), B = (1,1,1), C = (−1,− 1,0).

Ðåøåíèå.Ïåðâûé ñïîñîá. Íàéäåì
−−→
BA = (0,−1,0),

−−→
BC = (−2,−2,−1). Îáîçíà÷èì íåèçâåñòíûé

âåêòîð −→a = (x,y,z). Ïóñòü α � óãîë ìåæäó
−−→
BA è −→a . Òîãäà

cosα =
(
−−→
BA,−→a )

|BA| · |−→a | .

Àíàëîãè÷íî

cosα =
(
−−→
BC,−→a )

|BC| · |−→a | .

Ïðèðàâíÿåì ýòè äðîáè è ïîëó÷èì

−y =
−2x− 2y − z

3
⇔ 2x− y + z = 0.

Òåïåðü âñïîìíèì åùå, ÷òî áèññåêòðèñà äîëæíà ëåæàòü â ïëîñêîñòè ABC, ò.å. −→a = c1
−−→
BA + c2

−−→
BC.

Òîãäà 
x = −2c2,

y = −c1 − 2c2,

z = −c2.
Ïîäñòàâèì ýòè ðàâåíñòâà â óðàâíåíèå 2x−y+ z = 0 è ïîëó÷èì c1 = 3c2. Ïðî äëèíó íàïðàâëÿþùåãî
âåêòîðà â óñëîâèè íè÷åãî íå ñêàçàíî. Çíà÷èò, ìîæåì âûáðàòü îñòàâøååñÿ íåèçâåñòíîå c2 ïðîèçâîëü-
íî. Ïóñòü c2 = 1. Òîãäà c1 = 3, x = −2, y = −5, z = −1. Èñêîìûé âåêòîð −→a = (−2,− 5,− 1).
Âòîðîé ñïîñîá. Âñïîìíèì ïðî ñâîéñòâî áèññåêòðèñû òðåóãîëüíèêà äåëèòü ïðîòèâîïîëîæíóþ ñòî-
ðîíó íà îòðåçêè, ïðîïîðöèîíàëüíûå áîêîâûì ñòîðîíàì. Íàéäåì äëèíû áîêîâûõ ñòîðîí |BA| = 1,
|BC| = 3. Çíà÷èò, íåîáõîäèìî ðàçäåëèòü îòðåçîê [A,C] â îòíîøåíèè 1 : 3 ñ÷èòàÿ îò âåðøèíû A.
Ñîãëàñíî çàäà÷å 1,

M =
3

4
A+

1

4
C =

1

4
(2,− 1,3).

Çíà÷èò, èñêîìûé âåêòîð
−−→
BM = 1

4 (−2, − 5, − 1). Ñ òî÷íîñòüþ äî êîýôôèöèåíòà, ïîëó÷èëè òîò æå
îòâåò, ÷òî è â ïåðâîì ðåøåíèè. �



Çàíÿòèå 6

Âåêòîðíîå è ñìåøàííîå

ïðîèçâåäåíèå, îðèåíòàöèÿ

Óïðàæíåíèå 1. Íàéäèòå ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ABC, åñëè A = (1,3), B = (−2, − 1) è
C = (4,− 3).

Ðåøåíèå. Äîïèøåì òðåòüþ êîîðäèíàòó (ðàâíóþ íóëþ äëÿ êàæäîé òî÷êè). Íàéäåì âåêòîðû−−→
BA = (3,4,0) è

−−→
BC = (6,− 2,0). Òåïåðü íàéäåì âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå

[
−−→
BA,
−−→
BC] =

∣∣∣∣∣∣
i j k
3 4 0
6 −2 0

∣∣∣∣∣∣ = −30k.

Çíà÷èò, èñêîìàÿ ïëîùàäü ðàâíà 15. �

Ïóñòü −→a è
−→
b � äâà íåêîëëèíåàðíûõ âåêòîðà íà ïëîñêîñòè. Îòëîæèì äâà ýòèõ âåêòîðà îò òî÷êè

O � ïîëó÷èì äâà óãëà íà ïëîñêîñòè (îäèí èç íèõ ìåíüøå ðàçâåðíóòîãî, äðóãîé áîëüøå). Åñëè äëÿ

ïðîõîæäåíèÿ ìåíüøåãî óãëà îò âåêòîðà −→a ê âåêòîðó
−→
b íàäî äâèãàòüñÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, òî

áàçèñ {−→a ,−→b } íàçûâàåòñÿ ïðàâûì, à åñëè äâèãàòü íàäî ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, òî ëåâûì.
Óïðàæíåíèå 2. Ïóñòü âåêòîðû −→e1 è −→e2 â R2 îáðàçóþò ïðàâûé áàçèñ. Êàêîé áàçèñ òîãäà îáðàçóþò

âåêòîðû
−→
f1 = −→e1 +−→e2 è

−→
f2 = −2−→e1 − 3−→e2?

Ðåøåíèå. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ âèäà áàçèñà ìîæíî èñïîëüçâàòü çíàê îðèåíòèðîâàííîé ïëîùàäè
ïàðàëëåëîãðàììà (åñëè ïëîùàäü ïîëîæèòåëüíà, òî áàçèñ ïðàâûé, à åñëè îòðèöàòåëüíà, òî ëåâûé).
Íàéäåì âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå

[
−→
f1,
−→
f2] = [−→e1 +−→e2 ,− 2−→e1 − 3−→e2 ] = −3[−→e1 ,−→e2 ]− 2[−→e2 ,−→e1 ] = −[−→e1 ,−→e2 ].

Ïðîèçâåäåíèå [−→e1 ,−→e2 ] = αk, ãäå α > 0 ïî óñëîâèþ. Çíà÷èò, [
−→
f1,
−→
f2] = −αk, ò.å. áàçèñ {−→f1,

−→
f2} ëåâûé. �

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî çàäà÷ó ìîæíî îáîáùèòü � ïîñòàâèòü ïðîèçâîëüíûå êîýôôèöèåíòû â ëèíåéíîé
çàìåíå (−→

f1−→
f2

)
=

(
a11 a12
a21 a22

)(−→e1−→e2
)
.

Òîãäà

[
−→
f1,
−→
f2] = [a11

−→e1 + a12
−→e2 ,a21−→e1 + a22

−→e2 ] = a11a22[−→e1 ,−→e2 ] + a12a21[−→e2 ,−→e1 ] = detA · [−→e1 ,−→e2 ].

Òàêèì îáðàçîì, âñå îïðåäåëÿåòñÿ çíàêîì îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû çàìåíû.

Óïðàæíåíèå 3. Íàéäèòå îáúåì ïèðàìèäû ABCDS, åñëè èçâåñòíî, ÷òî ABCD � ïàðàëëåëî-
ãðàìì, è A = (−1,− 1,0), B = (0,1,1), C = (1,− 1,0), S = (1,1,2).

17
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Ðåøåíèå. Îáúåì ïèðàìèäû ðàâåí 1
3SABCDh (h � äëèíà âûñîòû èç S íà ïëîñêîñòü ABCD),

÷òî â òðè ðàçà ìåíüøå îáúåìà ïàðàëëåëåïèïåäà, ïîñòðîåííîé íà âåêòîðàõ
−−→
BA = (−1, − 2, − 1),−−→

BC = (1,− 2,− 1) è
−→
BS = (1,0,1). Ïîñëåäíèé îáúåì íàéäåì ÷åðåç ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå

(
−−→
AB,
−→
AC,
−→
AS) =

∣∣∣∣∣∣
−1 −2 −1
1 −2 −1
1 0 1

∣∣∣∣∣∣ = 4

Îòâåò: 4/3. �

Ïóñòü âåêòîðû −→e1 , −→e2 , −→e3 îáðàçóþò áàçèñ â R3. Îòëîæèì âñå òðè âåêòîðà îò òî÷êè O è ïîñìîòðèì
íà ïëîñêîñòü âåêòîðîâ −→e1 è −→e2 ñ âåðøèíû âåêòîðà −→e3 . Åñëè ìû óâèäèì íà ïëîñêîñòè ïðàâûé áàçèñ, òî
è áàçèñ {−→e1 ,−→e2 ,−→e3} íàçûâàåòñÿ ïðàâûì, à åñëè óâèäèì ëåâûé áàçèñ, òî è áàçèñ {−→e1 ,−→e2 ,−→e3} íàçûâàåòñÿ
ëåâûì.

Óïðàæíåíèå 4. Íàéòè îðèåíòèðîâàííûé óãîë îò âåêòîðà −→a = (1,3,1) äî âåêòîðà
−→
b = (−2,−1,2)

ñ òî÷êè çðåíèÿ −→c = (0,0,1).

Ðåøåíèå. Ïóñòü ϕ � èñêîìûé óãîë. Òîãäà

cosϕ =
(−→a ,−→b )

|−→a ||−→b |
=
−3

3
√

11
= − 1√

11
.

Îñòàëîñü ïîíÿòü íàïðàâëåíèå âðàùåíèÿ îò âåêòîðà −→a ê âåêòîðó
−→
b â èõ îáùåé ïëîñêîñòè ñ òî÷êè

çðåíèÿ −→c , ò.å. íàäî îïðåäåëèòü âèä áàçèñà {−→a ,−→b ,−→c }. Äëÿ ýòîãî ïîñìîòðèì íà çíàê èõ ñìåøàííîãî
ïðîèçâåäåíèÿ (çíàê ¾ïëþñ¿ ñîîòâåòñòâóåò ïðàâîìó áàçèñó, à çíàê ¾ìèíóñ¿ � ëåâîìó). Èìååì

(−→a ,−→b ,−→c ) =

∣∣∣∣∣∣
1 3 1
−2 −1 2
0 0 1

∣∣∣∣∣∣ = 5 > 0,

Çíà÷èò áàçèñ ïðàâûé, âðàùåíèå èäåò ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, à çíà÷èò ϕ = arccos(−1/
√

11). �

Òàê æå, êàê â çàäà÷å 6, ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè ëèíåéíûõ çàìåíàõ áàçèñà â R3 îðèåíòàöèÿ
ñîõðàíÿåòñÿ èëè ìåíÿåòñÿ â çàâèñèìîñòè îò çíàêà îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû çàìåíû.

Óïðàæíåíèå 5. Ïóñòü −→e1 = (1,1,2), à −→e2 = (1,1, − 1). Íàéäèòå òðåòèé áàçèñíûé âåêòîð −→e3
äëèíû

√
3, åñëè èçâåñòíî, ÷òî îí îáðàçóåò óãîë π/4 ñ âåêòîðîì −→e1 , âåêòîð −→e2 îðòîãîíàëåí ïëîñêîñòè

âåêòîðîâ −→e1 è −→e3 , à áàçèñ {−→e1 ,−→e2 ,−→e3} ïðàâûé.
Ðåøåíèå. Ïóñòü −→e3 = (x,y,z). Òîãäà âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå

[−→e1 ,−→e3 ] = (z − 2y,2x− z,y − x)

êîëëèíåàðíî −→e2 , ò.å. z − 2y = 2x− z = −(y − x). Îòñþäà x+ y − z = 0. Äàëåå,

cos(π/4) =

√
2

2
=

(−→e1 ,−→e3)

|−→e1 ||−→e3 |
=
x+ y + 2z√

18
.

Òîãäà x+ y + 2z = 3. Ñîåäèíÿÿ äâà ïîëó÷åííûõ óðàâíåíèÿ, ïîëó÷àåì z = 1, y = 1− x. Íàêîíåö,

|−→e3 |2 = 3 = x2 + (1− x)2 + 1⇔ x = 1±
√

2.

Íàõîäèì âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå

(−→e1 ,−→e2 ,−→e3) =

∣∣∣∣∣∣
1 1 2
1 1 −1
x 1− x 1

∣∣∣∣∣∣ = 1 + 2− 2x− x− 2x+ 1− x− 1 = 3− 6x > 0.

Îòñþäà x = 1−
√

2, ò.å. èñêîìûé âåêòîð −→e3 = (1−
√

2,
√

2,1). �
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Ïóñòü {−→e1 ,−→e2 ,−→e3} � áàçèñ â R3. Áàçèñ {−→f1,
−→
f2,
−→
f3} íàçûâàåòñÿ áèîðòîãîíàëüíûì äëÿ áàçèñà

{−→e1 ,−→e2 ,−→e3}, åñëè

(−→ei ,
−→
fj ) =

{
1, ïðè i = j,

0, ïðè i 6= j.

Óïðàæíåíèå 6. Ïðîâåðüòå, ÷òî ôîðìóëû
−→
f1 =

[−→e2 ,−→e3 ]

(−→e1 ,−→e2 ,−→e3)
,
−→
f2 =

[−→e1 ,−→e3 ]

(−→e1 ,−→e2 ,−→e3)
,
−→
f3 =

[−→e1 ,−→e2 ]

(−→e1 ,−→e2 ,−→e3)
çàäàþò áèîðòîãîíàëüíûé áàçèñ.

Ðåøåíèå. Ïî ñâîéñòâàì âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ
−→
f1 ⊥ −→e2 è

−→
f1 ⊥ −→e3 . Ïî ñâîéñòâó ñìåøàííîãî

ïðîèçâåäåíèÿ

(
−→
f1,
−→e1) =

([−→e2 ,−→e3 ],−→e1)

(−→e1 ,−→e2 ,−→e3)
=

(−→e2 ,−→e3 ,−→e1)

(−→e1 ,−→e2 ,−→e3)
= 1.

Äëÿ äâóõ äðóãèõ âåêòîðîâ ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íû. �



Çàíÿòèå 7

Ïðÿìûå íà ïëîñêîñòè

�7.1 Ñîñòàâëåíèå óðàâíåíèÿ íà ïðÿìîé ïî ðàçëè÷íûì ñïî-

ñîáàì åå çàäàíèÿ

7.1.1 Îáùåå óðàâíåíèå ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè

Îïðåäåëåíèå 1. Íåíóëåâîé âåêòîð −→n , ïåðïåíäèêóëÿðíûé çàäàííîé ïðÿìîé, íàçûâàåòñÿ íîð-
ìàëüíûì âåêòîðîì (íîðìàëüþ) äëÿ ýòîé ïðÿìîé.

Ðàññìîòðèì ïðÿìóþ `, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó M0 (x0, y0). Ïóñòü âåêòîð −→n (a, b) � íîðìàëü ê
ïðÿìîé `. Òî÷êà M(x, y) ïðèíàäëåæèò çàäàííîé ïðÿìîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà M0M ⊥ −→n , òî
åñòü ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äàííûõ âåêòîðîâ ðàâíî íóëþ:(

M0M ,−→n
)

= 0

M(x, y)

M0(x0, y0)

l

~n

y

x

Âûðàçèì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ÷åðåç êîîðäèíàòû âåêòîðîâ M0M(x− x0, y − y0) è −→n (a, b):

a · (x− x0) + b · (y − y0) = 0

Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå çàäà¼ò ïðÿìóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êóM(x0, y0) ïåðïåíäèêóëÿðíî âåêòîðó
íîðìàëè −→n . Ðàñêðîåì â ýòîì óðàâíåíèè ñêîáêè è îáîçíà÷èì âûðàæåíèå −a · x0 − b · y0 áóêâîé c.

20
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Ïîëó÷èì îáùåå óðàâíåíèå ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè:

a · x+ b · y + c = 0 (7.1)

7.1.2 Óðàâíåíèå ïðÿìîé ñ óãëîâûì êîýôôèöèåíòîì

Óãîë α îïðåäåëÿåòñÿ óãëîì íàêëîíà ïðÿìîé ê îñè OX. Òàíãåíñ óãëà íàêëîíà ïðÿìîé ê îñè OX
íàçûâàåòñÿ óãëîâûì êîýôôèöèåíòîì ïðÿìîé; åãî îáû÷íî îáîçíà÷àþò áóêâîé k:

k = tgα

Óðàâíåíèå y = k · x + b íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ïðÿìîé ñ óãëîâûì êîýôôèöèåíòîì; k � óãëîâîé
êîýôôèöèåíò, b � âåëè÷èíà îòðåçêà, êîòîðûé îòñåêàåò ïðÿìàÿ íà îñè OY , ñ÷èòàÿ îò íà÷àëà êîîð-
äèíàò.

Åñëè ïðÿìàÿ çàäàíà îáùèì óðàâíåíèåì

A · x+B · y + C = 0,

òî å¼ óãëîâîé êîýôôèöèåíò îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

k = −A
B

Óðàâíåíèå y − y0 = k · (x− x0) ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì ïðÿìîé, êîòîðàÿ èìååò óãëîâîé êîýôôèöèåíò
k è ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó M0 (x0, y).

Åñëè èçâåñòíû óãëîâûå êîýôôèöèåíòû k1 è k2 äâóõ ïðÿìûõ, òî îäèí èç óãëîâ ϕ ìåæäó ýòèìè
ïðÿìûìè îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

tgϕ =
k2 − k1

1 + k1 · k2
Ïðèçíàêîì ïàðàëëåëüíîñòè äâóõ ïðÿìûõ ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâî èõ óãëîâûõ êîýôôèöèåíòîâ:

k1 = k2

Ïðèçíàêîì ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè äâóõ ïðÿìûõ ÿâëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå:

k1 = − 1

k2

Èíà÷å ãîâîðÿ, óãëîâûå êîýôôèöèåíòû ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ïðÿìûõ îáðàòíû ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå
è ïðîòèâîïîëîæíû ïî çíàêó.

7.1.3 Óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç äâå òî÷êè

Ïóñòü ïðÿìàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êèM1 (x1, y1) èM2 (x2, y2). Óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç
òî÷êó M1, èìååò âèä

y − y1 = k · (x− x1), (7.2)

ãäå k - óãëîâîé êîýôôèöèåíò.

Òàê êàê ïðÿìàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êóM2 (x2, y2), òî êîîðäèíàòû ýòîé òî÷êè äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü

óðàâíåíèþ: y2 − y1 = k · (x2 − x1). Îòñþäà íàõîäèì k =
y2 − y1
x2 − x1

. Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííîå çíà÷åíèå k

â óðàâíåíèå (7.2), ïîëó÷èì óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè M1 è M2:

y − y1
y2 − y1

=
x− x1
x2 − x1

Åñëè x1 = x2, òî ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êèM1 (x1, y1) èM2 (x2, y2) ïàðàëëåëüíà îñè îðäèíàò.
Åå óðàâíåíèå èìååò âèä x = x1.

Åñëè y1 = y2, òî óðàâíåíèå ïðÿìîé ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå y = y1, ïðÿìàÿ M1M2 ïàðàëëåëüíà
îñè àáñöèññ.
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7.1.4 Ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå ïðÿìîé

Ñôîðìóëèðóåì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó: ïóñòü íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè çàäàíà òî÷êà M0 (x0, y0) è
íåíóëåâîé âåêòîð −→p (a, b). Íåîáõîäèìî ñîñòàâèòü óðàâíåíèå ïðÿìîé `, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó M0

è êîëëèíåàðíîé −→p .
Îïðåäåëåíèå 2. Ëþáîé íåíóëåâîé âåêòîð −→p , ïàðàëëåëüíûé ïðÿìîé ` íàçûâàåòñÿ åå íàïðàâëÿ-
þùèì âåêòîðîì.

Âûáåðåì íà ïðÿìîé ` ïðîèçâîëüíóþ òî÷êóM(x, y). Çàìåòèì, ÷òî òî÷êàM ïðèíàäëåæèò ïðÿìîé
` òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âåêòîðû M0M è −→p êîëëèíåàðíû.

M(x, y)

M0(x0, y0)

l

0

~p

~n

y

x

Çàïèøåì óñëîâèå êîëëèíåàðíîñòè: M0M = t · −→p , ãäå t ∈ R - ïàðàìåòð. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âåêòîð
M0M ìîæíî âûðàçèòü ïðè ïîìîùè ðàäèóñ-âåêòîðîâ OM è OM0 :M0M = OM−OM0 . Ïîëó÷àåì
âåêòîðíîå ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå ïðÿìîé:

OM = OM0 + t · −→p

Èëè, ïåðåïèñûâàÿ â êîîðäèíàòíîé ôîðìå:{
x = x0 + a · t
y = y0 + b · t (7.3)

7.1.5 Êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ïðÿìîé

Åñëè èç êàæäîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (7.3) âûðàçèòü ïàðàìåòð t, à çàòåì èñêëþ÷èòü ýòîò ïàðàìåòð:

x− x0
a

=
y − y0
b

= t, a2 + b2 6= 0,

ïîëó÷èì êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ïðÿìîé, â êîòîðîì a è b ñîîòâåòñòâåííî � êîîðäèíàòû íàïðàâëÿ-
þùåãî âåêòîðà ïðÿìîé.

7.1.6 Óðàâíåíèå ïðÿìîé â îòðåçêàõ

Åñëè â îáùåì óðàâíåíèè ïðÿìîé (7.1) a, b, c 6= 0, òî ïåðåíåñåì ñâîáîäíûé ÷ëåí c â ïðàâóþ ÷àñòü

óðàâíåíèÿ è ðàçäåëèì îáå ÷àñòè íà −c : −a
c
x − b

c
y = 1. Îáîçíà÷èì x1 = − c

a
, y1 = −c

b
è ïîëó÷èì

óðàâíåíèå ïðÿìîé â îòðåçêàõ :
x

x1
+

y

y1
= 1
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Àáñîëþòíûå âåëè÷èíû x1 è y1 ðàâíû îòðåçêàì, îòñåêàåìûõ ïðÿìîé íà îñÿõ OX è OY . Äåéñòâè-
òåëüíî, òî÷êè (x1, 0) è (0, y1) ïðèíàäëåæàò ïðÿìîé ` è ðàñïîëîæåíû íà îñÿõ êîîðäèíàò.

Ïðèìåð 1. Çäåñü áóäåò ïðèìåð

�7.2 Ïó÷êè ïðÿìûõ

Îïðåäåëåíèå 3. Ñîáñòâåííûì ïó÷êîì ïðÿìûõ íà ïëîñêîñòè íàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü âñåõ
ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç ôèêñèðîâàííóþ òî÷êó (öåíòð ïó÷êà).

Îïðåäåëåíèå 4. Íåñîáñòâåííûì ïó÷êîì ïðÿìûõ íàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü ïðÿìûõ, ïàðàëëåëü-
íûõ ôèêñèðîâàííîé ïðÿìîé.

M

`1

`2

Ëþáûå äâå ïðÿìûå `1 è `2 îäíîçíà÷íî çàäàþò ïó÷îê, ñîäåðæàùèé äàííûå ïðÿìûå. Ñîîòâåòñòâåííî,
åñëè äàííûå ïðÿìûå ïåðåñåêàþòñÿ, òî òî÷êà èõ ïåðåñå÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì ïó÷êà. Åñëè ïðÿìûå
íå ïåðåñåêàþòñÿ, òî îíè çàäàþò íåñîáñòâåííûé ïó÷îê ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ.

Ïóñòü çàäàíû óðàâíåíèÿ äâóõ ïðÿìûõ: `1 : A1 · x+B1 · y + C1 = 0 è `2 : A2 · x+B2 · y + C2 = 0.

Îïðåäåëåíèå 5. Ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé óðàâíåíèé ïðÿìûõ `1 è `2 íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèå:

λ1 · (A1 · x+B1 · y + C1) + λ2 · (A2 · x+B2 · y + C2) = 0, (7.4)

ãäå ÷èñëà λ1 è λ2 � êîýôôèöèåíòû ëèíåéíîé êîìáèíàöèè.

Ïðè ëþáûõ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ λ1 è λ2 óðàâíåíèå (7.4) çàäàåò ïðÿìóþ, ïðèíàä-
ëåæàùóþ ïó÷êó, è íàîáîðîò, äëÿ ëþáîé ïðÿìîé èç ïó÷êà íàéäóòñÿ òàêèå çíà÷åíèÿ λ1 è λ2, ÷òî
äàííîå óðàâíåíèå áóäåò çàäàâàòü ýòó ïðÿìóþ.

7.2.1 Âçàèìíîå ïîëîæåíèå ïðÿìûõ íà ïëîñêîñòè

1. Åñëè ïðÿìûå ïåðåñåêàþòñÿ è çàäàíû îáùèì óðàâíåíèåì:

A1 · x+B1 · y + C1 = 0;
A2 · x+B2 · y + C2 = 0,

òî óãîë ìåæäó íèìè ìîæíî íàéòè ïî ôîðìóëå:

ϕ =
A1 ·B1 +A2 ·B2√
A2

1 +B2
1 ·
√
A2

2 +B2
2

2. Åñëè ïðÿìûå ïåðåñåêàþòñÿ è çàäàíû óðàâíåíèåì ñ óãëîâûì êîýôôèöèåíòîì:

y = k1 · x+ b1;
y = k2 · x+ b2,

òî óãîë ìåæäó íèìè ìîæíî íàéòè ïî ôîðìóëå:

tgϕ =
k2 − k1

1 + k1 · k2



24 ÇÀÍßÒÈÅ 7. ÏÐßÌÛÅ ÍÀ ÏËÎÑÊÎÑÒÈ

3. Ðàññòîÿíèå d îò òî÷êè M(x0, y0) äî ïðÿìîé A · x+B · y + C = 0 âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

A · x0 +B · y0 + C√
A2 +B2

Óïðàæíåíèå 1. Ïðÿìàÿ çàäàíà ñâîèì ïàðàìåòðè÷åñêèì óðàâíåíèåì l = (1+2t,2−5t), t ∈ R. Íà-
ïèøèòå îáùåå óðàâíåíèå ýòîé ïðÿìîé, åå êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå è óðàâíåíèå â îòðåçêàõ. Íàéäèòå
íàïðàâëÿþùèé âåêòîð è íîðìàëü.

Ðåøåíèå. Ïî óñëîâèþ, x = 1 + 2t, y = 2 − 5t. Îòñþäà ñðàçó âèäíî êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå
x− 1

2
=
y − 2

−5
. Âåðíåìñÿ ê óñëîâèþ, óìíîæèì ðàâåíñòâî x = 1 + 2t íà 5, ðàâåíñòâî y = 2 − 5t íà

2 è ñëîæèì: 5x + 2y = 9. Òîãäà îáùåå óðàâíåíèå ïðÿìîé (îäíî èç) èìååò âèä 5x + 2y − 9 = 0, à

óðàâíåíèå â îòðåçêàõ
x

1,8
+

y

4,5
= 1. Íàïðàâëÿþùèé âåêòîð (îäèí èç) âèäåí íåïîñðåäñòâåííî èç

óñëîâèÿ
−→
l = (2,− 5), à íîðìàëü � ïåðïåíäèêóëÿðíûé åìó âåêòîð −→n = (5,2). �

Óïðàæíåíèå 2. Âåðíî ëè, ÷òî ïðÿìàÿ AB, ãäå A = (1,3), B = (−2,1) è ïðÿìàÿ CD, ãäå
C = (−6/7,−3/7), D = (12/7,9/7) ïàðàëëåëüíû? Âåðíî ëè, ÷òî ïðÿìûå AB è BC ïåðïåíäèêóëÿðíû?

Ðåøåíèå. ×òîáû ïðîâåñòè ïðÿìóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè (x1,y1) è (x2,y2),
ïîëüçóåìñÿ ðàâåíñòâîì

x− x1
x2 − x1

=
y − y1
y2 − y1

.

Òîãäà óðàâíåíèå ïðÿìîé AB èìååò âèä

x− 1

−2− 1
=
y − 3

1− 3
⇔ −2x+ 2 = −3y + 9 ⇔ 2x− 3y + 7 = 0.

Âåêòîð íîðìàëè ê ýòîé ïðÿìîé ðàâåí (2, − 3), òîãäà íàïðàâëÿþùèé âåêòîð (3,2). Äëÿ ïðÿìîé CD
ïîëó÷àåì

x+ 6/7

12/7 + 6/7
=

y + 3/7

9/7 + 3/7
⇔ 7x+ 6

18
=

7y + 3

12
⇔ 14x− 21y + 3 = 0.

Âåêòîð íîðìàëè ê ýòîé ïðÿìîé ðàâåí (14, − 21), à íàïðàâëÿþùèé âåêòîð (21,14). Âèäèì, ÷òî îí
êîëëèíåàðåí âåêòîðó (3,2), ò.å. ïðÿìûå ïàðàëëåëüíû. Íàêîíåö, äëÿ ïðÿìîé BC èìååì óðàâíåíèå

x+ 2

−6/7 + 2
=

y − 1

−3/7− 1
⇔ 5x+ 4y + 6 = 0.

Âåêòîð íîðìàëè ðàâåí (5,4), îí íå êîëëèíåàðåí íàïðàâëÿþùåìó âåêòîðó (3,2) ïðÿìîé AB, ò.å.
ïðÿìûå AB è BC íå ïåðïåíäèêóëÿðíû. �

Âîîáùå ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî äâå ïðÿìûå A1x+B1y+C1 = 0 è A2x+B2y+C2 = 0 ïàðàëëåëüíû

(èëè ñîâïàäàþò), åñëè ìàòðèöà

(
A1 B1

A2 B2

)
èìååò ðàíã 1. Ïðè ýòîì ïðÿìûå ñîâïàäàþò, åñëè ìàòðè-

öà

(
A1 B1 C1

A2 B2 C2

)
òàêæå èìååò ðàíã 1. Åñëè æå ðàíã ìàòðèöû

(
A1 B1

A2 B2

)
ðàâåí 2 (òîãäà è âòîðàÿ

ìàòðèöà èìååò ðàíã 2 � ïî÷åìó?), òî ïðÿìûå ïåðåñåêàþòñÿ.
Òðè ïðÿìûå íà ïëîñêîñòè ìîãóò ðàñïîëîæèòüñÿ áîëüøèì ÷èñëîì ñïîñîáîâ:
1) âñå òðè ïðÿìûå ñîâïàäàþò;
2) äâå ïðÿìûå ñîâïàäàþò, à òðåòüÿ èì ïàðàëëåëüíà;
3) äâå ïðÿìûå ñîâïàäàþò, à òðåòüÿ èõ ïåðåñåêàåò;
4) âñå òðè ïðÿìûå ïàðàëëåëüíû;
5) äâå ïðÿìûå ïàðàëëåëüíû, à òðåòüÿ èõ ïåðåñåêàåò;
6) âñå òðè ïðÿìûå ðàçëè÷íû è ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå;
7) ïðÿìûå îáðàçóþò òðåóãîëüíèê.
Â ñëó÷àÿõ 4) è 6) ãîâîðÿò, ÷òî ïðÿìûå îáðàçóþò ïó÷îê, ïðè÷åì â ñëó÷àå 6) îí íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåí-
íûì, à â ñëó÷àå 4) íåñîáñòâåííûì.
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Óïðàæíåíèå 3. Ê êàêîìó èç ñåìè ñëó÷àåâ îòíîñèòñÿ ðàñïîëîæåíèå ïðÿìûõ l1 : x− 2y+ 5 = 0,
l2 : x

2 + y
−4 = − 1

4 è l3 : x = 1 + t, y = 3− t?
Ðåøåíèå. Çàïèøåì îáùèå óðàâíåíèÿ ïðÿìûõ: l1 : x − 2y + 5 = 0, l2 : 2x − y + 1 = 0,

l3 : x+ y − 4 = 0. Èìååì

rk

(
1 −2
2 −1

)
= 2,

ò.å. l1 è l2 ðàçëè÷íû è ïåðåñåêàþòñÿ. Äàëåå,

rk

(
1 −2
1 1

)
= 2,

ò.å. l1 è l3 òîæå ðàçëè÷íû è ïåðåñåêàþòñÿ. Äàëåå,

rk

(
2 −1
1 1

)
= 2,

ò.å. l2 è l3 îïÿòü æå ðàçëè÷íû è ïåðåñåêàþòñÿ. Íàêîíåö,

rk

1 −2 5
2 −1 1
1 1 −4

 = 2,

ò.å. ñóùåñòâóåò òî÷êà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ âñåì òðåì óðàâíåíèÿì.
Îòâåò: ñëó÷àé 6). �

Óïðàæíåíèå 4. Îïèøèòå ñîâìåñòíîå ðàñïîëîæåíèå íà ïëîñêîñòè òðåóãîëüíèêà ABC, A(1,7),
B(−2,3), C(0,− 4) è ïðÿìîé l : 2x− 5y + 7 = 0.

Ðåøåíèå. Ïîäñòàâèì â óðàâíåíèå ïðÿìîé êîîðäèíàòû êàæäîé òî÷êè

A : 2− 35 + 7 < 0, B : −4− 15 + 7 < 0, C : 0 + 20 + 7 > 0.

Çíà÷èò, òî÷êè A è B ëåæàò ïî îäíó ñòîðîíó îò ïðÿìîé, à òî÷êà C � ïî äðóãóþ ñòîðîíó. Âûâîä:
ïðÿìàÿ l ïåðåñåêàåò ñòîðîíû BC è AC òðåóãîëüíèêà, à ñòîðîíó AB íå ïåðåñåêààåò. Îñòàåòñÿ âûÿñ-
íèòü, ïåðåñåêàåò ëè l ïðîäîëæåíèå ýòîé ñòîðîíû çà òî÷êó A, ïðîäîëæåíèå ýòîé ñòîðîíû çà òî÷êó
B èëè âîîáùå íå ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ AB. Äëÿ ýòîãî íàïèøåì ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå ïðÿìîé

AB, âçÿâ çà íà÷àëüíóþ òî÷êó A. Íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì ñäåëàåì
−−→
AB, òàê ÷òîáû ïðè óâåëè÷åíèè

ïàðàìåòðà t òî÷êà äâèãàëàñü ïî ïðÿìîé îò A ê B:{
x = 1− 3t,

y = 7− 4t.

Ïîïðîáóåì íàéòè òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ AB è l
x = 1− 3t,

y = 7− 4t,

2x− 5y + 7 = 0,

⇔


2− 6t− 35 + 20t+ 7 = 0,

x = 1− 3t,

y = 7− 4t,

⇔


t = 13

7 ,

x = − 32
7 ,

y = − 3
7 .

Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ åñòü è íàõîäèòñÿ çà òî÷êîé B, ò.ê. t = 13/7 > 1. Îòâåò: ïðÿìàÿ l ïåðåñåêàåò
ñòîðîíû BC è AC òðåóãîëüíèêà è ïðîäîëæåíèå ñòîðîíû AB çà òî÷êó B. �

Óïðàæíåíèå 5. Ñðåäè âñåõ êàñàòåëüíûõ ê îêðóæíîñòè c : x2 + y2 − 4x+ 12y + 11 = 0 íàéäèòå
òó, êîòîðàÿ íàèáîëåå óäàëåíà îò òî÷êè A(−2,4). Íàéäèòå ðàññòîÿíèå îò òî÷êè A äî ýòîé ïðÿìîé è
îðòîïðîåêöèþ òî÷êè A íà ýòó ïðÿìóþ.

Ðåøåíèå.Øàã 1: íàéäåì òî÷êó B íà îêðóæíîñòè c, äëÿ êîòîðîé ðàññòîÿíèå |AB| ìàêñèìàëüíî.
Çàïèøåì óðàâíåíèå îêðóæíîñòè â âèäå (x − 2)2 + (y + 6)2 = 29. Îáîçíà÷èì O′ = (2, − 6) � öåíòð

îêðóæíîñòè, R =
√

29 åå ðàäèóñ è ϕ � óãîë ìåæäó âåêòîðàìè
−−→
O′A è

−−→
O′B. Ïî òåîðåìå êîñèíóñîâ

|AB|2 = |O′A|2 + |O′B|2 − 2|O′A||O′B| cosϕ = 116 + 29− 2
√

116 ·
√

29 cosϕ.
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Ýòî âûðàæåíèå ìàêñèìàëüíî ïðè ϕ = π, ò.å. òî÷êà B äîëæíà ëåæàòü íà ïðîäîëæåíèè îòðåçêà AO′

çà òî÷êó O′. Ïàðàìåòðèçóåì ïðÿìóþ AO′ ñ ïîìîùüþ òî÷êè A è âåêòîðà
−−→
AO′{

x = −2 + 4t,

y = 4− 10t.

Äîáàâèì ê ýòèì ðàâåíñòâàì óðàâíåíèå îêðóæíîñòè è ðåøèì ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó
x = −2 + 4t,

y = 4− 10t,

(x− 2)2 + (y + 6)2 = 29

⇔


x = −2 + 4t,

y = 4− 10t,

116t2 − 232t+ 87 = 0,

⇔


x = −2 + 4t,

y = 4− 10t,

t = 1/2 èëè t = 3/2.

Ïîñêîëüêó t ∈ [0,1] ñîîòâåòñòâóåò òî÷êàì îòðåçêà [A,O′], òî âûáèðàåì êîðåíü t = 3/2, îòêóäà
B = (4,− 11).
Øàã 2: äîêàæåì, ÷òî êàñàòåëüíàÿ l, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó B � èñêîìàÿ.

Ðàç l � êàñàòåëüíàÿ â òî÷êå B, òî l ⊥ O′B. Íî
−−→
O′B êîëëèíåàðåí âåêòîðó

−−→
AB, ò.å. l ⊥ −−→AB. Ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî B è åñòü îðòîïðîåêöèÿ òî÷êè A íà ïðÿìóþ l. Òîãäà ρ(A,l) = |AB|. Åñëè æå ìû
ïðîâåäåì êàñàòåëüíóþ m â êàêîé�ëèáî äðóãîé òî÷êå C îêðóæíîñòè, òî ρ(A,m) 6 |AC| (ðàññòî-
ÿíèå îò òî÷êè A äî ïðÿìîé m � ýòî äëèíà ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåííîãî èç A íà m, à îòðåçîê
AC ìîæåò íå îêàçàòüñÿ òàêèì ïåðïåíäèêóëÿðîì, òàê ÷òî íàïèñàííîå íåðàâåíñòâî � ýòî óñëîâèå
¾â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêà äëèíà ãèïîòåíóçû áîëüøå äëèíû êàòåòà¿). Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
|AC| < |AB| (âåäü òî÷êà B � ñàìàÿ äàëåêàÿ îò A òî÷êà îêðóæíîñòè). À åùå, ρ(A,l) = |AB|, òàê ÷òî
ρ(A,m) 6 |AC| < |AB| = ρ(A,l), ò.å. ñðåäè âñåõ êàñàòåëüíûõ, èìåííî l íàèáîëåå óäàëåíà îò A.
Øàã 3: íàéäåì óðàâíåíèå l.

Âåêòîð
−−→
AB = (6,−15) ÿâëÿåòñÿ äëÿ l íîðìàëüþ, à çíà÷èò l ìîæíî çàäàòü óðàâíåíèåì 6x−15y+C = 0.

×èñëî C ïîäáåðåì òàê, ÷òîáû ïðÿìàÿ ïðîøëà ÷åðåç òî÷êó B = (4, − 11), ò.å. 24 + 165 + C = 0,
C = −189. Ñîêðàùàÿÿ íà 3, ïîëó÷àåì l : 2x− 5y − 63 = 0.
Îòâåò: ïðÿìàÿ èìååò âèä l : 2x− 5y− 63 = 0, îðòîïðîåêöèåé A íà l ÿâëÿåòñÿ òî÷êà B = (4,− 11), à
ðàññòîÿíèå ðàâíî ρ(A,l) = |AB| = 3

√
29. Ïðîâåðêà: ïî ôîðìóëå äëÿ ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè (x0,y0) äî

ïðÿìîé Ax+By + C = 0,

ρ(A,l) =
|Ax0 +By0 + C|√

A2 +B2
=
| − 4− 20− 63|√

4 + 25
=

87√
29

= 3
√

29.

�

Óïðàæíåíèå 6. Íà ïëîñêîñòè äàíû äâå ïðÿìûå: `1, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êè (−1,2) è (2,3), è
`2 : 3x + y + 1 = 0. Íàéäèòå óðàâíåíèå ïðÿìîé `3, êîòîðàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó (0,2) òàê, ÷òî `1,
`2 è `3 îáðàçóþò ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê.

Ðåøåíèå. Ñíà÷àëà çàïèøåì îáùåå óðàâíåíèå ïðÿìîé `1

x+ 1

2 + 1
=
y − 2

3− 2
⇔ x− 3y + 7 = 0.

Òåïåðü íàéäåì óãîë ìåæäó `1 è `2

ϕ = arccos
|3− 3|√
10 ·
√

10
=
π

2
,

ò.å. `1 ⊥ `2. Äâóõ ïðÿìûõ óãëîâ â òðåóãîëüíèêå áûòü íå ìîæåò, ò.å. ðàâíûå óãëû îáðàçóþòñÿ ïðè
ïåðåñå÷åíèè `1 ∩ `3 è `2 ∩ `3. Ïóñòü (A,B) � âåêòîð íîðìàëè ê ïðÿìîé `3. Òîãäà

|A− 3B|√
10
√
A2 +B2

=
|3A+B|√

10
√
A2 +B2

⇔ |A− 3B| = |3A+B|.

Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ: A = −2B èëè B = 2A. Â ïåðâîì ñëó÷àå ïîëîæèì B = 1, A = −2, à
êîýôôèöèåíò C íàéäåì èç óñëîâèÿ (0,2) ∈ `3, îòêóäà C = −2. Âî âòîðîì ñëó÷àå A = 1, B = 2,
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C = −4. Èòàê, ëèáî `3 : −2x+ y − 2 = 0, ëèáî `3 : x+ 2y − 4 = 0. Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî â îáîèõ
ñëó÷àÿõ òðîéêà ïðÿìûõ îáðàçóåò òðåóãîëüíèê (à íå ïó÷îê ïðÿìûõ, äðóãèå ñëó÷àè íåâîçìîæíû, ò.ê.
ïàðàëëåëüíûõ è ñîâïàäàþùèõ ïðÿìûõ ñðåäè `1, `2 è `3 íåò � ïî÷åìó?). Èìååì

rk

 1 −3 7
3 1 1
−2 1 −2

 = 3, rk

1 −3 7
3 1 1
1 2 −4

 = 3,

ò.å. îáà ñëó÷àÿ èäóò â îòâåò. �
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Ïðÿìûå è ïëîñêîñòè â ïðîñòðàíñòâå.

Íà÷àëî.

�8.1 Ñîñòàâëåíèå óðàâíåíèé ïðÿìûõ è ïëîñêîñòåé

Ïðÿìóþ â ïðîñòðàíñòâå ìîæíî çàäàâàòü ïàðàìåòðè÷åñêèì óðàâíåíèåì � ñèñòåìîé âèäà
x(t) = a+ αt,

y(t) = b+ βt,

z(t) = c+ γt

, ãäå t ∈ R� ïåðåìåííûé ïàðàìåòð. Ïðè òàêîì ñïîñîáå çàäàíèÿ ïðÿìîéM = (a,b,c)

� íà÷àëüíàÿ òî÷êà (â êà÷åñòâå íåå ìîæíî áðàòü ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó ïðÿìîé), à −→e = (α,β,γ) �
íàïðàâëÿþùèé âåêòîð ïðÿìîé.

Äðóãîé ñïîñîá çàäàòü ïðÿìóþ � óêàçàòü äâå òî÷êè â ïðîñòðàíñòâå, ëåæàùèå íà ýòîé ïðÿìîé.
Åñëè ïðÿìàÿ äàíà â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå, òî ïîäñòàâëÿÿ t = t1 è t = t2 (äâà ïðîèçâîëüíûõ
ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà), ïîëó÷èì äâå òî÷êè, ëåæàùèå íà ïðÿìîé. Íàïðèìåð, åñëè t1 = 0,
à t2 = 1, òî ïåðâàÿ òî÷êà ñîâïàäåò ñ M , à âòîðàÿ � ñ M + −→e . Îáðàòíî, åñëè äàíû äâå òî÷êè A è

B, ëåæàùèå íà ïðÿìîé, òî âñåãäà ìîæíî ïîëîæèòü M = A, −→e =
−−→
AB � ïîëó÷èì ïàðàìåòðè÷åñêîå

óðàâíåíèå ïðÿìîé.

Òðåòèé ñïîñîá çàäàòü ïðÿìóþ � óêàçàòü ñèñòåìó

{
A1x+B1y + C1z +D1 = 0,

A2x+B2y + C2z +D2 = 0
èç äâóõ ëèíåé-

íûõ óðàâíåíèé (ðàíã ñèñòåìû äîëæåí ðàâíÿòüñÿ 2). Ïîñêîëüêó ñèñòåìà ñîäåðæèò äâà óðàâíåíèÿ
è òðè íåèçâåñòíûõ, òî ïîñëå ðåøåíèÿ ñèñòåìû îñòàíåòñÿ îäèí ñâîáîäíûé ïàðàìåòð (îáîçíà÷èì åãî
t), à ïåðåìåííûå x, y è z áóäóò âûðàæåíû ëèíåéíî ÷åðåç t, ò.å. áóäåò ïîëó÷åíî ïàðàìåòðè÷åñêîå
óðàâíåíèå ïðÿìîé.

Îïðåäåëåíèå 1. Äâå ïðÿìûå â ïðîñòðàíñòâå íàçûâàþòñÿ ïàðàëëåëüíûìè, åñëè îíè ëåæàò â
îäíîé ïëîñêîñòè è íå ïåðåñåêàþòñÿ.

Äâå ïðÿìûå ïàðàëëåëüíû èëè ñîâïàäàþò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ íàïðàâëÿþùèå âåêòîðû
îòëè÷àþòñÿ êîýôôèöèåíòîì.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïðÿìûå, êîòîðûå íå ïåðåñåêàþòñÿ è íå ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè, íàçûâàþòñÿ
ñêðåùèâàþùèìèñÿ.

Òåîðåìà 1. ×åðåç òî÷êó âíå äàííîé ïðÿìîé ìîæíî ïðîâåñòè ïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíóþ ýòîé
ïðÿìîé, è ïðèòîì òîëüêî îäíó.

Åñëè èñõîäíàÿ ïðÿìàÿ çàäàíà â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå òî÷êîé M è íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì −→e ,
à òî÷êà N íå ëåæèò ííà ýòîé ïðÿìîé, òî âòîðà÷ ïðÿìàÿ çàäàåòñÿ â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå òî÷êîé
N è òåì æå íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì −→e .

28
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Ïëîñêîñòü â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ìîæíî çàäàâàòü â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå � ñèñòåìîé
x(t) = a+ α1t+ α2s,

y(t) = b+ β1t+ β2s,

z(t) = c+ γ1t+ γ2s,

, ãäå s, t ∈ R � ïåðåìåííûå ïàðàìåòðû. Âåêòîðû −→e1 = (α1,β1,γ1) è

−→e2 = (α2,β2,γ2) íàçûâàþò íàïðàâëÿþùèìè âåêòîðàìè ïëîñêîñòè.

Äðóãîé ñïîñîá çàäàòü ïëîñêîñòü � óêàçàòü òðè òî÷êè (íå ëåæàùèå íà îäíîé ïðÿìîé). Åñëè
Aj = (xj ,yj ,zj) � òðè ýòè òî÷êè (çäåñü j = 1,2,3), òî ïëîñêîñòü ìîæíî çàäàòü ïàðàìåòðè÷åñêè, âçÿâ,

íàïðèìåð a = x1, b = y1, c = z1, âåêòîð (α1,β1,γ1) =
−−−→
A1A2, à âåêòîð (α2,β2,γ2) =

−−−→
A1A3.

Òðåòèé ñïîñîá çàäàòü ïëîñêîñòü � óêàçàòü óðàâíåíèå Ax + By + Cz + D = 0. Ãåîìåòðè÷åñêè
âåêòîð (A,B,C) ïåðïåíäèêóëÿðåí ïëîñêîñòè (âåêòîð íîðìàëè).

Äâå ïëîñêîñòè íàçûâàþòñÿ ïàðàëëåëüíûìè, åñëè îíè íå ïåðåñåêàþòñÿ.

Òåîðåìà 2. ×åðåç òî÷êó âíå äàííîé ïëîñêîñòè ìîæíî ïðîâåñòè ïëîñêîñòü, ïàðàëëåëüíóþ äàí-
íîé, è ïðèòîì òîëüêî îäíó.

Åñëè ïåðâàÿ ïëîñêîñòü çàäàíà óðàâíåíèåì Ax+By+Cz+D = 0, òî äëÿ ñîñòàâëåíèÿ óðàâíåíèÿ
âòîðîé ïëîñêîñòè íàäî, íå ìåíÿÿ ÷èñåë A, B è C, ïîìåíÿòü ÷èñëî D òàê, ÷òîáû íîâàÿ ïëîñêîñòü
ïðîøëà ÷åðåç çàäàííóþ òî÷êó.

Åñëè ïåðâàÿ ïëîêîñòü çàäàíà â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå, òî íàäî, íå ìåíÿÿ íàïðàâëÿþùèõ âåêòî-
ðîâ, ïîìåíÿòü òî÷êó (a,b,c) òàê, ÷òîáû íîâàÿ ïëîñêîñòü ïðîøëà ÷åðåç çàäàííóþ òî÷êó.

Ïðÿìàÿ ïàðàëëåëüíà ïëîñêîñòè, åñëè ïðÿìàÿ è ïëîñêîñòü íå ïåðåñåêàþòñÿ. Ïðÿìàÿ ïàðàëëåëü-
íà ïëîñêîñòè èëè ëåæèò íà ïëîñêîñòè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íàïðàâëÿþùèé âåêòîð ïðÿìîé
ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé íàïðàâëÿþùèõ âåêòîðîâ ïëîñêîñòè.

Ïðÿìàÿ, ïåðåñåêàþùàÿ ïëîñêîñòü, íàçûâàåòñÿ ïåðïåíäèêóëÿðíîé ýòîé ïëîñêîñòè, åñëè îíà ïåð-
ïåíäèêóëÿðíà ëþáîé ïðÿìîé, êîòîðàÿ ëåæèò â äàííîé ïëîñêîñòè è ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó ïåðåñå-
÷åíèÿ. Ïðÿìàÿ è ïëîñêîñòü ïåðïåíäèêóëÿðíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íàïðàâëÿþùèé âåêòîð
ïðÿìîé è íîðìàëü ê ïëîñêîñòè îòëè÷àþòñÿ êîýôôèöèåíòîì.

Óãîë α ìåæäó ïðÿìîé è ïëîñêîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì α = π/2− β, ãäå β � óãîë ìåæäó
ïðÿìîé è âåêòîðîì íîðìàëè ïëîñêîñòè.

Ïðîåêöèåé òî÷êè A âäîëü ïðÿìîé ` íà ïëîñêîñòü π íàçûâàåòñÿ òî÷êà B âèäà B = A + k−→e , ãäå−→e � íàïðàâëÿþùèé âåêòîð ïðÿìîé, à ìíîæèòåëü k ïîäáèðàåòñÿ èç óñëîâèÿ B ∈ π.
Îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèåé (êîðîòêî � îðòîïðîåêöèåé) òî÷êè A íà ïëîñêîñòü π íàçûâàåòñÿ ïðî-

åêöèÿ ýòîé òî÷êè íà ýòó ïëîñêîñòü âäîëü íîðìàëè ïëîñêîñòè. Îðòîïðîåêöèÿ òî÷êè A íà ïëîñêîñòü
ìîæíî îïðåäåëèòü ïî äðóãîìó � ýòî áëèæàéøàÿ ê A òî÷êà ïëîñêîñòè.

Ïóñòü O � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ïëîñêîñòè π, A /∈ π, à B � îðòîïðîåêöèÿ A íà π. Òîãäà óãîë

ìåæäó ïðÿìîé OA è ïëîñêîñòüþ π ðàâåí óãëó ìåæäó âåêòîðàìè
−→
OA è

−−→
OB.

Óïðàæíåíèå 1. Çàïèøèòå êàíîíè÷åñêîå è ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå ïðÿìîé ` ïåðåñå÷åíèÿ
ïëîñêîñòè π1 : 2x+ y − z − 4 = 0 è ïëîñêîñòè π2, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó A(1,1,− 1) ïàðàëëåëüíî
âåêòîðàì −→e1 = (1,0,1) è −→e2 = (−1,1,0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî óñëîâèþ, ïëîñêîñòü π2 çàäàíà ïàðàìåòðè÷åñêè. Íàéäåì åå îáùåå óðàâíå-
íèå 

x = 1 + u− v,
y = 1 + v,

z = −1 + u.

⇔


u = z + 1,

v = y − 1,

x = 3 + z − y,

ò.å. π2 : x+ y − z − 3 = 0. Òîãäà ïðÿìàÿ ` çàäàåòñÿ ñèñòåìîé{
2x+ y − z − 4 = 0,

x+ y − z − 3 = 0
⇔
{
z = 2x+ y − 4,

x+ y − (2x+ y − 4)− 3 = 0,
⇔
{
z = 2x+ y − 4,

x = 1.
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Âçÿâ çà ïàðàìåòð êîîðäèíàòó y, ïîëó÷èì 
x = 1,

y = t,

z = t− 2.

Ìû íàøëè ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå ïðÿìîé `. Ïðîâåðêà: ` ∈ π1, ïîñêîëüêó ïîäñòàíîâêà ïàðà-
ìåòðè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ïðÿìîé â óðàâíåíèå ïëîñêîñòè äàåò âåðíîå ðàâåíñòâî 2 + t− (t−2)−4 ≡ 0.
Êðîìå òîãî, ` ∈ π2 ïîòîìó, ÷òî A ∈ ` (äîñòàòî÷íî âçÿòü t = 1), à íàïðàâëÿþùèé âåêòîð ïðÿìîé `
åñòü ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ −→e1 è −→e2 : (0,1,1) = −→e1 +−→e2 . Êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ` èìååò âèä

x− 1

0
=
y − 0

1
=
z + 2

1
.

�

Óïðàæíåíèå 2. Ñîñòàâüòå îáùåå óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ñîäåðæàùåé âñå ïðÿìûå, ïåðåñåêàþùèå
ïðÿìóþ x = y = z è îáðàçóþùèå ñ êîîðäèíàòíûìè îñÿìè Ox, Oy è Oz óãëû π/3, π/2 è 2π/3
ñîîòâåòñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü −→a = (x,y,z) � íàïðàâëÿþùèé âåêòîð îäíîé èç ïðÿìûõ, óêàçàííûõ â
óñëîâèè (äëÿ êðàòêîñòè áóäåì íàçûâàòü ýòó ïðÿìóþ ¾íàøåé¿). Ïóñòü α = π/3 � óãîë ìåæäó ýòèì
âåêòîðîì è âåêòîðîì −→e1 = (1,0,0) (ò.å. îñüþ Ox). Òîãäà

cosα =
(−→a ,−→e1)

|−→a ||−→e1 |
=

x

|−→a | =
1

2
.

Àíàëîãè÷íî,
y

|−→a | = 0,
z

|−→a | = −1

2
. Èòàê, x = −z, à y = 0. Íàïðàâëÿþùèé âåêòîð îïðåäåëåí ñ

òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ. Ïîëîæèì x = 1, òîãäà −→a = (1,0, − 1). Ïóñòü íàøà ïðÿìàÿ ïåðåñåêàåò
ïðÿìóþ x = y = z â òî÷êå (s,s,s). Òîãäà ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå íàøåé ïðÿìîé èìååò âèä
(s+t,s,s−t), t ∈ R. ¾Îòïóñêàÿ íà ñâîáîäó¿ îáà ïàðàìåòðà t è s, ïîëó÷èì ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå
ïëîñêîñòè. Äåéñòâèòåëüíî, ïî óñëîâèþ, ïëîñêîñòü äîëæíà ñîäåðæàòü ëþáóþ òî÷êó (ò.å. ÷èñëî t ∈ R
ïðîèçâîëüíî) ëþáîé íàøåé ïðÿìîé (ò.å. ÷èñëî s ∈ R òîæå ïðîèçâîëüíî). Èòàê,

x = s+ t,

y = s,

z = s− t
⇔


t = x− s,
y = s,

z = s− t
⇔


t = x− y,
y = s,

z = y − (x− y),

ò.å. îáùåå óðàâíåíèå ïëîñêîñòè x− 2y + z = 0. �

Óïðàæíåíèå 3. Äîêàæèòå, ÷òî óãîë ϕ ìåæäó ïðÿìîé
x− x0
α

=
y − y0
β

=
z − z0
γ

è ïëîñêîñòüþ

Ax+By + Cz +D = 0 îïðåäåëÿåòñÿ èç ðàâåíñòâà

sinϕ =
|Aα+Bβ + Cγ|√

(α2 + β2 + γ2)(A2 +B2 + C2)
, ϕ ∈ [0,π/2].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ïðÿìàÿ ïåðåñåêàåò ïëîñêîñòü â òî÷êå M . Îòëîæèì îò ýòîé òî÷êè
íàïðàâëÿþùèé âåêòîð −→e = (α,β,γ) è âåêòîð íîðìàëè −→n = (A,B,C). Ïóñòü ψ � óãîë ìåæäó ýòèìè
âåêòîðàìè. Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ: âåòîðû −→e è −→n ðàñïîëîæåíû ïî îäíó ñòîðîíó îò ïëîñêîñòè. Òîãäà

ψ ∈ [0,π/2], à ϕ = π/2− ψ. Ïîñêîëüêó cosψ = (−→e ,−→n )

|−→e ||−→n | > 0, òî ìû è ïîëó÷àåì èñêîìóþ ôîðìóëó äëÿ

ϕ. Åñëè æå −→e è −→n îêàçàëèñü ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ïëîñêîñòè, òî ψ ∈ [π/2,π], ϕ = ψ − π/2. Â ýòîì
ñëó÷àå cosψ 6 0, à sinϕ = − cosψ è ìû âíîâü ïîëó÷àåì âåðíûé îòâåò.
Îñòàëñÿ íå ðàçîáðàí ñëó÷àé, êîãäà ïðÿìàÿ è ïëîñêîñòü âîîáùå íå èìåþò îáùèõ òî÷åê. Â ýòîì
ñëó÷àå ïðÿìàÿ è ïëîñêîñòü ïàðàëëåëëüíû, à óãîë ìåæäó íèìè íå îïðåäåëåí (ïî êðàéíåé ìåðå, â
êóðñå øêîëüíîé ñòåðåîìåòðèè). Óäîáíî ñ÷èòàòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå óãîë ðàâåí íóëþ. Ïðîâåðèì, ÷òî
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íàøà ôîðìóëà òàêæå äàåò íóëåâîé îòâåò. Ïîñêîëüêó −→n îðòîãîíàëåí ïëîñêîñòè, òî −→n îðòîãîíàëåí
è ïðÿìîé. Èíûìè ñëîâàìè, (−→e ,−→n ) = 0, ò.å. sinϕ = 0, ò.å. ϕ = 0. �

Óïðàæíåíèå 4. Äàíà ïðÿìàÿ ` :
x− 2

−2
=

y − 1

4
=

z + 1

1
. Ñîñòàâüòå ïàðàìåòðè÷åñêîå

óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïîëó÷åííîé èç ` êîñîé ïðîåêöèåé âäîëü âåêòîðà −→e = (1,1,1) íà ïëîñêîñòü
π : x+ 4y + 2z − 8 = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Øàã 1. Âûáåðåì â ïðîñòðàíñòâå áàçèñ {−→e1 ,−→e2 ,−→e3} òàê, ÷òî −→e1 ‖ π, −→e2 ‖ π,
à −→e3 = −→e (â òàêîì áàçèñå ëåãêî áóäåò ïîòîì âû÷èñëèòü èñêîìóþ ïðîåêöèþ). Âåêòîð −→e3 = (1,1,1)
óæå èçâåñòåí. Äëÿ ïîèñêà âåêòîðîâ −→e1 è −→e2 âñïîìíèì, ÷òî âåêòîð (a,b,c) ïàðàëëåëåí ïëîñêîñòè
Ax + By + Cx + D = 0 â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà Aa + Bb + Cc = 0. Èòàê íàäî íàéòè äâà ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ a + 4b + 2c = 0. Âçÿâ b = 0, c = 1, ïîëó÷èì a = −2. Ïðè b = 1, c = 0 ïîëó÷èì a = −4.
Èòàê, ïîäîéäóò âåêòîðû −→e1 = (−2,0,1) è −→e2 = (−4,1,0).
Øàã 2. Çàïèøåì ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå ïðÿìîé `

x = 2− 2t,

y = 1 + 4t,

z = −1 + t.

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó íà ïðÿìîé (ò.å. t ïðîèçâîëüíî) è íàéäåì êîîðäèíàòû ýòîé òî÷êè â
áàçèñå {−→e1 ,−→e2 ,−→e3}. Îáîçíà÷èì ýòè íåèçâåñòíûå ïîêà êîîðäèíàòû (c1,c2,c3) è ðåøèì ñèñòåìó2− 2t

1 + 4t
−1 + t

 = c1

−2
0
1

+ c2

−4
1
0

+ c3

1
1
1

⇔

−2c1 − 4c2 + c3 = 2− 2t,

c2 + c3 = 1 + 4t,

c1 + c3 = −1 + t,

⇔


c1 = −1 + t− c3,
c2 = 1 + 4t− c3,
−2− 18t+ 7c3 = 2− 2t

⇔


c3 = 4+16t

7 ,

c1 = −11−9t
7 ,

c2 = 3+12t
7 .

Øàã 3. Ïî îïðåäåëåíèþ êîñîé ïðîåêöèè âäîëü −→e3 íà ïëîñêîñòü âåêòîðîâ −→e1 è −→e2 , òî÷êà ñ êîîðäèíà-
òàìè (c1,c2,c3) â áàçèñå {−→e1 ,−→e2 ,−→e3} ïðîåêòèðóåòñÿ â òî÷êó ñ êîîðäèíàòàìè (c1,c2,0) â ýòîì æå áàçèñå.
Èìååì

c1
−→e1 + c2

−→e2 =
4 + 16t

7

−2
0
1

− 11 + 9t

7

−4
1
0

 =
1

7

 36 + 4t
−11− 9t
4 + 16t.


Îòâåò: ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå ïðÿìîé

x = 36+4t
7 ,

y = −11−9t
7 ,

z = 4+16t
7 .

�

�8.2 Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ïðÿìûõ è ïëîñêîñòåé â ïðî-

ñòðàíñòâå

Äâå ïðÿìûå â ïðîñòðàíñòâå ìîãóò:

1) ñêðåùèâàòüñÿ,
2) ïåðåñåêàòüñÿ â òî÷êå,
3) áûòü ïàðàëëåëüíûìè,
4) ñîâïàäàòü.

Äâå ïëîñêîñòè â ïðîñòðàíñòâå ìîãóò:
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1) ïåðåñåêàòüñÿ ïî ïðÿìîé,
2) áûòü ïàðàëëåëüíûìè,
3) ñîâïàäàòü.

Ïðÿìàÿ è ïëîñêîñòü â ïðîñòðàíñòâå ìîãóò:

1) ïåðåñåêàòüñÿ â òî÷êå,
2) áûòü ïàðàëëåëüíûìè,
3) ïåðåñåêàòüñÿ ïî ïðÿìîé (ò.å. ïðÿìàÿ ëåæèò íà ïëîñêîñòè).

Óïðàæíåíèå 5. Îïèøèòå ñîâìåñòíîå ðàñïîëîæåíèå â ïðîñòðàíñòâå ïàðû ïëîêîñòåé

π1 : x + 2y − z + 2 = 0 è π2 : 2x − y − 2z + 4 = 0 è ïàðû ïðÿìûõ `1 :
x− 1

1
=
y − 2

7
=
z − 1

7
è

`2 :
x+ 2

2
=
y − 1

0
=
z + 1

2
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïëîñêîñòåé A1x + B1y + C1z + D1 = 0 è A2x + B2y + C2z + D2 = 0

èìååì ïðîñòîé êðèòåðèé: åñëè rk

(
A1 B1 C1

A2 B2 C2

)
= 2, òî ïëîêîñòè ïåðåñåêàþòñÿ; åñëè ðàíã ðàâåí 1,

íî rk

(
A1 B1 C1 D1

A2 B2 C2 D2

)
= 2, òî ïëîêîñòè ïàðàëëåëüíû; åñëè æå îáà ðàíãà ðàâíû 1, òî ïëîñêîñòè

ñîâïàäàþò. Â íàøåì ñëó÷àå

rk

(
1 2 −1
2 −1 −2

)
= 2,

ò.å. π1 è π2 ïåðåñåêàþòñÿ. Óñëîâèå ïàðàëëåëüíîñòè âåêòîðà è ïëîñêîñòè ìû óæå âñïîìèíàëè â ïðåäû-
äóùåé çàäà÷å. Äëÿ `1 íàïðàâëÿþùèé âåêòîð ðàâåí (1,7,7). Òàê êàê A1 + 7B1 + 7C1 = 1 +14−7 6= 0 è
A2 +7B2 +7C2 = 2−7−14 6= 0, òî `1 íå ïàðàëëåëüíà íè π1, íè π2, ò.å. ïåðåñåêàåò îáå ïëîñêîñòè. Äëÿ
âòîðîé ïðÿìîé èìååì 2A1+2C1 = 0 è 2A2+2C2 = 0, ò.å. íàïðàâëÿþùìé âåêòîð `2 ïàðàëëåëåí îáåèì
ïëîñêîñòÿì. Òî÷êà (−2,1, − 1) ëåæèò íà `2, íî íå ëåæèò â π1 è íå ëåæèò â π2, ò.å. `2 ïàðàëëåëüíà
π1 è π2, íî íå ëåæèò íè â π1, íè â π2. Îñòàëîñü ðàçîáðàòüñÿ ñ ñîâìåñòíûì ðàñïîëîæåíèåì ïðÿìûõ
`1 è `2. Èõ íàïðàâëÿþùèå âåêòîðû (1,7,7) è (2,0,2) íå êîëëèíåàðíû, ò.å. `1 è `2 íå ïàðàëëåëüíû.
Ïîïðîáóåì íàéòè èõ îáùóþ òî÷êó

{
x−1
1 = y−2

7 = z−1
7 ,

x+2
2 = y−1

0 = z+1
2 ,

⇔


7x− 7 = y − 2,

y − 2 = z − 1,

y = 1,

x+ 2 = z + 1,

⇔


y = 1,

x = 6/7,

z = 0,

20/7 = 1.

Îáùåé òî÷êè íåò, ò.å. `1 è `2 ñêðåùèâàþòñÿ.
Îòâåò: π1 ∩ π2, `1 ∩ π1, `1 ∩ π2, `2 ‖ π1, `2 ‖ π2, `1 è `2 ñêðåùèâàþòñÿ. �

Ïðÿìûå `1, `2, . . . ,`n îáðàçóþò ñîáñòâåííûé ïó÷îê, åñëè âñå îíè ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.
Ïðÿìûå îáðàçóþò íåñîáñòâåííûé ïó÷îê, åñëè âñå ýòè ïðÿìûå ïàðàëëåëüíû.

Ïëîñêîñòè π1, π2, . . . ,πn îáðàçóþò ñîáñòâåííûé ïó÷îê, åñëè âñå îíè ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.
Ïðÿìûå îáðàçóþò íåñîáñòâåííûé ïó÷îê, åñëè âñå ýòè ïëîñêîñòüþ ïàðàëëåëüíû.

Ïëîñêîñòè π1, π2, . . . ,πn îáðàçóþò ñîáñòâåííóþ ñâÿçêó, åñëè âñå îíè ïåðåñåêàþòñÿ ïî îäíîé ïðÿ-
ìîé. Ïëîñêîñòè îáðàçóþò íåñîáñòâåííóþ ñâÿçêó, åñëè âñå ýòè ïëîñêîñòüþ ïàðàëëåëüíû îäíîé îáùåé
ïðÿìîé.

Óïðàæíåíèå 6. Ïðîâåðüòå, ÷òî ïëîñêîñòè π1 : 3x + y − 2z + 1 = 0, π2 : −2x + 2y + z + 1 = 0,
π3 : x+ y− 2z− 1 = 0 è π4 : x− y+ 2z+ 3 = 0 îáðàçóþò ñîáñòâåííóþ ñâÿçêó, íî íå îáðàçóþò ïó÷îê
(íè ñîáñòâåííûé, íè íåñîáñòâåííûé).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âñïîìíèì òåîðåìó èç êóðñà àëãåáðû. Ïóñòü äàíà ñèñòåìà m ëèíåéíûõ óðàâ-
íåíèé 

a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = b1,

a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = b2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

am1x1 + am2x2 + . . .+ amnxn = bm
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íà n íåèçâåñòíûõ. Ñèñòåìà èìååò ðåøåíèå â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà

rk


a11 a12 . . . a1n b1
a21 a22 . . . a2n b2
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn bm

 6 n.
Åñëè x÷àñòí = (x1,x2 . . . ,xn) � êàêîå�òî ðåøåíèå ñèñòåìû, òî îáùåå ðåøåíèå èìååò âèä

x = x÷àñòí + C1x
1 + C2x

2 + · · ·+ Ckx
k,

ãäå êîíñòàíòû Cj ïðîèçâîëüíû, à xj = (xj1,x
j
2, . . . ,x

j
n) � ôóíäàìåíòàëüíàíÿ ñèñòåìà ðåøåíèé

îäíîðîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé
a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = 0,

a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

am1x1 + am2x2 + . . .+ amnxn = 0.

×èñëî k âåêòîðîâ ýòîé ñèñòåìû ðàâíî k = n − r, ãäå r = rk


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn

. Â íàøåì

ñëó÷àå ñèñòåìà 
3x+ y − 2z = −1,

−2x+ 2y + z = −1,

x+ y − 2z = 1,

x− y + 2z = −3

èìååò ðåøåíèå, ïîñêîëüêó rk


3 1 −2 −1
−2 2 1 −1
1 1 −2 1
1 −1 2 −3

 = 3. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, k = 0, ïîñêîëüêó

rk


3 1 −2
−2 2 1
1 1 −2
1 −1 2

 = 3. Çíà÷èò, ðåøåíèå ñîñòîèò òîëüêî èç îäíîé òî÷êè (x0,y0,z0), ò.å. ïëîñêî-

ñòè èìåþò îáùóþ òî÷êó (îáðàçóþò ñîáñòâåííóþ ñâÿçêó), íî íå èìåþò îáùåé ïðÿìîé (íå îáðàçóþò
ñîáñòâåííûé ïó÷îê). Íåñîáñòâåííûé ïó÷îê îíè îáðàçîâàòü íå ìîãóò, õîòÿ áû ïîòîìó, ÷òî ïåðåñå-
êàþòñÿ â îäíîé òî÷êå. Ìîæíî ýòî ïðîâåðèòü è àëãåáðàè÷åñêè. Ïëîñêîñòè îáðàçóþò íåñîáñòâåííûé
ïó÷îê, åñëè îíè âñå ïàðàëëåëëüíû îäíîé ïðÿìîé. Òîãäà íàïðàâëÿþùèé âåêòîð −→e ýòîé ïðÿìîé äîë-
æåí óäîâëåòâîðÿòü ðàâåíñòâàì (−→e ,−→n j) = 0, ãäå −→n j � âåêòîð íîðìàëè ê j�òîé ïëîñêîñòè. Èíûìè
ñëîâàìè, âåêòîð −→e = (x,y,z) äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü ñèñòåìå óðàâíåíèé

3x+ y − 2z = 0,

−2x+ 2y + z = 0,

x+ y − 2z = 0,

x− y + 2z = 0

.

Ìû óæå ïðîâåðèëè, ÷òî ðàíã ìàòðèöû ýòîé ñèñòåìû ðàâåí 3, ò.å. ñèñòåìà íå èìååò ðåøåíèé (êðîìå,
êîíå÷íî, ðåøåíèÿ x = y = z = 0, êîòîðîå äëÿ íàïðàâëÿþùåãî âåêòîðà íå ãîäèòñÿ). �



Çàíÿòèå 9

Ïðÿìûå è ïëîñêîñòè â ïðîñòðàíñòâå.

Îêîí÷àíèå.

Ëþáàÿ ïëîñêîñòü äåëèò ïðîñòðàíñòâî íà äâà ïîëóïðîñòðàíñòâà. Åñëè ïëîñêîñòü çàäàíà óðàâíå-
íèåì Ax+By+Cz+D = 0, òî ïîëóïðîñòðàíñòâà îïðåäåëÿþòñÿ íåðàâåíñòâàìè Ax+By+Cz+D > 0
è Ax+By + Cz +D < 0.

Óïðàæíåíèå 1. Äàíû ÷åòûðå ïëîñêîñòè

π1 :


x = 1− 4t+ s,

y = −1 + 5s,

z = −t,
π2 :


x = 2− t− 2s,

y = 4− 5t− 4s,

z = 6s,

π3 : 17x− 16y − 5z + 30 = 0, π4 : x+ 25y − 4z + 24 = 0.

Äîêàæèòå, ÷òî îíè îáðàçóþò òåòðàýäð è ïðîâåðüòå � ëåæèò ëè òî÷êàM(1,1,1) âíóòðè íåãî èëè íåò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàéäåì òî÷êó A ïåðåñå÷åíèÿ ïëîñêîñòåé π1, π2 è π3


x = 1− 4t+ s = 2− u− 2v,

y = −1 + 5s = 4− 5u− 4v,

z = −t = 6v,

17x− 16y − 5z + 30 = 0,

⇔



t = −6v,

s = 1− u− 26v,

−1 + 5s = 4− 5u− 4v = y,

x = 1− 4t+ s,

z = −t,
17x− 16y − 5z + 30 = 0,

⇔



z = t = v = 0,

x = 1 + s,

u = 1− s,
y = −1 + 5s,

s = 1,

ò.å. A = (2,4,0). Íàéäåì òî÷êó B ïåðåñå÷åíèÿ ïëîñêîñòåé π1, π2 è π4

z = t = v = 0,

x = 1 + s,

u = 1− s,
y = −1 + 5s,

x+ 25y − 4z + 24 = 0

⇔


s = 0,

z = t = v = 0,

x = 1,

y = −1,

ò.å. B = (1,− 1,0). Íàéäåì òî÷êó C ïåðåñå÷åíèÿ ïëîñêîñòåé π1, π3 è π4

x = 1− 4t+ s,

y = −1 + 5s,

z = −t,
17(1− 4t+ s)− 16(−1 + 5s) + 5t+ 30 = 0,

(1− 4t+ s) + 25(−1 + 5s) + 4t+ 24 = 0,

⇔



s = 0,

t = 1,

y = −1,

x = −3,

z = −1,

34



35

ò.å. C = (−3,− 1,− 1). Íàéäåì, íàêîíåö, òî÷êó D ïåðåñå÷åíèÿ ïëîñêîñòåé π2, π3 è π4

x = 2− t− 2s,

y = 4− 5t− 4s,

z = 6s,

17(2− t− 2s)− 16(4− 5t− 4s)− 30s+ 30 = 0,

(2− t− 2s) + 25(4− 5t− 4s)− 24s+ 24 = 0,

⇔



t = 0,

s = 1,

x = 0,

y = 0,

z = 6,

ò.å. D = (0,0,6). Ìû äîêàçàëè, ÷òî ïëîñêîñòè π1, π2, π3 è π4 ñâîèìè òî÷êàìè ïåðåñå÷åíèÿ îáðàçóþò
òåòðàýäð ABCD. Îñòàåòñÿ óçíàòü, ëåæèò ëè òî÷êà M âíóòðè íåãî. Äëÿ ýòîãî âíà÷àëå ñîñòàâèì
îáùèå óðàâíåíèÿ ïëîñêîñòåé π1

π1 :


x = 1− 4t+ s,

y = −1 + 5s,

z = −t,
⇔ 5x− y − 20z − 6 = 0

è π2

π1 :


x = 2− t− 2s,

y = 4− 5t− 4s,

z = 6s,

⇔ 5x− y + z − 6 = 0.

Ïðè ïîäñòàíîâêå êîîðäèíàò òî÷åê D èM â óðàâíåíèå ïëîñêîñòè π1 = ABC èìååì 0−0−120−6 < 0
è 5−1−20−6 < 0. Âûðàæåíèÿ èìåþò îäèíàêîâûé çíàê, òòî.å. òî÷êè D èM ëåæàò ïî îäíó ñòîðîíó
îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè ABC. Äëÿ ïëîñêîñòè π2 = ABD è òî÷åê C è M èìååì −15 + 1− 1− 6 < 0
è 5 − 1 + 1 − 6 < 0, ò.å. C è M òîæå ëåæàò ïî îäíó ñòîðîíó îò ABD. Àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ äëÿ
ïëîñêîñòè π3 = ACD è ïàðû òî÷åê B è M ; äëÿ ïëîñêîñòè π4 = BCD è ïàðû A è M . Ïîñêîëüêó âñå
÷åòûðå ðàçà ïîëóïðîñòðàíñòâà ñîâïàëè, äåëàåì âûâîä, ÷òî M ëåæèò âíóòðè òåòðàýäðà ABCD. �

Ðàññòîÿíèå îò òî÷êè M = (x0,y0,z0) äî ïëîñêîñòè π : Ax + By + Cz + D = 0 âû÷èñëÿåòñÿ ïî
ôîðìóëå

ρ(M,π) =
|Ax0 +By0 + Cz0 +D|√

A2 +B2 + C2
.

Åñëè ïðÿìàÿ ` ïàðàëëåëüíà ïëîñêîñòè π, òî ðàññòîÿíèå îò ` äî π ìîæíî âû÷èñëèòü êàê ðàññòîÿíèå
ρ(M,π), ãäå M � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ïðÿìîé `.

Óïðàæíåíèå 2. Äàíû òî÷êà K(−1,2,4), ïðÿìàÿ ` :
x

−1
=

y − 1

−2
=

z − 2

2
è ïëîñêîñòü

π : 2x + 2y + z − 2 = 0. Ïóñòü M � áëèæàéøàÿ ê K òî÷êà ïðÿìîé `, à N � áëèæàéøàÿ ê K
òî÷êà ïëîñêîñòè π. Íàéäèòå |KN |, |KM | è |MN |.

Äîêàçàòåëüñòâî.

|KN | = ρ(K,π) =
|Ax0 +By0 + Cz0 +D|√

A2 +B2 + C2
=

4

3
,

|KM | = ρ(K,`) =
|[(α,β,γ),(x0 − x1,y0 − y1,z0 − z1)]|√

α2 + β2 + γ2
=
|[(−1,− 2,2),(−1,1,2)]|

3
=

=
|(−6,0,− 3)|

3
=
√

5.

Íàéäåì òî÷êó N . Ïîñêîëüêó âåêòîð åäèíè÷íîé íîðìàëè ê ïëîñêîñòè π ðàâåí −→n =
1

3
(2,2,1), òî

−−→
NK = ±ρ(K,π)−→n (çíàê çàâèñèò îò òîãî, â êàêîé èç ïîëóïëîñêîñòåé îòíîñèòåëüíî âåêòîðà −→n ëåæèò

âåêòîð
−−→
NK). Ó íàñ âîçíèêàåò äâà âàðèàíòà

N = K −−−→NK =

−1
2
4

− 4

9

2
2
1

 =
1

9

−17
10
32

 èëè N =

−1
2
4

+
4

9

2
2
1

 =
1

9

−1
26
40

 .
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Ïîäñòàâëÿÿ â óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, âèäèì, ÷òî ïðàâèëüíûé îòâåò � ïåðâûé. Òåïåðü íàéäåì òî÷êó
M . Çàïèøåì ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå ïðÿìîé ` : (−t,1−2t,2+2t) è íàéäåì ïàðàìåòð t èç óñëîâèÿ
|KM |2 = (−t + 1)2 + (1 − 2t − 2)2 + (2 + 2t − 4)2 = 5. Ïîëó÷àåì t = 1/3, ò.å. M = 1

3 (−1,1,8). Òîãäà

|MN | =
√

309/9. �

Óïðàæíåíèå 3. Ïóñòü π1 : 2x+y+z−4 = 0, à π2 : x−2y−2z+3 = 0. Íàéäèòå óãîë θ ìåæäó π1
è π2 è çàïèøèòå óðàâíåíèå ïëîñêîñòè π3, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó (1,1,1) ïåðïåíäèêóëÿðíî ïðÿìîé
` ïåðåñå÷åíèÿ π1 è π2. Ïðîâåðüòå, ÷òî óãîë ìåæäó ïðÿìûìè `1 = π3 ∩ π1 è `2 = π3 ∩ π2 ðàâåí θ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ, óãîë ìåæäó ïëîñêîñòÿìè π1 è π2 ðàâåí óãëó ìåæäó ïðÿìû-
ìè, âîçíèêàþùèìè ïðè ñå÷åíèè ýòèõ ïëîñêîñòåé ïëîñêîñòüþ, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ëèíèè ïåðåñå÷åíèÿ
π1 ∩ π2. Îäíàêî èñêàòü ýòîò óãîë óäîáíåå èç ñëåäóþùåãî ñîîáðàæåíèÿ � îí ðàâåí óãëó ìåæäó íîð-
ìàëÿìè ±−→n 1 è ±−→n 2. Çíàêè çäåñü ïîäáèðàþòñÿ òàê, ÷òîáû íîðìàëè áûëè íàïðàâëåíû â îäèí è òîò
æå äâóãðàííûé óãîë. Ïîïðîáóåì âçÿòü −→n 1 = (2,1,1), −→n 2 = (1,−2,−2). Òîãäà êîñèíóñ óãëà ϕ ìåæäó
íèìè ðàâåí

cosϕ =
−2

3
√

6
.

Óãîë îêàçàëñÿ áîëüøå π/2. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìû íå óãàäàëè ñ íàïðàâëåíèåì íîðìàëåé. Ïîìåíÿåì

çíàê ó îäíîé èç íîðìàëåé � ïóñòü −→n 2 = (−1,2,2). Òîãäà ϕ = θ = arccos
√

2
27 .

Òåïåðü ïîëó÷èì òîò æå îòâåò äëèííûì ñïîñîáîì � ïî îïðåäåëåíèþ. Ñíà÷àëà íàéäåì ïàðàìåòðè÷å-
ñêîå óðàâíåíèå ïðÿìîé `

` :

{
2x+ y + z − 4 = 0,

x− 2y − 2z + 3 = 0
⇔


x = 1,

y = t,

z = 2− t.

Íàïðàâëÿþùèé âåêòîð ðàâåí (0,1, − 1), à òàê êàê π3 ⊥ `, òî ýòîò âåêòîð ìîæíî âçÿòü íîðìàëüþ
ê π3. Òîãäà π3 : y − z + D = 0. ×èñëî D ïîäáåðåì èç óñëîâèÿ (1,1,1) ∈ π3, îòêóäà D = 0. Òåïåðü
íàéäåì ïðÿìûå

`1 :

{
2x+ y + z − 4 = 0,

y − z = 0
⇔


y = t,

z = t,

x = 2− t
è

`2 :

{
x− 2y − 2z + 3 = 0,

y − z = 0
⇔


y = t,

z = t,

x = 4t− 3.

Íàïðàâëÿþùèå âåêòîðû ýòèõ ïðÿìûõ ðàâíû −→e 1 = (−1,1,1) è −→e 2 = (4,1,1), à óãîë ìåæäó ïðÿìûìè
ðàâåí

θ = arccos
|(−→e 1,

−→e 2)|
|−→e 1||−→e 2|

= arccos
2√
54

= arccos

√
2

27
.

�

Óïðàæíåíèå 4. Íàéäèòå óðàâíåíèÿ áèññåêòîðíûõ ïëîñêîñòåé äâóõ äâóãðàííûõ óãëîâ, âîçíè-
êàþùèõ ïðè ïåðåñå÷åíèè π1 : 3x+ 4y − 5z + 1 = 0 è π2 : x− 7z − 8 = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì íîðìàëè −→n 1 = (3,4, − 5) è −→n 2 = (1,0, − 7).Ïëîñêîñòü π3 äåëèò
äâóãðàííûé óãîë ïîïîëàì â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà âåêòîð −→n 3 ëåæèò â ïëîñêîñòè âåêòîðîâ

−→n 1 è
−→n 2

è îáðàçóåò îäèíàêîâûå óãëû ñ íèìè. Ïóñòü −→n 3 = a−→n 1 + b−→n 2 = (3a+ b,4a,− 5a− 7b). Òîãäà

(−→n 1,
−→n 3)

|−→n 1|
=

(−→n 1,
−→n 2)

|−→n 2|
⇔ 9a+ 3b+ 16a+ 25a+ 35b = 3a+ b+ 35a+ 49b⇔ a = b

è âçÿâ a = b = 1, ïîëó÷èì −→n 3 = (4,4, − 12). Çíà÷èò, èñêîìàÿ ïëîñêîñòü èìååò óðàâíå-
íèå 4x + 4y − 12z + D = 0. Ïëîñêîñòè π1, π2 è π3 äîëæíû îáðàçîâàòü ñîáñòâåííûé ïó÷îê,
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ò.å. rk

3 4 −5 1
1 0 −7 −8
4 4 −12 D

 = 2, îòêóäà D = −7. Èòàê, óðàâíåíèå ïåðâîé ïëîñêîñòè èìååò âèä

4x + 4y − 12z − 7 = 0. Âòîðàÿ ïëîñêîñòü âîçíèêàåò ïðè èçìåíåíèè çíàêà ó îäíîé èç íîðìàëåé−→n 1 èëè
−→n 2. Ïóñòü

−→n 1 = (3,4,− 5), −→n 2 = (−1,0,7). Òîãäà −→n 3 = (3a− b,4a,− 5a+ 7b),

(−→n 1,
−→n 3)

|−→n 1|
=

(−→n 1,
−→n 2)

|−→n 2|
⇔ 9a− 3b+ 16a+ 25a− 35b = −3a+ b− 35a+ 49b⇔ a = b,

−→n 3 = (2,4,2) è âòîðàÿ ïëîñêîñòü èìååò óðàâíåíèå 2x+ 4y + 2z + 9 = 0. �

Óïðàæíåíèå 5. Ïëîñêîñòè π1 : x+ y − z + 7 = 0, π2 : x− y − z − 3 = 0 è π3 : x+ y + z + 5 = 0
ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå A = (−1,−5,1) è îáðàçóþò âîñåìü òðåõãðàííûõ óãëîâ. Íàéäèòå ãåîìåòðè÷åñêîå
ìåñòî öåíòðîâ øàðîâ, âïèñàííûõ â òîò òðåõãàðííûé óãîë, êîòîðûé ñîäåðæèò íà÷àëî êîîðäèíàò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü òî÷êà N = (a,b,c) � öåíòð îäíîãî èç øàðîâ, âïèñàííûõ â òðåõãðàííûé
óãîë. Çíà÷èò òî÷êà N ðàâíîóäàëåíà îò âñåõ ïëîñêîñòåé. Êðîìå òîãî, äëÿ êàæäîé èç ïëîñêîñòåé
òî÷êè N è O(0,0,0) ëåæàò â îäíîì è òîì æå ïîëóïðîñòðàíñòâå. Ïîñëåäíåå óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî
a+ b− c+ 7 > 0, a− b− c− 3 < 0 è a+ b+ c+ 5 > 0. Ïåðâîå óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî

ρ(N,π1) =
a+ b− c+ 7√

3
= ρ(N,π2) =

−a+ b+ c+ 3√
3

= ρ(N,π3) =
a+ b+ c+ 5√

3
.

Îòñþäà a = −1, c = 1, à b ïðîèçâîëüíî, ò.å. N = (−1,b,1). Âîçâðàùàÿñü ê íàéäåííûì òðåì íåðàâåí-
ñòâàì, ïîëó÷àåì îãðàíè÷åíèå b > −5. �

Óïðàæíåíèå 6. Òî÷êà A ëåæèò íà ïðÿìîé `1 :
x+ 1

2
=
y + 2

−3
=
z − 1

2
, à òî÷êà B � íà ïðÿìîé

`2 : x = 1+3t, y = 2−t, z = 3+t. Íàéäèòå òàêèå A è B, ÷òîáû äëèíà îòðåçêà |AB| áûëà ìèíèìàëüíîé.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâûé ñïîñîá. Ïàðàìåòðèçóåì ïðÿìóþ

`1 : x = −1 + 2s, y = −2− 3s, z = 1 + 2s.

Òîãäà

|AB|2 = (2 + 3t− 2s)2 + (4− t+ 3s)2 + (2 + t− 2s)2 = 11t2 + 17s2 − 22ts+ 8t+ 8s+ 24 =

= 11(t− s)2 + 6s2 + 8(t− s) + 16s+ 24 = 11

(
t− s+

4

11

)2

+ 6

(
s+

4

3

)2

+ 24− 16

11
− 32

3
.

Òåïåðü âèäíî, ÷òî âûðàæåíèå ìèíèìàëüíî ïðè s = −4/3, t = −56/33. Òîãäà

A =

(
−11

3
,2,− 5

3

)
, B =

(
−45

11
,
122

33
,
43

33

)
.

Âòîðîé ñïîñîá. Ðàññòîÿíèå îò A äî ïðÿìîé `2 � ýòî äëèíà ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåííîãî èç A íà

`2, ò.å.
−−→
AB ⊥ `2. Àíàëîãè÷íî,

−−→
AB ⊥ `1. Îáùèé ïåðïåíäèêóëÿð ìîæíî íàéòè, âû÷èñëèâ âåêòîðíîå

ïðîèçâåäåíèå íàïðàâëÿþùèõ âåêòîðîâ −→e1 = (2,− 3,2) è −→e2 = (3,− 1,1). Èòàê,

−−→
AB = k[−→e1 ,−→e2 ] = k(−1,4,7).

Êîýôôèöèåíò k íàéäåì èç ñëåäóþùèõ ñîîáðàæåíèé: ïîñëå ñäâèãà `′1 = `1 +
−−→
AB ïðÿìàÿ `′1 äîëæíà

ïåðåñå÷ü ïðÿìóþ `2. Ïîëó÷àåì ñèñòåìó
x = −1 + 2s− k = 1 + 3t,

y = −2− 3s+ 4k = 2− t,
z = 1 + 2s+ 7k = 3 + t,

⇔


3t− 2s+ k = −2,

t− 3s+ 4k = 4,

t− 2s− 7k = −2,

⇔


t = −56/33,

s = −4/3,

k = 14/33.

Ïîäñòàâëÿåì íàéäåííûå çíà÷åíèÿ, ïðèõîäèì ê òîìó æå îòâåòó. �
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Äëèíà îòðåçêà |AB|, íàéäåííîãî â çàäà÷å, åñòü ðàññòîÿíèå ìåæäó ñêðåùèâàþùèìèñÿ ïðÿìûìè
`1 è `2. Ýòî ðàññòîÿíèå ìîæíî íàéòè, íå íàõîäÿ ñàìèõ òî÷åê A è B, ïî ôîðìóëå

ρ(`1,`2) =
|(−−→MN,−→e 1,

−→e 2)|
|[−→e 1,

−→e 2]| ,

ãäå −→e 1 è −→e 2 � íàïðàâëÿþùèå âåêòîðû `1 è `2, à M ∈ `1 è N ∈ `2 � äâå ïðîèçâîëüíûå òî÷êè.

Ôîðìóëà îáúÿñíÿåòñÿ ïðîñòî � âûñîòà ïðèçìû ñî ñòîðîíàìè −→e 1,
−→e 2 è

−−→
MN ðàâíà îáúåìó ïðèçìû,

äåëåííîìó íà ïëîùàäü îñíîâàíèÿ.



Çàíÿòèå 10

Àôèííûå çàìåíû êîîðäèíàò

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü íà ïëîñêîñòè çàäàíû ñòàíäàðòíûå êîîðäèíàòû (x,y). Ïåðåõîä ê êîîðäè-

íàòàì

{
x′ = a11x+ a12y + b1,

y′ = a21x+ a22y + b2
íàçûâàåòñÿ àôèííîé çàìåíîé êîîðäèíàò.

Ïðè ýòîì A =

(
a11 a12
a21 a22

)
íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé çàìåíû, à

(
b1
b2

)
íàçûâàåòñÿ âåêòîðîì ñäâèãà.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü â R3 çàäàíû ñòàíäàðòíûå êîîðäèíàòû (x,y,z). Ïåðåõîä ê êîîðäèíàòàì
x′ = a11x+ a12y + a13z + b1,

y′ = a21x+ a22y + a23z + b2,

z′ = a31x+ a32y + a33z + b3

íàçûâàåòñÿ àôèííîé çàìåíîé êîîðäèíàò.

Ìàòðèöà çàìåíû è âåêòîð ñäâèãà îïðåäåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî.

Óïðàæíåíèå 1. Â R2 ñäåëàëè àôèííóþ çàìåíó êîîðäèíàò{
x′ = 2x− y + 1,

y′ = −3x+ 2y − 2.

Íàéäèòå îáðàòíóþ çàìåíó. Íàïèøèòå â íîâûõ è ñòàðûõ êîîðäèíàòàõ óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé
÷åðåç òî÷êó (5,8) (â êîîðäèíàòàõ (x,y)) ïàðàëëåëüíî ïðÿìîé x− 2y = 3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ìàòðè÷íîé çàïèñè çàìåíà èìååò âèä x′ = Ax+b, ãäå x =

(
x
y

)
, x′ =

(
x′

y′

)
,

A =

(
2 −1
−3 2

)
, b =

(
1
−2

)
. Âûðàçèì îòñþäà âåêòîð x

x = A−1(x′ − b) = A−1x′ −A−1b.

Ïîñêîëüêó

A−1 =

(
2 1
3 2

)
, A−1b =

(
0
−1

)
,

òî {
x = 2x′ + y′,

y = 3′x+ 2y′ + 1.

Â ñòàðûõ êîîðäèíàòàõ èìååì: ïðÿìàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó x = 5, y = 8 ïàðàëëåëüíî ïðÿìîé
x− 2y = 3. Òîãäà îíà çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì x− 2y = C (óñëîâèå ïàðàëëåëüíîñòè), ïðè÷åì C = −11,
ò.å. x−2y+11 = 0. Ïîäñòàâëÿÿ ôîðìóëû îáðàòíîé çàìåíû, èìååì (2x′+y′)−2(3x′+2y′+1)+11 = 0,
ò.å. −4x′ − 3y′ + 9 = 0. �

39
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Óïðàæíåíèå 2. Â ïðîñòðàíñòâå R3 ñèñòåìà êîîðäèíàò O′e′1e
′
2e
′
3 çàäàåòñÿ êîîðäèíàòàìè

O′ = (1, − 1,1), −→e1 ′ = (1,2, − 1), −→e2 ′ = (0,1,2), −→e3 ′ = (1, − 1, − 1). Â ýòîé ñèñòåìå íàéäèòå êîîðäèíà-
òû òî÷åê K, L, M è N , çíàÿ èõ êîîðäèíàòû â êëàññè÷åñêîì áàçèñå K(−1,0,0), L(1,0,0), M(0,2,0),
N(0,0,3).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàéäåì ìàòðèöó ïåðåõîäà A è âåêòîð ñäâèãà b â çàìåíå x′ = Ax+b. Çíàåì,
÷òî åñëè âåêòîðû íîâîãî áàçèñà çàïèñàòü ïî ñòîëáöàì ìàòðèöû, òî ïîëó÷èì îáðàòíóþ çàìåíó. Â
íàøåì ñëó÷àå xy

z

 =

 1 0 1
2 1 −1
−1 2 −1

x′y′
z′

+

 1
−1
1

 .

×òîáû ïîëó÷èòü ôîðìóëû ïðÿìîé çàìåíû, íàéäåì

A =

 1 0 1
2 1 −1
−1 2 −1

−1 =
1

6

1 2 −1
3 0 3
5 −2 1

 , b = −

 1 0 1
2 1 −1
−1 2 −1

−1 1
−1
1

 =
1

3

 1
−3
−4

 ,

ò.å. x′y′
z′

 =
1

6

1 2 −1
3 0 3
5 −2 1

xy
z

+
1

3

 1
−3
−4

 .

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà ñòàðûå êîîðäèíàòû òî÷åê, ïîëó÷èì íîâûå èõ êîîðäèíàòû K = 1
6 (1, − 9, − 13),

L = 1
2 (1,− 1,− 1), M = (1,− 1,− 2), N = 1

6 (−1,3,− 5). �

Ïðè ïðîèçâîëüíûõ àôèííûõ çàìåíàõ êîîðäèíàò ìîãóò ìåíÿòüñÿ ¾ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè¿.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè òî÷êè A è B ïîñëå àôèííîé çàìåíû èìåþò êîîðäèíàòû (x′1,y

′
1) è (x′2,y

′
2)

ñîîòâåòñòâåííî, òî äëèíà îòðåçêà |AB| ííå îáÿçàòåëüíî ðàâíà ÷èñëó
√

(x′1 − x′2)2 + (y′1 − y′2)2. Àíà-
ëîãè÷íûé ýôôåêò âîçíèêàåò è â R3.

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ïðîèçâîëüíûìè ïàðàìè òî÷åê ïðè àôèííîé çàìåíå íå
èçìåíÿòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìàòðèöà çàìåíû îðòîãîíàëüíà, ò.å. A ·At = E.

Óïðàæíåíèå 3. Ïðîâåðüòå, ÷òî ìàòðèöà ïåðåõîäà A =


1√
3

2√
6

0
1√
3
− 1√

6
1√
2

1√
3
− 1√

6
− 1√

2

 â çàìåíå x′ = Ax

ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîé. Íàéäèòå ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè −→e1 ′, −→e2 ′ è −→e3 ′.
Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì A · At = E, ò.å. ìàòðèöà îðòîãîíàëüíà. Òîãäà îíà çàäàåò ïåðåõîä

ê íîâîìó îðòîíîðìèðîâàííîìó áàçèñó, à â òàêîì áàçèñå ñîõðàíÿþòñÿ âñå ìåòðè÷åñêèå ðàçìåðû
(ðàññòîÿíèÿ, ïëîùàäè, îáúåìû è ò.ä.) è âñå óãëû. Â ÷àñòíîñòè, ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè−→e1 ′, −→e2 ′ è −→e3 ′ ðàâíà ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè A(1,0,0), B(0,1,0), C(0,0,1) â êëàññè÷åñêîé
ñèñòåìå êîîðäèíàò. Èñêîìóþ ïëîùàäü íàéäåì ÷åðåç âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå

−−→
AB = (−1,1,0),

−→
AC = (−1,0,1), [

−−→
AB,
−→
AC] = (1,1,1),

ò.å. S =

√
3

2
. �

Åñëè ìàòðèöà çàìåíû íå îðòîãîíàëüíà, òî äëèíû âåêòîðîâ â íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò âû-

÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå |AB| = |−−→AB| =
√−−→
AB · −−→AB, ãäå · � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå. Ïðè

ýòîì â íîâûõ êîîðäèíàòàõ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ âû÷èñëÿåòñÿ íå ¾êàê îáû÷íî¿
(x1,y1) · (x2,y2) = x1x2 + y1y2, à ïî ôîðìóëå

(x1,y1) · (x2,y2) = g11x1x2 + g12x1y2 + g21x2y1 + g22y1y2.

Ìàòðèöà G =

(
g11 g12
g21 g22

)
íàçûâàåòñÿ ìåòðè÷åñêîé ìàòðèöåé.
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Óïðàæíåíèå 4. Íà ïëîñêîñòè çàäàëè ñèñòåìó êîîðäèíàò O′e′1e
′
2, ãäå O

′ = (0, − 2), −→e1 ′ = (2,1),−→e2 ′ = (−2,1) è â íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò çàäàëè ïðÿìóþ ` : 2x′ + 3y′ + 3 = 0 è òî÷êó K(4, − 4).
Íàéäèòå ðàññòîÿíèå îò K äî `.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâûé ñïîñîá. Ìàòðèöà çàìåíû A =

(
2 −2
1 1

)
íå îðòîãîíàëüíà, ò.å. çà-

ìåíà ìåíÿåò ðàññòîÿíèÿ. Ïåðåéäåì ê íà÷àëüíûì êîîðäèíàòàì. Äëÿ òî÷êè K èìååì

K = O′ + 4−→e1 ′ − 4−→e2 ′ = (0,− 2) + (8,4) + (8,− 4) = (16,− 2).

Ñ ïîìîùüþ êîîðäèíàò âåêòîðîâ −→e1 ′, −→e2 ′ è òî÷êè O′ ëåãêî çàäàòü îáðàòíóþ çàìåíó

x =

(
2 −2
1 1

)
x′ +

(
0
−2

)
.

Îáðàòèì ìàòðèöó è íàéäåì ïðÿìóþ çàìåíó

x′ =
1

4

(
1 2
−1 2

)
x +

(
1
1

)
.

Òîãäà äëÿ ïðÿìîé ` èìååì

2x′ + 3y′ + 3 = 0⇔ 2x+ 4y + 8− 3x+ 6y + 12 + 12 = 0⇔ −x+ 10y + 32 = 0,

ò.å.

ρ(K,`) =
| − 16− 20 + 32|√

1 + 100
=

4√
101

.

Âòîðîé ñïîñîá. Áóäåì ðàáîòàòü â íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Ïàðàìåòðèçóåì ïðÿìóþ
` : x′ = −3t, y′ = −1 + 2t è íàéäåì òî÷êó B íà ïðÿìîé � áëèæàéøóþ ê K. Â àôèííîé ñèñòå-

ìå êîîðäèíàò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ −→a = (a1,a2) è
−→
b = (b1,b2) âû÷èñëÿåòñÿ êàê

−→a ·G · −→b t = (a1,a2)

(
g11 g12
g12 g22

)(
b1
b2

)
= g11a1b1 + g12(a1b2 + a2b1) + g22a2b2,

ãäå G � ìåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà. Â ïðÿìîóãîëüíîé íîðìèðîâàííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò G = E, à â
àôèííîé ñèñòåìå ïðî ýòó ìàòðèöó ìîæíî ñêàçàòü òîëüêî òî, ÷òî G ñèììåòðè÷íà è ïîëîæèòåëüíà.1 Ê
ñ÷àñòüþ, â ñëó÷àå, åñëè àôèííàÿ ñèñòåìà áûëà ïîëó÷åíà èç îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìû ïåðåõîäîì
ê áàçèñó O′e′1e

′
2, ìàòðèöó G ìîæíî ëåãêî âû÷èñëèòü ïî ôîðìóëå Ãðàìà

G =

(
(−→e1 ′,−→e1 ′) (−→e1 ′,−→e2 ′)
(−→e2 ′,−→e1 ′) (−→e2 ′,−→e2 ′),

)
ãäå (·,·) � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â èñõîäíîì áàçèñå Oe1e2. Â íàøåì ñëó÷àå

G =

(
5 −3
−3 5

)
.

Âåðíåìñÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è. Èìååì
−−→
KB = (−4 − 3t,3 + 2t). Êâàäðàò ðàññòîÿíèÿ |KB|2 (â íîâîé

ñèñòåìå êîîðäèíàò) ðàâåí

|KB|2 = (−4− 3t, 3 + 2t) ·
(

5 −3
−3 5

)
·
(
−4− 3t
3 + 2t

)
= 101t2 + 282t+ 197.

Ýòî âûðàæåíèå ìèíèìàëüíî ïðè t = −141

101
, à ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ðàâíî

16

101
, ò.å. |KB| = 4√

101
.

�
1Âíèìàíèå! Ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíîé íå òîãäà, êîãäà ïîëîæèòåëüíû âñå åå ýëåìåíòû, à òîãäà, êîãäà

ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
−→a ·G·−→a t äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî âåêòîðà ïîëîæèòåëüíî, ò.å. ìàòðèöàG çàäàåò ïîëîæèòåëüíûå

äëèíû âåêòîðîâ.
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Óïðàæíåíèå 5. Äîêàæèòå, ÷òî ïëîùàäü ýëåìåíòàðíîãî ïàðàëëåëîãðàììà � ïàðàëëåëîãðàììà,
íàòÿíóòîãî íà âåêòîðû −→e1 ′ è −→e2 ′ àôèííîé ñèñòåìû O′e′1e

′
2 â R2, ðàâíà

√
detG, ãäå G � ìåòðè÷åñêàÿ

ìàòðèöà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü âåêòîðû −→e1 ′ è −→e2 ′ èìåþò êîîðäèíàòû (e11,e21) è (e12,e22) îòíîñèòåëüíî

ñòàíäàðòíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. Òîãäà èñêîìàÿ ïëîùàäü ðàâíà ìîäóëþ îïðåäåëèòåëÿ

∣∣∣∣e11 e12
e21 e22

∣∣∣∣.
Ñîñòàâèâ ìåòðè÷åñêóþ ìàòðèöó � ìàòðèöó Ãðàìà ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé, âèäèì, ÷òî

G =

(
e211 + e221 e11e12 + e21e22

e11e12 + e21e22 e212 + e222.

)
Íàõîäèì åå îïðåäåëèòåëü

detG = (e11e22 − e12e21)2 =

∣∣∣∣e11 e12
e21 e22

∣∣∣∣2 .
�

Äåéñòâóÿ â òî÷íîñòè òàê æå, ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî îáúåì ýëåìåíòàðíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà �
ïàðàëëåëåïèïåäà, íàòÿíóòîãî íà âåêòîðà −→e1 ′, −→e2 ′ è −→e3 ′ àôèííîé ñèñòåìû O′e′1e

′
2e
′
3 â R3, ðàâåí

√
detG,

ãäå G � ìåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà.

Óïðàæíåíèå 6. Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ íà ÷èñëà g11, g12 è g22 ìàòðèöà G =

(
g11 g12
g12 g22

)
ìîæåò

áûòü ìåòðè÷åñêîé ìàòðèöåé íà ïëîñêîñòè?

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê ìû ïîìíèì, ìåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà åñòü ìàòðèöà Ãðàìà äëÿ íåêîòîðîé
àôèííîé çàìåíû, ò.å. g11 = (−→e1 ,−→e1), g12 = (−→e1 ,−→e2), g22 = (−→e2 ,−→e2). Òîãäà, âî�ïåðâûõ, g11 > 0 è g22 > 0.
Êðîìå òîãî,

g212 = (−→e1 ,−→e2)2 = |−→e1 |2|−→e2 |2 cos2 ϕ = g11g22 cos2 ϕ < g11g22.

Äåéñòâèòåëüíî, ϕ � ýòî óãîë ìåæäó âåêòîðàìè −→e1 è −→e2 , à ïîñêîëüêó îíè ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî
ϕ 6= 0 è ϕ 6= π. Èòàê, äëÿ ëþáîé ìàòðèöû Ãðàìà âûïîëíåíû òðè óñëîâèÿ: g11 > 0, g22 > 0 è detG > 0.
Ïîêàæåì, ÷òî, íàîáîðîò, åñëè ýòè òðè óñëîâèÿ âûïîëíåíû, òî ìàòðèöà G åñòü ìàòðèöà Ãðàìà äëÿ
êàêîé�òî ïàðû âåêòîðîâ −→e1 è −→e2 . Çäåñü ïðîùå âñåãî ïðåäúÿâèòü ýòè âåêòîðû:

−→e1 =

(√
g11
0

)
, −→e2 =

(
g12/
√
g11√

g11g22 − g212/
√
g11

)
.

Îòâåò: òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà g11 > 0, g22 > 0 è detG > 0. �

Óñëîâèå g22 > 0 ìîæíî îòáðîñèòü. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ìû çíàåì, ÷òî g11 > 0 è detG > 0, òî
g22 = (detG+ g212)/g11 > 0 àâòîìàòè÷åñêè.
Â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ìîæíî äîêàçàòü òàêîé êðèòåðèé: ìàòðèöà G ÿâëÿåòñÿ ìåòðè÷åñêîé

ìàòðèöåé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ñèììåòðè÷íà è g11 > 0, g22 > 0, g33 > 0,

∣∣∣∣g11 g12
g12 g22

∣∣∣∣ > 0,∣∣∣∣g11 g13
g13 g33

∣∣∣∣ > 0,

∣∣∣∣g22 g23
g23 g33

∣∣∣∣ > 0, detG > 0. Êàê è â äâóìåðíîì ñëó÷àå, íåêîòîðûå óñëîâèÿ çäåñü ìîæíî

îòáðàñûâàòü. Íàïðèìåð, ìîæíî îñòàâèòü òðè íåðàâåíñòâà g11 > 0,

∣∣∣∣g11 g12
g12 g22

∣∣∣∣ > 0 è detG > 0.



Çàíÿòèå 11

Êðèâûå âòîðîãî ïîðÿäêà. Íà÷àëî.

�11.1 Êëàññèôèêàöèÿ êðèâûõ âòîðîãî ïîðÿäêà

Óñòàíîâèì íà ïëîñêîñòè ïðÿìîóãîëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò è ðàññìîòðèì îáùåå óðàâíåíèå âòî-
ðîé ñòåïåíè

a11x
2 + 2a12xy + a22y

2 + 2a1x+ 2a2y + a = 0, (11.1)

â êîòîðîì a211 + a212 + a222 6= 0.

Îïðåäåëåíèå 1. Ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê ïëîñêîñòè, êîîðäèíàòû êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò óðàâ-
íåíèþ (11.1), íàçûâàåòñÿ êðèâîé (ëèíèåé) âòîðîãî ïîðÿäêà.

Äëÿ âñÿêîé êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà ñóùåñòâóåò ïðÿìîóãîëüíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò, íàçûâàåìàÿ
êàíîíè÷åñêîé, â êîòîðîé óðàâíåíèå ýòîé êðèâîé èìååò îäèí èç ñëåäóþùèõ âèäîâ:

1.
x2

a2
+
y2

b2
= 1 (ýëëèïñ)

2.
x2

a2
+
y2

b2
= −1 (ìíèìûé ýëëèïñ)

3.
x2

a2
+
y2

b2
= 0 (ïàðà ìíèìûõ ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ)

4.
x2

a2
− y2

b2
= 1 (ãèïåðáîëà)

5.
x2

a2
− y2

b2
= 0 (ïàðà ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ)

6. y2 = 2px, p > 0 (ïàðàáîëà)

7. y2 − a2 = 0 (ïàðà ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ)

8. y2 + a2 = 0 (ïàðà ìíèìûõ ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ)

9. y2 = 0 (ïàðà ñîâïàäàþùèõ ïðÿìûõ)

Óðàâíåíèå (11.1) óäîáíî òàêæå çàïèñûâàòü â âèäå

(
x y

)(a11 a12
a12 a22

)(
x
y

)
+ 2

(
a1 a2

)(x
y

)
+ a = 0

èëè (
x y 1

)a11 a12 a1
a12 a22 a2
a1 a2 a

xy
1

 = 0

43
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�11.2 Âûâîä êàíîíè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ýëëèïñà

Îïðåäåëåíèå 2. Ýëëèïñîì íàçûâàåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê ïëîñêîñòè, äëÿ êîòîðûõ ñóì-
ìà ðàññòîÿíèå äî äâóõ ôèêñèðîâàííûõ òî÷åê F1 è F2 ýòîé ïëîñêîñòè, íàçûâàåìûõ ôîêóñàìè, åñòü
âåëè÷èíà ïîñòîÿííàÿ.

OF1(−c, 0) F2(c, 0)

M(x, y)
r1

r2

Äëÿ âûâîäà êàíîíè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ýëëèïñà âûáåðåì íà-
÷àëî O äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò â ñåðåäèíå îòðåçêà
F1F2, à îñè Ox è Oy íàïðàâèì òàê, êàê óêàçàíî íà ðèñóíêå.

Ïóñòü äëèíû îòðåçêà F1F2 ðàâíà 2a. Òîãäà â âûáðàííîé
ñèñòåìå êîîðäèíàò òî÷êè F1 è F2 ñîîòâåòñòâåííî èìåþò êî-
îðäèíàòû (−c, 0) è (c, 0). Îáîçíà÷èì ÷åðåç 2a ïîñòîÿííóþ, î
êîòîðîé ãîâîðèòñÿ â îïðåäåëåíèè ýëëèïñà. Î÷åâèäíî, 2a > 2c, òî åñòü a > c. Ïóñòü M � òî÷êà
ïëîñêîñòè ñ êîîðäèíàòàìè (x, y). Îáîçíà÷èì ÷åðåç r1 è r2 ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè M äî òî÷åê F1 è F2

ñîîòâåòñòâåííî. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ýëëèïñà ðàâåíñòâî

r1 + r2 = 2a (11.2)

ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ðàñïîëîæåíèÿ òî÷êè M(x, y) íà äàííîì ýëëèïñå.
Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè ïîëó÷èì

r1 =
√

(x+ c)2 + y2, r2 =
√

(x− c)2 + y2 (11.3)

Èç (11.2) è (11.3) âûòåêàåò, ÷òî ñîîòíîøåíèå√
(x+ c)2 + y2 +

√
(x− c)2 + y2 = 2a (11.4)

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ðàñïîëîæåíèÿ òî÷êè Ì ñ êîîðäèíàòàìè
x è y íà äàííîì ýëëèïñå. Ïîýòîìó ñîîòíîøåíèå (11.4) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê óðàâíåíèå ýëëèïñà.
Ïóòåì ñòàíäàðòíîãî ïðèåìà (óíè÷òîæåíèÿ ðàäèêàëîâ) ýòî óðàâíåíèå ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

x2

a2
+
y2

b2
= 1, (11.5)

ãäå
b2 = a2 − c2 (11.6)

Óïðàæíåíèå 1. Íàïèøèòå óðàâíåíèå ýëëèïñà ñ âåðøèíàìè (1,1) è (7,1), çíàÿ, ÷òî îí êàñàåòñÿ
îñè Ox.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âåðøèíà ýëëèïñà ëåæàò íà åãî ôîêàëüíîé îñè, ò.å. ôîêàëüíàÿ îñü íàøåãî
ýëëèïñà � ýòî ïðÿìàÿ y = 1. Öåíòð ýëëèïñà íàõîäèòñÿ ïîñåðåäèíå ìåæäó åãî âåðøèíàìè, ò.å. öåíòð
íàøåãî ýëëèïñà � òî÷êà (4,1). Çíà÷èò, âòîðàÿ îñü ýëëèïñà � ïðÿìàÿ x = 4. Òîãäà áîëüøàÿ ïîëóîñü
ýëëëèïñà ðàâíà 3 (ðàññòîÿíèå îò öåíòðà äî âåðøèíû). Îñü Ox ïàðàëëåëüíà ôîêàëüíîé îñè ýëëèïñà,
ò.å. ðàññòîÿíèå îò öåíòðà ýëëèïñà äî Ox � ýòî ìåíüøàÿ ïîëóîñü. Èòàê, a = 3, b = 1, à ýëëèïñ èìååò
óðàâíåíèå

(x− 4)2

9
+

(y − 1)2

1
= 1⇔ x2 + 9y2 − 8x− 18y + 16 = 0.

�

Óïðàæíåíèå 2. Íàïèøèòå óðàâíåíèå ýëëèïñà, ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç òî÷êó (
√

10,0), çíàÿ, ÷òî åãî
ôîêàëüíàÿ îñü èìååò óðàâíåíèå x − 2y = 0, ýêñöåíòðèñèòåò ðàâåí

√
3/2, à ôîêàëüíûé ïàðàìåòð

ðàâåí 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íîðìàëü ôîêàëüíîé îñè ðàâíà (1, − 2), à íàïðàâëÿþùèé âåêòîð (2,1). Ñäå-
ëàåì îðòîãîíàëüíóþ çàìåíó êîîðäèíàò, íàïðàâèâ ïåðâóþ êîîðäèíàòíóþ îñü âäîëü ôîêàëüíîé îñè,
à âòîðóþ âäîëü åå íîðìàëè. ×òîáû çàìåíà áûëà îðòîãîíàëüíîé, âåêòîð íîðìàëè è íàïðàâëÿþùèé
âåêòîð íàäî íîðìèðîâàòü. Òîãäà èñêîìàÿ çàìåíà{

u = 2x+y√
5
,

v = x−2y√
5
.
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Â íîâûõ êîîðäèíàòàõ ôîêóñû ýëëèïñà ëåæàò íà îñè Ou. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñèñòåìà êîîðäèíàò áûëà
êàíîíè÷åñêîé, íåîáõîäèìî, ÷òîáû öåíòð ñèììåòðèè ýëëèïñà ïîïàë â íà÷àëî êîîðäèíàò. Òîãäà íàì
ïîòðåáóåòñÿ åùå ñäåëàòü ñäâèã âäîëü ôîêàëüíîé îñè, ò.å. îêîíà÷àòåëüíî çàìåíà èìååò âèä{

u = 2x+y√
5

+ u0,

v = x−2y√
5
.

Â ýòîé ñèñòåìå ýëëëèïñ èìååò êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå
u2

a2
+
v2

b2
= 1. Çíàÿ ýêñöåíòðèñèòåò è ôîêàëü-

íûé ïàðàìåòð, íàéäåì a è b {
e =

√
a2−b2
a =

√
3/2,

p = b2

a = 1
⇔
{
a = 4,

b = 2.

Îñòàåòñÿ íàéòè âåëè÷èíó ñäâèãà u0. Ïîäñòàâèì â óðàâíåíèå ýëëèïñà êîîðäèíàòû òî÷êè x =
√

10,
y = 0 è ïîëó÷èì

(2
√

2 + u0)2

16
+

2

4
= 1⇔ (2

√
2 + u0)2 = 8.

Ïîëó÷àåì äâà âàðèàíòà: u0 = 0 èëè u0 = −4
√

2. Â ïåðâîì ñëó÷àå ýëëèïñ èìååò óðàâíåíèå

(2x+ y)2

80
+

(x− 2y)2

20
= 1⇔ 8x2 − 12xy + 17y2 − 80 = 0.

Âî âòîðîì ñëó÷àå

(2x+ y − 4
√

10)2

80
+

(x− 2y)2

20
= 1⇔ 8x2 − 12xy + 17y2 − 16

√
10x− 8

√
10y + 80 = 0.

�

Óïðàæíåíèå 3. Íàïèøèòå óðàâíåíèå ïàðàáîëû, çíàÿ åå ôîêóñ A = (−3,1) è äèðåêòðèñó
` : x+ y − 2 = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôîêàëüíàÿ îñü ïàðàáîëû ïåðïåíäèêóëÿðíà äèðåêòðèñå, ò.å. èìååò óðàâíåíèå
x − y + C = 0 è ïðîõîäèò ÷åðåç ôîêóñ, ò.å. C = 4. Öåíòð O′ êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò
ëåæèò ïîñåðåäèíå ìåæäó òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ ôîêàëüíîé îñè è äèðåêòðèñû � òî÷êîé B = (−1,3) �
è ôîêóñîì, ò.å. O′ = (−2,2). Îñü O′u êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò íàïðàâëåíà âäîëü âåêòîðà
−−→
BA = (−2, − 2), ò.å. −→e1 ′ =

1√
2

(−1, − 1) (çàìåíà äîëæíà áûòü îðòîãîíàëüíîé, òàê ÷òî ìû ñðàçó

ïðîâåëè íîðìèðîâêó âåêòîðà). Îñü O′v íàäî íàïðàâèòü ïåðïåíäèêóëÿðíî ôîêàëüíîé îñè, ò.å. âäîëü

äèðåêòðèñû, à çíà÷èò −→e2 ′ =
1√
2

(1,− 1). Èòàê,

{
x = − 1√

2
u+ 1√

2
v − 2,

y = − 1√
2
u− 1√

2
v + 2,

(ñîñòàâèëè ìàòðèöó èç âåêòîðîâ −→e1 ′ è −→e2 ′), à òîãäà{
u = − 1√

2
x− 1√

2
y,

v = 1√
2
x− 1√

2
y + 2

√
2.

Ôîêàëüíûé ïàðàìåòð p ðàâåí ðàññòîÿíèþ ìåæäó ôîêóñîì A è òî÷êîé B, ò.å. p = 2
√

2. Êàíîíè÷åñêîå
óðàâíåíèå èìååò âèä v2 = 2pu, ò.å.

(x− y + 4)2

2
= −4

√
2
x+ y√

2
⇔ x2 + y2 − 2xy + 16x+ 16 = 0.
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�

Óïðàæíåíèå 4. Ñîñòàâüòå óðàâíåíèå ãèïåðáîëû, çíàÿ åå àñèìïòîòû y = 1 ± 2x è ôîêàëüíîå
ðàññòîÿíèå 2c =

√
5.

Äîêàçàòåëüñòâî. Àñèìïòîòû ãèïåðáîëû ïåðåñåêàþòñÿ â öåíòðå O′ åå êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìû
êîîðäèíàò, ò.å. O′ = (0,1). Áèñåêòðèñû óãëîâ, îáðàçóþùèõñÿ ïðè ïåðåñå÷åíèè àñèìïòîò � ýòî îñè
êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìû. Â íàøåì ñëó÷àå ýòè îñè èìåþò óðàâíåíèÿ y = 1 è x = 0. Èòàê, êàíîíè÷åñêîå
óðàâíåíèå íàøåé ãèïåðáîëû

x2

a2
− (y − 1)2

b2
= 1.

Óðàâíåíèÿ àñèìïòîò ïîëó÷àþòñÿ èç êàíîíè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ îáíóëåíèåì ïðàâîé ÷àñòè, ò.å.

y = 1 ± b

a
x, îòêóäà b = 2a. Ôîêàëüíîå ðàññòîÿíèå ðàâíî 2c = 2

√
a2 + b2 = 2a

√
5, îòêóäà a = 1/2,

b = 1. Èñêîìîå óðàâíåíèå
4x2 − y2 + 2y − 2 = 0.

�

Óïðàæíåíèå 5. Îïðåäåëèòå àôèííûé òèï êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà
2x2 − 8xy − 12y2 − x+ 26y − 10 = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûäåëÿåì ïîëíûé êâàäðàò

2x2 − 8xy − 12y2 − x+ 26y − 10 = 2 (x− 2y)
2 − 8y2 − 12y2 − x+ 26y − 10.

Îáîçíà÷èì u = x− 2y. Òîãäà óðàâíåíèå ïðèìåò âèä

2u2 − 20y2 − u+ 24y − 10 = 0.

Åùå ðàç âûäåëÿåì ïîëíûå êâàäðàòû

2

(
u− 1

4

)2

− 1

8
− 20

(
y − 3

5

)2

+
36

5
− 10 = 0.

Îáîçíà÷èì v = u− 1
4 , z = y − 3

5 . Ïîëó÷èì óðàâíåíèå

2v2 − 20z2 − 2,925 = 0.

Îòâåò óæå ÿñåí, íî ìîæíî ïðèâåñòè óðàâíåíèå ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó. Ðàçäåëèì îáå ÷àñòè íà 2,925

è îáîçíà÷èì ξ =
√

2
2,925v, η =

√
20

2,925z. Îêîí÷àòåëüíî óðàâíåíèå ïðèìåò âèä ξ
2 − η2 = 1. Ïîëó÷èëè

ãèïåðáîëó. �

�11.3 Èíâàðèàíòû êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà

Îïðåäåëåíèå 3. Èíâàðèàíòàìè êðèâîé íàçûâàþòñÿ òàêèå âûðàæåíèÿ, ñîñòàâëåííûå èç êîýô-
ôèöèåíòîâ åå óðàâíåíèÿ, êîòîðûå íå ìåíÿþòñÿ ïðè ïåðåõîäå îò îäíîé ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé
ñèñòåìû êîîðäèíàò ê äðóãîé òàêîé æå ñèñòåìå, òî åñòü ïðè ïîâîðîòàõ îñåé êîîðäèíàò è ïðè ïàðàë-
ëåëüíûõ ïåðåíîñàõ îñåé.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ òèïà êðèâîé íå îáÿçàòåëüíî ïðèâîäèòü åå ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó. Äîñòàòî÷íî
âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ èíâàðèàíòîâ. Èõ çíà÷åíèÿ íå ìåíÿþòñÿ ïðè îðòîãîíàëüíûõ çàìåíàõ êîîðäè-
íàò, ïðè àôèííûõ çàìåíàõ èíâàðèàíòû ìåíÿþòñÿ. Îäíàêî çíàêè èíâàðèàíòîâ íå ìåíÿþòñÿ è ïðè
àôèííûõ çàìåíàõ, à ýòèõ çíàêîâ äîñòàòî÷íî äëÿ êëàññèôèêàöèè. Èòàê, ïóñòü äàíà êðèâàÿ

a11x
2 + 2a12xy + a22y

2 + 2a13x+ 2a23y + a33 = 0.

Îáîçíà÷èì

I1 = a11 + a22, I2 = a11a22 − a212, I3 = det

a11 a12 a13
a12 a22 a23
a13 a23 a33
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� ýòî è åñòü èíâàðèàíòû. Ïðèãîäèòñÿ åùå ïîëóèíâàðèàíò (îí íå ìåíÿåòñÿ ïðè îäíîðîäíûõ îðòîãî-
íàëüíûõ çàìåíàõ)

I∗2 = a11a33 − a213 + a22a33 − a223.
Êëàññèôèêàöèÿ âûãëÿäèò òàê:
I2 > 0, I1I3 < 0 � ýëëèïñ, êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå x2 + y2 = 1,
I2 > 0, I1I3 > 0 � ìíèìûé ýëëèïñ, êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå x2 + y2 = −1,
I2 > 0, I3 = 0 � ïàðà ìíèìûõ ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ, êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå x2 + y2 = 0,
I2 < 0, I3 6= 0 � ãèïåðáîëà, êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå x2 − y2 = 1,
I2 < 0, I3 = 0 � ïàðà ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ, êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå x2 − y2 = 0,
I2 = 0, I3 6= 0 � ïàðàáîëà, êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå y2 = 2x,
I2 = 0, I3 = 0, I∗2 < 0 � ïàðà ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ, êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå x2 = 1,
I2 = 0, I3 = 0, I∗2 > 0 � ïàðà ìíèìûõ ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ, êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå x2 = −1,
I2 = 0, I3 = 0, I∗2 = 0 � ïàðà ñîâïàäàþùèõ ïðÿìûõ, êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå x2 = 0.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî

� Ïðè I2 > 0 óðàâíåíèå (11.1) çàäàåò ëèíèþ ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà;

� Ïðè I2 < 0 óðàâíåíèå (11.1) çàäàåò ëèíèè ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà;

� Ïðè I2 = 0 óðàâíåíèå (11.1) çàäàåò ëèíèè ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà;

Îïðåäåëåíèå 4. Êðèâàÿ âòîðîãî ïîðÿäêà íàçûâàåòñÿ íåâûðîæäåííîé, åñëè I3 6= 0

Íåâûðîæäåííàÿ êðèâàÿ âòîðîãî ïîðÿäêà íàçûâàåòñÿ öåíòðàëüíîé, åñëè I2 6= 0

Íåâûðîæäåííàÿ êðèâàÿ âòîðîãî ïîðÿäêà íàçûâàåòñÿ íåöåíòðàëüíîé, åñëè I2 = 0

Èòàê, íåâûðîæäåíûå êðèâûå � ýòî ýëëèïñ, ìíèìûé ýëëèïñ, ãèïåðáîëà, ïàðàáîëà.

Îïðåäåëåíèå 5. Êðèâàÿ âòîðîãî ïîðÿäêà íàçûâàåòñÿ âûðîæäåííîé, åñëè I3 = 0

Âûðîæäåííûå êðèâûå � ýòî ïàðà ìíèìûõ ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ, ïàðà âåùåñòâåííûõ ïåðå-
ñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ (âûðîæäåííàÿ ãèïåðáîëà), ïàðà âåùåñòâåííûõ ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ, îäíà
âåùåñòâåííàÿ ïðÿìàÿ (äâå ñîâïàäàþùèå ïðÿìûå), ïàðà ìíèìûõ ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ (íè îäíîé
âåùåñòâåííîé òî÷êè).

Óïðàæíåíèå 6. Ïðè êàêîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà λ ∈ R êðèâàÿ
4x2 − 4λxy + (1− λ)y2 − 6x+ (3− λ)y + 4 = 0 çàäàåò ïàðàáîëó?

Äîêàçàòåëüñòâî. Âû÷èñëÿåì

I2 =

∣∣∣∣ 4 −2λ
−2λ 1− λ

∣∣∣∣ = 4− 4λ− 4λ2.

Òîãäà I2 = 0⇔ λ =
−1±

√
5

2
. Âû÷èñëÿåì

I3 =

∣∣∣∣∣∣
4 −2λ −3
−2λ 1− λ (3− λ)/2
−3 (3− λ)/2 4

∣∣∣∣∣∣ = −23λ2 + 17λ− 2.

Ýòî âûðàæåíèå îáðàùàåòñÿ â íîëü ïðè λ =
17±

√
105

46
, ò.å. ïðè λ =

−1±
√

5

2
èìååì I3 6= 0.

Îòâåò: λ =
−1±

√
5

2
. �
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Êðèâûå âòîðîãî ïîðÿäêà. Îêîí÷àíèå

Ìíîãèå âàæíûå ñâîéñòâà êðèâûõ âòîðîãî ïîðÿäêà ìîãóò áûòü èçó÷åíû ïðè ïîìîùè õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû, ñîîòâåòñòâóþùåé óðàâíåíèþ êðèâîé

F0 (x,y) = a11x
2 + 2a12xy + a22y

2. (12.1)

Òàê, íàïðèìåð, íåâûðîæäåííàÿ êðèâàÿ (I2 6= 0) îêàçûâàåòñÿ âåùåñòâåííûì ýëëèïñîì, ìíèìûì ýë-
ëèïñîì, ãèïåðáîëîé èëè ïàðàáîëîé â çàâèñèìîñòè îò òîãî, áóäåò ëè F0 (x,y) ïîëîæèòåëüíî îïðåäå-
ë¼ííîé, îòðèöàòåëüíî îïðåäåë¼ííîé, íåîïðåäåë¼ííîé èëè ïîëóîïðåäåë¼ííîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé,
÷òî óñòàíàâëèâàåòñÿ ïî êîðíÿì õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ:∣∣∣∣ a11 − λ a12

a12 a22 − λ

∣∣∣∣ = 0 èëè λ2 − I1 · λ+ I2 = 0 (12.2)

Êîðíè ýòîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè âåùåñòâåííîé ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû(
a11 a12
a12 a22

)
è, êàê ñëåäñòâèå ýòîãî, âñåãäà âåùåñòâåííû.

Îïðåäåëåíèå 1. Äèàìåòðîì êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà íàçûâàåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî ñåðåäèí
ïàðàëëåëüíûõ õîðä ýòîé êðèâîé. Ïîëó÷åííûé òàêèì îáðàçîì äèàìåòð íàçûâàåòñÿ ñîïðÿæåííûì
ýòèì õîðäàì èëè èõ íàïðàâëåíèþ.

Äèàìåòð, ñîïðÿæåííûé õîðäàì, îáðàçóþùèé óãîë θ ñ ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì îñè Ox,
îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì:

(a11x+ a12y + a13) · cos θ + (a12x+ a12x+ a22y + a23) · sin θ = 0 (12.3)

Åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå I2 6= 0, òî âñå äèàìåòðû êðèâîé ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå � öåíòðå,
à ñàìà êðèâàÿ íàçûâàåòñÿ öåíòðàëüíîé. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå (I2 = 0) âñå äèàìåòðû êðèâîé ëèáî
ïàðàëëåëüíû, ëèáî ñîâïàäàþò.

Êîîðäèíàòû öåíòðà (x0, y0) îïðåäåëÿþòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé:{
a11x0 + a12y0 + a13 = 0

a12x0 + a22y0 + a23 = 0
(12.4)

Ðåøàÿ ýòó ñèñòåìó îòíîñèòåëüíî x0 è y0, ïîëó÷èì:

x0 = − 1

I2
·
∣∣∣∣a13 a12
a23 a22

∣∣∣∣ =
a11 · a23 − a13 · a22

I2
(12.5)

y0 = − 1

I2
·
∣∣∣∣a11 a13
a12 a23

∣∣∣∣ =
a13 · a12 − a11 · a23

I2
, ãäå I2 6= 0 (12.6)

48
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Åñëè êðèâàÿ öåíòðàëüíàÿ, òî ïåðåíîñ íà÷àëà êîîðäèíàò â åå öåíòð ïðèâîäèò óðàâíåíèå ê âèäó

a11 ·X2 + 2a12 ·XY + a22 · Y 2 +
I3
I2

= 0 (12.7)

ãäå X = x− x0, Y = y − y0 è X, Y � êîîðäèíàòû îòíîñèòåëüíî íîâîé ñèñòåìû.

Ïóñòü íàì äàíî óðàâíåíèå êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà

a11x
2 + 2a12xy + a22y

2 + 2a13x+ 2a23y + a33 = 0.

Àôèííûå çàìåíû ïîçâîëÿþò ëèøü îïðåäåëèòü òèï êðèâîé, ìåòðè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè êðèâîé
ïðè òàêèõ çàìåíàõ ìåíÿþòñÿ. ×òîáû îïðåäåëèòü ïîëîæåíèå êðèâîé íà ïëîñêîñòè è âñå åå õàðàêòå-
ðèñòèêè (ãëàâíûå îñè, ôîêóñû, ýêñöåíòðèñèòåò è ò.ä.) íåîáõîäèìî íàéòè îðòîãîíàëüíóþ çàìåíó
êîîðäèíàò, â êîòîðîé óðàâíåíèå ïðèìåò êàíîíè÷åñêèé âèä:
ξ2

a2
+
η2

b2
= 1, a > b > 0, � ýëëèïñ,

ξ2

a2
+
η2

b2
= −1, a > b > 0 � ìíèìûé ýëëèïñ,

ξ2

a2
+ η2 = 0, a > 1 � ïàðà ìíèìûõ ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ,

ξ2

a2
− η2

b2
= 1, a, b > 0 � ãèïåðáîëà,

ξ2

a2
− η2 = 0, a > 1 � ïàðà ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ,

η2 = 2pξ, p > 0 � ïàðàáîëà,
ξ2 = a2, a > 0 � ïàðà ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ,
ξ2 = −a2, a > 0 � ïàðà ìíèìûõ ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ,
ξ2 = 0 � ïàðà ñîâïàäàþùèõ ïðÿìûõ.
Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè ïîäõîäÿùóþ çàìåíó, ïðîùå âñåãî äåéñòâîâàòü ïî ñëåäóþùåìó àëãîðèòìó.

Øàã 1. Çàïèñàòü õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå det

(
a11 − λ a12
a12 a22 − λ

)
= 0 è íàéòè åãî êîðíè λ1

è λ2 � õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ÷èñëà.
Øàã 2. Äëÿ êàæäîãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ÷èñëà ðåøèòü ñèñòåìó{

(a11 − λ)x+ a12y = 0,

a12x+ (a22 − λ)y = 0.

Åå ðåøåíèå áóäåò îïðåäåëåíî ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ. Ýòîò ìíîæèòåëü íàäî ïîäîáðàòü òàê,
÷òîáû x2 + y2 = 1. Ïîëó÷àòñÿ äâà âåêòîðà −→e1 = (c11, c21) � ðåøåíèå äëÿ λ = λ1 è

−→e2 = (c12, c22) �
ðåøåíèå äëÿ λ = λ2 � ñîáñòâåííûå âåêòîðû.

Øàã 3. Íàäî ïðîâåðèòü îðèåíòàöèþ íîâîãî áàçèñà � íàéòè îïðåäåëèòåëü

∣∣∣∣c11 c12
c21 c22

∣∣∣∣. Åñëè îí îòðè-
öàòåëüíûé, òî íàäî ïîìåíÿòü íóìåðàöèþ âåêòîðîâ � ñäåëàòü âåêòîð −→e2 ïåðâûì âåêòîðîì áàçèñà, à
âåêòîð −→e1 � âòîðûì. Äëÿ ñìåíû îðèåíòàöèè ìîæíî òàêæå ïîìåíÿòü çíàêè êîîðäèíàò îäíîãî (ëþ-
áîãî) áàçèñíîãî âåêòîðà.
Øàã 4. Íàäî ñäåëàòü çàìåíó {

x = c11u+ c12v,

y = c21u+ c22v.

Åñëè âñå áûëî ñäåëàíî ïðàâèëüíî, òî óðàâíåíèå êðèâîé ïðèìåò âèä

λ1u
2 + λ2v

2 + 2b1u+ 2b2b+ b3 = 0,

ãäå λ1 è λ2 � õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ÷èñëà, à b1, b2 è b3 � ïðîñòî êàêèå�òî ÷èñëà.
Øàã 5. Íàäî ñäâèíóòü öåíòð êîîðäèíàò, ñäåëàâ åùå îäíó çàìåíó ξ = u+ b1, η = v+ b2. Ïîëó÷èòñÿ
èñêîìîå êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå.
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Óïðàæíåíèå 1. Ïðèâåäèòå êðèâóþ âòîðîãî ïîðÿäêà

5x2 + 6xy + 5y2 − 8
√

2x− 8
√

2y − 10 = 0

ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó. Íàéäèòå ôîðìóëû ïåðåõîäà ê êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Îïðåäåëèòå
òèï êðèâîé è âñå åå îñíîâíûå õàðàêòåðèñòèêè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Øàã 1. Ñîñòàâëÿåì è ðåøàåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå∣∣∣∣5− λ 3
3 5− λ

∣∣∣∣ = 16− 10λ+ λ2 = 0⇔ λ1 = 8, λ2 = 2.

Øàã 2. Ïîäñòàâëÿåì λ1 = 8 è ðåøàåì ñèñòåìó{
−3x+ 3y = 0,

3x− 3y = 0,
⇔ x = y,

ò.å. −→e1 = 1√
2
(1,1) (ìû ñðàçó ïðîâåëè åãî íîðìèðîâêó). Ïîäñòàâëÿåì λ2 = 2 è ðåøàåì ñèñòåìó{

3x+ 3y = 0,

3x+ 3y = 0,
⇔ x = −y,

ò.å. −→e2 = 1√
2
(1,− 1).

Øàã 3. Îïðåäåëÿåì îðèåíòàöèþ:

∣∣∣∣1/√2 1/
√

2

1/
√

2 −1/
√

2

∣∣∣∣ = −1 < 0. Äëÿ ñìåíû îðèåíòàöèè ïîìåíÿåì íà-

ïðàâëåíèå âåêòîðà −→e2 . Ñ ýòîãî ìîìåíòà −→e2 = 1√
2
(−1,1).

Øàã 4. Äåëàåì çàìåíó {
x = 1√

2
u− 1√

2
v,

y = 1√
2
u+ 1√

2
v.

Óðàâíåíèå êðèâîé ïðèìåò âèä

5

2
(u− v)2 +

6

2
(u2 − v2) +

5

2
(u+ v)2 − 8(u− v)− 8(u+ v)− 10 = 0⇔ 4u2 + v2 − 8u− 5 = 0.

Øàã 5. Âûäåëèì ïîëíûé êâàäðàò

4(u− 1)2 + v2 − 9 = 0⇔ (u− 1)2

9/4
+
v2

9
= 1.

Ïîñêîëüêó 9 > 9/4, òî êàíîíè÷åñêèå êîîðäèíàòû ïîëîæèì ξ = v, η = u− 1. Îêîí÷àòåëüíî, ïåðåõîä
ê êàíîíè÷åñêîìó áàçèñó èìååò âèä{

x = − 1√
2
ξ + 1√

2
η + 1√

2
,

y = 1√
2
ξ + 1√

2
η + 1√

2
.

⇔
{
ξ = − 1√

2
x+ 1√

2
y,

η = 1√
2
x+ 1√

2
y − 1.

Â êàíîíè÷åñêîì áàçèñå óðàâíåíèå ïðèìåò âèä

ξ2

9
+

η2

9/4
= 1.

Âûâîäû: êðèâàÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ÿâëÿåòñÿ ýëëèïñîì, åãî ïîëóîñè ðàâíû a = 3 è b = 3/2, ôîêàëü-
íîå ðàññòîÿíèå 2c = 2

√
a2 − b2 = 3

√
3. Ôîêóñû íàõîäÿòñÿ â òî÷êàõ (±c,0) â êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìå

êîîðäèíàò, ò.å. â òî÷êàõ

F1 =

(
2− 3

√
3

2
√

2
,
2 + 3

√
3

2
√

2

)
, F2 =

(
2 + 3

√
3

2
√

2
,
2− 3

√
3

2
√

2

)
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â èñõîäíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Ýêñöåíòðèñèòåò ðàâåí ε = c/a =
√

3/2, ôîêàëüíûé ïàðàìåòð
p = b2/a = 3/4. Ôîêàëüíàÿ îñü èìååò óðàâíåíèå η = 0, ò.å. x+y =

√
2. Äèðåêòðèñû èìåþò óðàâíåíèÿ

ξ = ±a2/c = ±2
√

3, ò.å. y − x = ±2
√

6. Îñè ñèììåòðèè: ïðÿìûå y = x è x+ y =
√

2 (ïîëó÷àþòñÿ èç
óðàâíåíèé ξ = 0 è η = 0). �

Óïðàæíåíèå 2. Ïðèâåäèòå êðèâóþ âòîðîãî ïîðÿäêà

x2 + 4xy + 4y2 − 4x− 8y + 3 = 0

ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó. Íàéäèòå ôîðìóëû ïåðåõîäà ê êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Îïðåäåëèòå
òèï êðèâîé è âñå åå îñíîâíûå õàðàêòåðèñòèêè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Øàã 1. Ñîñòàâëÿåì è ðåøàåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå∣∣∣∣1− λ 2
2 4− λ

∣∣∣∣ = −5λ+ λ2 = 0⇔ λ1 = 0, λ2 = 5.

Øàã 2. Ïîäñòàâëÿåì λ1 = 0 è ðåøàåì ñèñòåìó{
x+ 2y = 0,

2x+ 4y = 0,
⇔ x = −2y,

ò.å. −→e1 = 1√
5
(2,− 1) (ìû ñðàçó ïðîâåëè åãî íîðìèðîâêó). Ïîäñòàâëÿåì λ2 = 5 è ðåøàåì ñèñòåìó{

−4x+ 2y = 0,

2x− y = 0,
⇔ y = 2x,

ò.å. −→e2 = 1√
5
(1,2).

Øàã 3. Îïðåäåëÿåì îðèåíòàöèþ:

∣∣∣∣ 2/
√

5 1/
√

5

−1/
√

5 2/
√

5

∣∣∣∣ = 1 > 0. Íè÷åãî ìåíÿòü íå íàäî.

Øàã 4. Äåëàåì çàìåíó {
x = 2√

5
u+ 1√

5
v,

y = − 1√
5
u+ 2√

5
v.

Óðàâíåíèå êðèâîé ïðèìåò âèä
5v2 − 4

√
5v + 3 = 0.

Øàã 5. Âûäåëèì ïîëíûé êâàäðàò

5

(
v − 2√

5

)2

− 1 = 0

Êàíîíè÷åñêèå êîîðäèíàòû ïîëîæèì ξ = v − 2/
√

5, η = u. Îêîí÷àòåëüíî, ïåðåõîä ê êàíîíè÷åñêîìó
áàçèñó èìååò âèä {

x = 1√
5
ξ + 2√

5
η + 2

5 ,

y = 2√
5
ξ − 1√

5
η + 4

5 .
⇔
{
ξ = 1√

5
x+ 2√

5
y − 2√

5
,

η = 2√
5
x− 1√

5
y.

Â êàíîíè÷åñêîì áàçèñå óðàâíåíèå ïðèìåò âèä

ξ2 =
1

5
.

Âûâîäû: óðàâíåíèå çàäàåò íà ïëîñêîñòè ïàðó ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ `1 : x + 2y − 3 = 0 è
`2 : x+ 2y− 1 = 0. Ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðÿìûìè ðàâíî 2/

√
5. Îñè ñèììåòðèè: ïðÿìûå x+ 2y− 2 = 0

è 2x− y = 0 (ïîëó÷àþòñÿ èç óðàâíåíèé ξ = 0 è η = 0). �

Óïðàæíåíèå 3. Íå ïðèâîäÿ óðàâíåíèå ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó, îïðåäåëèòå, ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ
ïàðàìåòðà µ êðèâàÿ âòîðîãî ïîðÿäêà x2 + 6xy + µy2 + 2x − 5 = 0 ÿâëÿåòñÿ ïàðàáîëîé. Íàéäèòå
ôîêàëüíûé ïàðàìåòð ýòîé ïàðàáîëû.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ èíâàðèàíòàìè. Èìååì

I1 = 1 + µ, I2 =

∣∣∣∣1 3
3 µ

∣∣∣∣ = µ− 9, I3 =

∣∣∣∣∣∣
1 3 1
3 µ 0
1 0 −5

∣∣∣∣∣∣ = 45− 6µ.

Êðèâàÿ ÿâëÿåòñÿ ïàðàáîëîé â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà I2 = 0, à I3 6= 0, ò.å. ïðè µ = 9. Åñëè ìû
çàïèøåì êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ýòîé ïàðàáîëû η2 = 2pξ, òî I1 = 1, I2 = 0, à I3 = −p2. Ïîñêîëüêó
âûðàæåíèÿ I1, I2, I3 èíâàðèàíòû, ò.å. íå ìåíÿþòñÿ ïðè îðòîãîíàëüíûõ çàìåíàõ êîîðäèíàò, òî ìû
ìîæåì âû÷èñëèòü èõ çíà÷åíèÿ â êîîðäèíàòàõ Oxy. Èìååì µ = 9, I1 = 10, I2 = 0, I3 = −9. Çàìåòèì,
÷òî óðàâíåíèå âñåãäà ìîæíî óìíîæèòü èëè ïîäåëèòü íà íåíóëåâîé êîýôôèöèåíò � ýòî íèêàê íå
ìåíÿåò êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà. Ïîñêîëüêó ìû õîòèì ïîëó÷èòü I1 = 1, ðàçäåëèì íàøå óðàâíåíèå
íà 10, ò.å. çàïèøåì åãî â âèäå

x2

10
+

3xy

5
+

9y2

10
+
x

5
− 1

2
= 0.

Òåïåðü óæå I1 = 1, à I3 = −9/10. Ïîñêîëüêó I3 = −p2 è p > 0, òî ïîëó÷àåì p =
3√
10
. �

Óïðàæíåíèå 4. Ñîñòàâüòå óðàâíåíèÿ êàñàòåëüíûõ ê ãèïåðáîëå
x2

4
− y2

3
= 1, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç

òî÷êó (0,1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàñàòåëüíàÿ ê êðèâîé F (x,y) = 0 â òî÷êå (x0,y0) çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì

F ′x(x0,y0) · (x− x0) + F ′y(x0,y0) · (y − y0) = 0.

Â íàøåì ñëó÷àå èìååì
x0
2

(x− x0)− 2y0
3

(y − y0) = 0.

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà x = 0, y = 1 è ó÷èòûâàÿ, ÷òî òî÷êà (x0,y0) äîëæíà ëåæàòü íà ãèïåðáîëå, ïîëó÷èì
ñèñòåìó {

−x2
0

2 −
2y0−2y2

0

3 = 0,
x2
0

4 −
y2
0

3 = 1,
⇔
{
y0 = −3,

x0 = ±4.

Ïîëó÷àåì äâå êàñàòåëüíûõ: x+y−1 = 0 è x−y+1 = 0. Ïåðâàÿ êàñàåòñÿ ãèïåðáîëû â òî÷êå (4,−3),
à âòîðàÿ � â òî÷êå (−4,− 3). �

Óïðàæíåíèå 5. Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ àñèìïòîò ãèïåðáîëû 6x2 − 7xy − 5y2 + 13y − 17 = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êîíå÷íî, ìîæíî íàéòè êàíîíè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò è êàíîíè÷åñêîå

óðàâíåíèå ãèïåðáîëû, íàïèñàòü â êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìå óðàâíåíèÿ àñèìïòîò
ξ

a
= ±η

b
è çàòåì âåð-

íóòüñÿ ê èñõîäíîé êîîðäèíàòíîé ñèñòåìå. Ìîæíî îäíàêî ïîñòóïèòü ïðîùå. Íàäî íàéòè òàêîå óðàâ-
íåíèå ïðÿìîé Ax+By+C = 0, ïîäñòàíîâêà êîòîðîé â óðàâíåíèå ãèïåðáîëû ñîêðàùàåò ñòàðøèå ïî
ïîðÿäêó ñëàãàåìûå ïðè x, y →∞ (âåäü â ýòîì è åñòü ñìûñë àñèìïòîòû). Çàìåòèì ñðàçó æå, ÷òî ïðÿ-
ìàÿ x = const íå ïîäîéäåò � ñëàãàåìîå −5y2 íå ñîêðàùàåòñÿ. Çíà÷èò, àñèìïòîòû íå âåðòèêàëüíû,
ò.å. èõ ìîæíî èñêàòü â âèäå y = kx+ b. Ïîäñòàâëÿåì è ïîëó÷àåì

x2(6− 7k − 5k2) + x(−7b− 10bk + 13k) + (13b− 17− 5b2) = 0.

Çíà÷èò, ïàðàìåòðû k è b íàäî èñêàòü òàêèìè, ÷òî{
6− 7k − 5k2 = 0,

−7b− 10bk + 13k = 0.

Ðåøàÿ ïåðâîå óðàâíåíèå, ïîëó÷àåì k = −2 èëè k = 3/5. Ïðè k = −2 íàõîäèì b = 2, à ïðè k = 3/5
ïîëó÷àåì b = 3/5. Èòàê, óðàâíåíèÿ àñèìïòîò: y = −2x+ 2 è 5y = 3x+ 3. �

Óïðàæíåíèå 6. Íàéäèòå îñè ñèììåòðèè êðèâîé 2x2 + 3xy − 2y2 + 7x− y + 2 = 0.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Íàéäåì õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ÷èñëà. Äëÿ óäîáñòâà óìíîæèì ïðåäâàðèòåëüíî
óðàâíåíèå íà 2. Òîãäà ∣∣∣∣4− λ 3

3 −4− λ

∣∣∣∣ = λ2 − 25 = 0,

ò.å. λ1 = −5, λ2 = 5. Òåïåðü íàéäåì ñîáñòâåííûå âåêòîðû (íîðìèðîâàòü èõ íå îáÿçàòåëü-
íî). Ïðè λ = λ1 èìååì 9x + 3y = 0, ò.å. −→e1 = (1, − 3). Ïðè λ = λ2 èìååì −x + 3y = 0,
ò.å. −→e2 = (3,1). Îñòàåòñÿ íàéòè öåíòð êðèâîé. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà
a11x

2 + 2a12xy + a22y
2 + 2a13x+ 2a23y + a33 = 0 åãî ìîæíî íàéòè, ðåøèâ ñèñòåìó óðàâíåíèé{

a11x+ a12y + a13 = 0,

a12x+ a22y + a23 = 0.

Â íàøåì ñëó÷àå ïîëó÷àåì x = y = −1. Îñòàåòñÿ ïðîâåñòè ÷åðåç ýòó òî÷êó ïðÿìûå ñ íàïðàâëÿþùèìè
âåêòîðàìè −→e1 è −→e2 .
Îòâåò: `1 : 3x+ y + 4 = 0 è `2 : x− 3y − 2 = 0. �



Çàíÿòèå 13

Ïîâåðõíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà

�13.1 Ñîñòàâëåíèå óðàâíåíèé ïîâåðõíîñòåé

Îïðåäåëåíèå 1. Ïîâåðõíîñòüþ âòîðîãî ïîðÿäêà íàçûâàåòñÿ âñÿêîå ìíîæåñòâî Φ òî÷åê ïðî-
ñòðàíñòâà, êîòîðîå â íåêîòîðîé àôôèííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò Oxyz ìîæåò áûòü çàäàíî óðàâíåíèåì
âòîðîé ñòåïåíè, íàçûâàåìûì êâàäðèêîé:

F (x, y, z) = a11x
2 + a22y

2 + a33z
2 + 2a12xy + 2a13xz + 2a23yz + 2a1x+ 2a2y + 2a3z + a0 = 0, (13.1)

ãäå x, y, z � êîîðäèíàòû òî÷åê ïîâåðõíîñòè, a11, a22, a33, a12, a13, a23, a1, a2, a3, a0 � äåéñòâèòåëüíûå
÷èñëà.

Îïðåäåëåíèå 2. Êâàäðàòè÷íîé ÷àñòüþ óðàâíåíèÿ íàçîâåì q(x, y, z) = a11x
2 + a22y

2 + a33z
2 +

+ 2a12xy + 2a13xz + 2a23yz, îäíîðîäíîé ëèíåéíîé ÷àñòüþ óðàâíåíèÿ íàçîâåì `(x, y, z) = 2a1x +
+ 2a2y + 2a3z.

Åñëè ââåñòè îáîçíà÷åíèÿ

Q :=

a11 a12 a13
a12 a22 a23
a13 a23 a33

, A :=


a11 a12 a13 a1
a12 a22 a23 a2
a13 a23 a33 a3
a1 a2 a3 a0

, L := (a1, a2, a3), X :=

xy
z

,
òî óðàâíåíèå ïðèìåò âèä:

(x, y, z, 1)A


x
y
z
1

 = 0.

Òåîðåìà 1. Äëÿ ëþáîé êâàäðèêè ñóùåñòâóåò ïðÿìîóãîëüíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò, â êîòîðîé îíà
èìååò îäèí èç ñëåäóþùèõ 17 âèäîâ:

1. a > 0, b > 0, c > 0

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1 (ýëëèïñîèä)

2. a > 0, b > 0, c > 0

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= −1 (ìíèìûé ýëëèïñîèä)

3. a > 0, b > 0, c > 0

x2

a2
+
y2

b2
− z2

c2
= 1 (îäíîïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä)

54
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4. a > 0, b > 0, c > 0

x2

a2
+
y2

b2
− z2

c2
= −1 (äâóïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä)

5. a > 0, b > 0, c > 0

x2

a2
+
y2

b2
− z2

c2
= 0 (êîíóñ âòîðîãî ïîðÿäêà)

6. a > 0, b > 0, c > 0

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 0 (ìíèìûé êîíóñ âòîðîãî ïîðÿäêà)

7. q > 0, p > 0

x2

p
+
y2

q
= 2z (ýëëèïòè÷åñêèé ïàðàáîëîèä)

8. p > 0, q > 0

x2

p
− y2

q
= 2z (ãèïåðáîëè÷åñêèé ïàðàáîëîèä)

9. a > 0, b > 0

x2

a2
+
y2

b2
= 1 (ýëëèïòè÷åñêèé öèëèíäð)

10. a > 0, b > 0

x2

a2
+
y2

b2
= −1 (ìíèìûé ýëëèïòè÷åñêèé öèëèíäð)

11. a > 0, b > 0

x2

a2
+
y2

b2
= 0 (äâå ìíèìûå ïåðåñåêàþùèåñÿ ïëîñêîñòè)

12. a > 0, b > 0

x2

a2
− y2

b2
= 1 (ãèïåðáîëè÷åñêèé öèëèíäð)

13. a > 0, b > 0

x2

a2
− y2

b2
= 0 (äâå ïåðåñåêàþùèåñÿ ïëîñêîñòè)

14. p > 0

y2 = 2px (ïàðàáîëè÷åñêèé öèëèíäð)

15. a > 0

y2 = a2 (äâå ïàðàëëåëüíûå ïëîñêîñòè)

16. a > 0

y2 = −a2 (äâå ìíèìûå ïàðàëëåëüíûå ïëîñêîñòè)

17.

y2 = 0 (äâå ñîâïàäàþùèå ïëîñêîñòè)
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Ýëåìåíòàðíûì ìåòîäîì ïðèâåäåíèÿ óðàâíåíèé ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó ÿâëÿåòñÿ ìåòîä Ëàãðàíæà.
Îí çàêëþ÷àåòñÿ â âûäåëåíèè ïîëíîãî êâàäðàòà.

Óïðàæíåíèå 1. Îïðåäåëèòå àôèííûé òèï ïîâåðõíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà

xy + 4z2 + 2xz − yz − 4x− 3y − 6 = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàéìåìñÿ âûäåëåíèåì ïîëíûõ êâàäðàòîâ (ìåòîä Ëàãðàíæà)

4
(
z +

x

4
− y

8

)2
− x2

4
− y2

16
+

5xy

4
− 4x− 3y − 6 = 0.

Îáîçíà÷èì ξ = z +
x

4
− y

8
, ïîëó÷èì

4ξ2 − 1

4
(x2 − 5xy + 16x)− y2

16
− 3y − 6 = 0.

Ïðîäîëæàåì âûäåëÿòü ïîëíûå êâàäðàòû:

4ξ2 − 1

4

(
x− 5y

2
+ 8

)2

+
1

4

(
5y

2
− 8

)2

− y2

16
− 3y − 6 = 0.

Ïóñòü η = x− 5y

2
+ 8, òîãäà

4ξ2 − η2

4
+

3y2

2
− 13y + 10 = 0.

Íàêîíåö, âûäåëÿåì ïîñëåäíèé êâàäðàò

4ξ2 − η2

4
+

3

2

(
y − 13

3

)2

− 169

6
+ 10 = 0,

è, îáîçíà÷èâ ζ = y − 13

3
, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

4ξ2 − η2

4
+

3ζ2

2
− 109

6
= 0.

Çíà÷èò, ïåðåä íàìè îäíîïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä. �

Óïðàæíåíèå 2. Ïóñòü â R3 ñäåëàëè àôèííóþ çàìåíó êîîðäèíàò ñ ìàòðèöåé Ãðàìà G. Êàê
ãåîìåòðè÷åñêè âûãëÿäèò òåïåðü ε�îêðåñòíîñòü ïðîèçâîëüíîé òî÷êè?

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü òî÷êà èìååò êîîðäèíàòû (x0,y0,z0) (â íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò).
Îêðåñòíîñòü ðàäèóñà ε çàäàåòñÿ óñëîâèåì |(x− x0,y− y0,z− z0)| < ε (ðàññòîÿíèå òîæå íàäî ñ÷èòàòü
â íîâûõ êîîðäèíàòàõ). Èñïîëüçóÿ ìåòðè÷åñêóþ ìàòðèöó, ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

g11(x− x0)2 + g22(y − y0)2 + g33(z − z0)2 + 2g12(x− x0)(y − y0) + 2g13(x− x0)(z − z0)+

+ 2g23(y − y0)(z − z0) < ε2.

Ñäåëàåì ñäâèã u = x−x0, v = y−y0, z = z−z0 è ïîïðîáóåì êëàññèôèöèðîâàòü ãðàíèöó îêðåñòíîñòè
� êðèâóþ

g11u
2 + g22v

2 + g33w
2 + 2g12uv + 2g13uw + 2g23vw = ε2.

Äëÿ ýòîãî íàéäåì èíâàðèàíòû

I1 = g11 + g22 + g33, I2 = g11g22 − g212 + g11g33 − g213 + g22g33 − g223,
I3 = detG, I4 = −ε2 detG.
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Âèäèì, ÷òî (ñì. êîììåíòàðèé ïîñëå çàäà÷è 10) I1 > 0, I2 > 0, I3 > 0, I4 < 0, ò.å. íàøà ïîâåðõíîñòü �
ýëëèïñîèä. Ìîæíî åùå çàìåòèòü, ÷òî òî÷êà (u,v,w) ëåæèò íà ïîâåðõíîñòè â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà
íà ïîâåðõíîñòè ëåæèò òî÷êà (−u,− v,− w), ò.å. ïîâåðõíîñòü ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî (x0,y0,z0).
Îòâåò: ãåîìåòðè÷åñêè îêðåñòíîñòü åñòü âíóòðåííîñòü íåêîòîðîãî ýëëèïñîèäà ñ öåíòðîì â òî÷êå
(x0,y0,z0). �

Îïðåäåëåíèå 3. Áóäåì íàçûâàòü ÷èñëà λ1, λ2, λ3 ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ìàòðèöû Q òàêèå,
÷òî ∀ i = 1, 2, 3

det(Q− E · λi) = 0 (13.2)

Ïðîùå ãîâîðÿ, íóæíî ñîñòàâèòü õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå:

∣∣∣∣∣∣
a11 − λi a12 a13
a21 a22 − λi a23
a31 a32 a33 − λi

∣∣∣∣∣∣= 0 è

íàéòè åãî êîðíè λ1, λ2, λ3.

Òåîðåìà 2*. Ïóñòü â íåêîòîðîé ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò çàäàíà êâàäðàòè÷íàÿ ÷àñòü
q(x, y, z). Òîãäà íàéäåòñÿ äðóãàÿ ïðÿìîóãîëüíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò ñ òåì æå íà÷àëîì, â êîòîðîé
êâàäðàòè÷íàÿ ÷àñòü ïðèìåò äèàãîíàëüíûé âèä

q′(x′, y′, z′) = λ1 · (x′)2 + λ2 · (y′)2 + λ3 · (z′)2. (13.3)

Ïðè ýòîì λj � ñîáñòâåíûå ÷èñëà ìàòðèöû Q, à ïåðåõîä ê íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò çàäàåòñÿ àôèííîé
çàìåíîé, â êîòîðîé âåêòîð ñäâèãà ðàâåí íóëþ, à ìàòðèöà îáðàòíîé çàìåíû ñîñòàâëåíà èç ñîáñòâåí-
íûõ âåêòîðîâ ìàòðèöû Q, çàïèñàííûõ ïî ñòîëáöàì.

Óïðàæíåíèå 3. Ïðèâåäèòå ïîâåðõíîñòü âòîðîãî ïîðÿäêà

8x2 + 8xy + 5y2 + 12z2 + 12yz − x+ 2y − z − 1 = 0

ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó. Íàéäèòå ôîðìóëû ïåðåõîäà ê êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Îïðåäåëèòå
òèï ïîâåðõíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Øàã 1. Íàéäåì õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ÷èñëà:

det

8− λ 4 0
4 5− λ 6
0 6 12− λ

 = −λ3 + 25λ2 − 144λ,

ò.å. λ1 = 16, λ2 = 9, λ3 = 0.
Øàã 2. Íàéäåì ñîáñòâåííûå âåêòîðû. Ïðè λ = λ1 èìååì ñèñòåìó (ìû çàðàíåå çíàåì, ÷òî ïðè ïîäñòà-
íîâêå λ = λ1 ìàòðèöà ñèñòåìû áóäåò âûðîæäåíà è âûïèñûâàåì òîëüêî ïåðâîå è òðåòüå óðàâíåíèå
ñèñòåìû) {

−8x+ 4y = 0,

6y − 4z = 0
⇔
{
y = 2x,

3y = 2z.

Òîãäà −→e1 = 1√
14

(1,2,3) (ìû ñðàçó ïðîâåëè íîðìèðîâêó âåêòîðà). Àíàëîãè÷íî, ïðè λ = λ2{
−x+ 4y = 0,

6y + 3z = 0,
⇔
{
x = 4y,

z = −2y,

ò.å. −→e2 = 1√
27

(4,1,− 2). È, íàêîíåö, ïðè λ = λ3{
8x+ 4y = 0,

6y + 12z = 0,
⇔
{
y = −2x,

y = −2z,

ò.å. −→e3 = 1√
6
(1,− 2,1).

Øàã 3. Îáðàòíàÿ çàìåíà èìååò âèäxy
z

 =

1/
√

14 4/
√

21 1/
√

6

2/
√

14 1/
√

21 −2/
√

6

3/
√

14 −2/
√

21 1/
√

6

uv
w

 .
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Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû çàìåíû ðàâåí −1. Ïîìåíÿåì ìåñòàìè −→e1 è −→e2 .
Øàã 4. Ñäåëàåì çàìåíó. Ìû çíàåì, ÷òî êâàäðàòè÷íàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ ïîñëå çàìåíû äîëæíà ïðè-
íÿòü âèä λ1u

2 + λ2v
2 + λ3w

2, òàê ÷òî ïðîñ÷èòàåì òîëüêî ëèíåéíóþ ÷àñòü. Ïîëó÷èì

9u2 + 16v2 −
√

6w − 1 = 0.

Øàã 5. Îñòàåòñÿ ñäåëàòü ñäâèã, ò.å. ξ = u, η = v, ζ = w + 1/
√

6, à óðàâíåíèå ïðèìåò âèä

ξ2

1/9
+

η2

1/16
=
√

6ζ.

Ïðÿìóþ çàìåíó íàõîäèì, ïåðåéäÿ ê îáðàòíîé ìàòðèöå 4/
√

21 1/
√

14 1/
√

6

1/
√

21 2/
√

14 −2/
√

6

−2/
√

21 3/
√

14 1/
√

6

−1 =

4/
√

21 1/
√

21 −2/
√

21

1/
√

14 2/
√

14 3/
√

14

1/
√

6 −2/
√

6 1/
√

6

 .

Âûâîäû: ïîâåðõíîñòü åñòü ýëëèïòè÷åñêèé ïàðàáîëîèä. Çàìåíà êîîðäèíàò èìååò âèä
ξ = 1√

21
(4x+ y − 2z)

η = 1√
14

(x+ 2y + 3z)

ζ = 1√
6
(x− 2y + z + 1).

�

Óïðàæíåíèå 4. Ïðèâåäèòå ïîâåðõíîñòü âòîðîãî ïîðÿäêà

2x2 − 4yz − 2y − 2z − 1 = 0

ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó. Íàéäèòå ôîðìóëû ïåðåõîäà ê êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Îïðåäåëèòå
òèï ïîâåðõíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Øàã 1. Íàéäåì õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ÷èñëà:

det

2− λ 0 0
0 −λ −2
0 −2 −λ

 = −λ3 + 2λ2 + 4λ− 8,

ò.å. λ1 = 2, λ2 = 2, λ3 = −2.
Øàã 2. Íàéäåì ñîáñòâåííûå âåêòîðû. Ïðè λ = λ1 = λ2 ñèñòåìà âûðîæäàåòñÿ â îäíî óðàâíåíèå
−2y − 2z = 0. Òîãäà −→e1 = (1,0,0) (âçÿëè x = 1, y = z = 0), à −→e2 = 1√

2
(0,1, − 1) (âçÿëè x = 0, y = 1,

z = −1 è íîðìèðîâàëè). Ïðè ýòîì ìû ñïåöèàëüíî ïîäáèðàëè âåêòîðû òàê, ÷òîáû îíè îêàçàëèñü
îðòîãîíàëüíûìè äðóã äðóãó. Ïðè λ = λ3 èìååì ñèñòåìó{

4x = 0,

2y − 2z = 0,
⇔
{
x = 0,

y = z,

ò.å. −→e3 = 1√
2
(0,1,1).

Øàã 3. Îáðàòíàÿ çàìåíà èìååò âèäxy
z

 =

1 0 0

0 1/
√

2 1/
√

2

0 −1/
√

2 1/
√

2

uv
w

 .

Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû çàìåíû ðàâåí 1.
Øàã 4. Ñäåëàåì çàìåíó. Ìû çíàåì, ÷òî êâàäðàòè÷íàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ ïîñëå çàìåíû äîëæíà ïðè-
íÿòü âèä λ1u

2 + λ2v
2 + λ3w

2, òàê ÷òî ïðîñ÷èòàåì òîëüêî ëèíåéíóþ ÷àñòü. Ïîëó÷èì

2u2 + 2v2 − 2w2 − 2
√

2w − 1 = 0.
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Øàã 5. Îñòàåòñÿ ñäåëàòü ñäâèã, ò.å. ξ = u, η = v, ζ = w + 1/
√

2, à óðàâíåíèå ïðèìåò âèä

ξ2 + η2 − ζ2 = 0.

Ïðÿìóþ çàìåíó íàõîäèì, ïåðåéäÿ ê îáðàòíîé ìàòðèöå1 0 0

0 1/
√

2 1/
√

2

0 −1/
√

2 1/
√

2

−1 =

1 0 0

0 1/
√

2 −1/
√

2

0 1/
√

2 1/
√

2

 .

Âûâîäû: ïîâåðõíîñòü åñòü ïðÿìîé êðóãîâîé êîíóñ ñ âåðøèíîé â òî÷êå (0, − 1/2, − 1/2) è îñüþ
ñèììåòðèè x = 0, y = z. Çàìåíà êîîðäèíàò èìååò âèä

ξ = x

η = 1√
2
(y − z)

ζ = 1√
2
(y + z + 1).

�

Óïðàæíåíèå 5. Íàïèøèòå óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè, ïîëó÷åííîé âðàùåíèåì êðèâîé âòîðîãî ïî-
ðÿäêà 3x2 + 4xy + 1 = 0 âîêðóã îñè y + 2x = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèâåäåì êðèâóþ ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó. Íàéäåì õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ÷èñëà∣∣∣∣3− λ 2
2 −λ

∣∣∣∣ = λ2 − 3λ− 4,

ò.å. λ1 = −1, λ2 = 4. Íàéäåì ñîáñòâåííûå âåêòîðû −→e1 = 1√
5
(1,− 2), −→e2 = 1√

5
(2,1). Ïåðåéäåì ê ýòîìó

áàçèñó {
x = 1√

5
(u+ 2v),

y = 1√
5
(−2u+ v).

Óðàâíåíèå êðèâîé ïðèìåò âèä −u2 +4v2 +1 = 0, ò.å. ýòà êðèâàÿ � ãèïåðáîëà. Îñü âðàùåíèÿ ïðèìåò
âèä y + 2x = 0 ⇔ v = 0, ò.å. ìû âðàùàåì ãèïåðáîëó âîêðóã îäíîé èç åå îñåé. Ïðè ôèêñèðîâàííîì

u0, |u0| > 1, ìû âðàùàåì âîêðóã îñè Ou äâå òî÷êè

(
u0,±

1

2

√
u20 − 1

)
� ïîëó÷àåì îêðóæíîñòü

ñ óðàâíåíèåì 4v2 + 4z2 = u20 − 1 â ïëîñêîñòè u = u0. ¾Ðàçìîðàæèâàÿ¿ ïàðàìåòð u0, ïîëó÷àåì
ïîâåðõíîñòü 4v2 + 4z2 = u2 − 1 (äâóïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä). Îñòàåòñÿ âåðíóòüñÿ ê íà÷àëüíûì
êîîðäèíàòàì. Îáðàòíàÿ çàìåíà èìååò âèä{

u = 1√
5
(x− 2y),

v = 1√
5
(2x+ y),

à óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè 3x2 + 4xy + 4z2 + 1 = 0. �

Óïðàæíåíèå 6. Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ ïðÿìûõ, ëåæàùèõ íà ïîâåðõíîñòè îäíîïîëîñòíîãî ãèïåð-
áîëîèäà 4z2 + xy + 2xz − yz − 4x− 3y − 6 = 0 è ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êó A(3,5,2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðÿìóþ çàïèøåì ïàðàìåòðè÷åñêè (3 + at,5 + bt,2 + ct). Ïîäñòàâèì ýòè êîîð-
äèíàòû â óðàâíåíèå ãèïåðáîëîèäà

t2(4c2 + ab+ 2ac− bc) + t(5a− 2b+ 17c) = 0.

Íà ïîâåðõíîñòè äîëæíà ëåæàòü âñÿ ïðÿìàÿ, ò.å. äîëæíû ñîêðàòèòüñÿ êîýýôèöèåíòû ïðè t2 è t.
Ïîëó÷àåì ñèñòåìó {

5a− 2b+ 17c = 0,

4c2 + ab+ 2ac− bc = 0,
⇔
{
b = (5a+ 17c)/2,

−9c2 + 16ac+ 5a2 = 0.
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Ðàçäåëèì âòîðîå óðàâíåíèå íà c2 è ïîëó÷èì êâàäðàòíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî äðîáè a/c. Íàõîäèì

êîðíè è ïîëó÷àåì a =
−8±

√
109

5
c. Âîçâðàùàåìñÿ ê ñèñòåìå è ïîëó÷àåì äâå ïðÿìûå


x = 3 +

√
109−8
5 t,

y = 5 +
√
109+9
2 t,

z = 2 + t

è


x = 3−

√
109+8
5 t,

y = 5 + 9−
√
109

2 t,

z = 2 + t.

�



Çàíÿòèå 14

Àôèííûå è èçîìåòðè÷åñêèå

ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 1. Ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì â R2 íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå

(
x
y

)
7→ A

(
x
y

)
, ãäå

A � ìàòðèöà ðàçìåðà 2×2. Àôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå èìååò âèä

(
x
y

)
7→ A

(
x
y

)
+

(
b1
b2

)
, ò.å. ÿâëÿåòñÿ

êîìïîçèöèåé ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ è ñäâèãà (ïðèáàâëåíèå ïîñòîÿííîãî âåêòîðà b).

Àíàëîãè÷íî çàäàþòñÿ ëèíåéíîå è àôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå â R3 (ìàòðèöà A èìååò ðàçìåð 3×3).

Îïðåäåëåíèå 2. Èçîìåòðè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå � ÷àñòíûé ñëó÷àé àôèííîãî, êîãäà ìàòðèöà
A îðòîãîíàëüíà, ò.å. A ·At = E.

Óïðàæíåíèå 1. Äîêàæèòå, ÷òî îðòîãîíàëüíàÿ çàìåíà êîîðäèíàò â R2 � ïåðåõîä ê íîâîìó
îðòîíîðìèðîâàííîìó ðåïåðó O′e′1e

′
2 � ãåîìåòðè÷åñêè åñòü êîìïîçèöèÿ ëèáî äâóõ ïðåîáðàçîâàíèé

(ïîâîðîò îòíîñèòåëüíî òî÷êè O, ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ), ëèáî òðåõ ïðåîáðàçîâàíèé (îòðàæåíèå
îòíîñèòåëüíî îñè Ox, ïîâîðîò îòíîñèòåëüíî òî÷êè O, ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ). Ïðè ýòîì, íàëè÷èå
èëè îòñóòñòâèå îòðàæåíèÿ â ðÿäó ïðåîáðàçîâàíèé îïðåäåëÿåòñÿ îðèåíòàöèåé: åñëè áàçèñ {−→e1 ′,−→e2 ′}
èìååò ïðàâóþ îðèåíòàöèþ, òî ñèììåòðèè íåò, à åñëè ëåâóþ, òî åñòü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëþáàÿ îðòîãîíàëüíàÿ çàìåíà íà ïëîñêîñòè èìååò âèä

x′ = Ax + b,

ãäå ìàòðèöà A =

(
a b
c d

)
îðòîãîíàëüíà, ò.å. a2 + b2 = c2 + d2 = 1, ac+ bd = 0. Òîãäà ìîæíî ââåñòè

óãëû α è β òàê, ÷òî a = cosα, b = sinα, c = sinβ, d = cosβ. Êðîìå òîãî, ac + bd = sin(α + β) = 0.
Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ: β = −α èëè β = π−α. Ââåäåì íà ïëîñêîñòè ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû x = r cosϕ,
y = r sinϕ. Â ïåðâîì ñëó÷àå{

x′ = cosαx− sinαy + b1 = r cos(ϕ+ α) + b1,

y′ = sinαx+ cosαy + b2 = r sin(ϕ+ α) + b2.

Ïîëó÷èëè êîìïîçèöèþ äâóõ ïðåîáðàçîâàíèé � ïîâîðîò îòíîñèòåëüíî O íà óãîë α è ïàðàëëåëüíûé
ïåðåíîñ íà âåêòîð b. Ïðè ýòîì îðèåíòàöèÿ ñîõðàíÿåòñÿ. Âî âòîðîì ñëó÷àå{

x′ = cosαx+ sinαy + b1 = r cos(ϕ− α) + b1,

y′ = sinαx− cosαy + b2 = −r sin(ϕ− α) + b2.

Ïîëó÷èëè êîìïîçèöèþ òðåõ ïðåîáðàçîâàíèé � èçìåíåíèå çíàêà êîîðäèíàòû y (îòðàæåèå îòíîñè-
òåëüíî îñè Ox), ïîâîðîò îòíîñèòåëüíî O íà óãîë −α è ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ íà âåêòîð b. Ïðè
ïåðâîì ïðåîáðàçîâàíèè îðèåíòàöèÿ ìåíÿåòñÿ íà îòðèöàòåëüíóþ, à äàëåå ñîõðàíÿåòñÿ. �

61
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Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé àôèííîé çàìåíû ê öåïî÷êå ïðåîáðàçîâàíèé äîáàâëÿþò-
ñÿ äâå ãîìîòåòèè � ðàñòÿæåíèå/ñæàòèå ïî îñè Ox è ðàñòÿæåíèå/ñæàòèå îòíîñèòåëüíî îñè Oy. Â
ïðîñòðàíñòâå R3 îðòîãîíàëüíóþ çàìåíó êîîðäèíàò âñåãäà ìîæíî ñâåñòè ê òðåì ïîâîðîòàì (îòíîñè-
òåëüíî Ox, Oy è Oz), ïàðàëëåëüíîìó ïåðåíîñó è (âîçìîæíî) îòðàæåíèþ. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé àôèíîé
çàìåíû â R3 íåîáõîäèìî äîáàâèòü åùå òðè ãîìîòåòèè ïî òðåì êîîðäèíàòíûì îñÿì.

Óïðàæíåíèå 2. Âíà÷àëå íà ïëîñêîñòè ïðîâåëè ñèììåòðèþ îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé 2x + y = 1.
Çàòåì ïðîâåëè ñèììåòðèþ îòíîñèòåëüíî òî÷êè (2,1) (óæå â íîâûõ êîîðäèíàòàõ). Çàòåì ïðîâåëè
ãîìîòåòèþ ñ êîýôôèöèåíòîì ðàñòÿæåíèÿ 2 è öåíòðîì (−1,− 2). Íàéäèòå èòîãîâîå àôèííîå ïðåîá-
ðàçîâàíèå ïëîñêîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ñäåëàòü îðòîãîíàëüíóþ çàìåíó êîîðäèíàò{
u = 1√

5
(2x+ y − 1),

v = 1√
5
(−x+ 2y),

òî ïðÿìàÿ ïîëó÷èò óðàâíåíèå u = 0. Ñèììåòðè÷íàÿ òî÷êà ê òî÷êå (u,v) îòíîñèòåëüíî ýòîé âåðòè-
êàëüíîé îñè åñòü òî÷êà (u′,v′) = (−u,v). Äåëàÿ îáðàòíóþ çàìåíó{

x′ = 1√
5
(2u′ − v′) + 2

5 ,

y′ = 1√
5
(u′ + 2v′) + 1

5 ,

ïîëó÷èì

x′ =
−2u− v√

5
+

2

5
, y′ =

−u+ 2v√
5

+
1

5
.

Ïîäñòàâèì ñþäà ôîðìóëû äëÿ u è v è ïîëó÷èì

x′ =
−3x− 4y + 4

5
, y′ =

−4x+ 3y + 2

5
.

Òåïåðü íàäî ïðîâåñòè ñèììåòðèþ îòíîñèòåëüíî òî÷êè (2,1). Ñäåëàåì ñäâèã w′ = x′ − 2,
z′ = y′ − 1. Òåïåðü íàäî îòðàçèòü òî÷êó (w′,z′) îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò � ïîëó÷èì òî÷-
êó (w′′,z′′) = (−w′,−z′). Ïîñêîëüêó îáðàòíûé ñäâèã èìååò âèä x′′ = 2+w′′, y′′ = 1+z′′, òî ïîëó÷àåì
îòîáðàæåíèå

x′′ = 4− x′, y′′ = 2− y′.
Òðåòüå îòîáðàæåíèå � ãîìîòåòèÿ ñ öåíòðîì (−1,− 2). Âíîâü ñäåëàåì ñäâèã p′′ = x′′+ 1, q′′ = y′′+ 2.
Òåïåðü ïðîâåäåì ðàñòÿæåíèå îòíîñèòåëüíî íîâîãî íà÷àëà êîîðäèíàò p′′′ = 2p′′, q′′′ = 2q′′ è ïðîâåäåì
îáðàòíóþ çàìåíó x′′′ = p′′′ − 1, y′′′ = q′′′ − 2. Ïîëó÷èëè îòîáðàæåíèå

x′′′ = 2x′′ + 1, y′′′ = 2y′′ + 2.

Îñòàåòñÿ ñîñòàâèòü êîìïîçèöèþ òðåõ îòîáðàæåíèé. Èìååì

x′′′ = 2x′′ + 1 = 9− 2x′ =
6x+ 8y + 37

5
, y′′′ = 2y′′ + 2 = 6− 2y′ =

8x− 6y + 26

5
.

�

Óïðàæíåíèå 3. Ïðîñòðàíñòâî ñèììåòðè÷íî îòðàçèëè îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé `, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç
òî÷êó (1,−1,3) è èìåþùóþ íàïðàâëÿþùèé âåêòîð−→e = (1,2,−2). Çàòåì ïðîñòðàíñòâî ñäâèíóëè âäîëü
ýòîé ïðÿìîé íà 1, çàòåì ðàñòÿíóëè â 2 ðàçà âäîëü è â 3 ðàçà ïåðïåíäèêóëÿðíî ïðÿìîé. Íàïèøèòå
èòîãîâîå ïðåîáðàçîâàíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Øàã 1. Ââåäåì íîâóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò, â êîòîðîé íàøè ïðåîáðàçîâàíèÿ
áóäóò âûãëÿäåòü íàèáîëåå ïðîñòî. Çàäàäèì åå îðòîíîðìèðîâàííûì ðåïåðîì Oe1e2e3, ãäå O = (0,0,0),−→e1 = −→e /|−→e | = 1

3 (1,2, − 2), à −→e2 è −→e3 ïåðïåíäèêóëÿðíû −→e . Åñëè (x,y,z) ⊥ −→e , òî x + 2y − 2z = 0.
Íàïðèìåð, ìîæíî âçÿòü −→e2 = 1√

5
(2,0,1). Òåïåðü âåêòîð −→e3 íàäî âçÿòü îðòîãîíàëüíûì è −→e1 è −→e2 . Åñëè

−→e3 = (x,y,z), òî {
x+ 2y − 2z = 0,

2x+ z = 0,
⇔
{

2y + 5x = 0,

z = −2x.
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Òîãäà −→e3 = 1
3
√
5
(2,− 5,− 4). Èòàê, ôîðìóëû ïåðåõîäà èìåþò âèä

x = u
3 + 2v√

5
+ 2w

3
√
5
,

y = 2u
3 + − 5w

3
√
5
,

z = − 2u
3 + v√

5
− 4w

3
√
5
,


u = x

3 + 2y
3 − 2z

3 ,

v = 2x√
5

+ + z√
5
,

w = 2x
3
√
5
− 5y

3
√
5
− 4z

3
√
5
.

Øàã 2. Òåïåðü ïðîâåäåì âñå ïðåîáðàçîâàíèÿ â íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Ñèììåòðèÿ îòíî-
ñèòåëüíî ïðÿìîé ` � îñè Ou � âûãëÿäèò òàê: (u′,v′,w′) = (u, − v, − w). Çàòåì ïðîâåëè
ñäâèã, ò.å. (u′′,v′′,w′′) = (u′ + 1,v′,w′), çàòåì ðàñòÿæåíèÿ (u′′′,v′′′,w′′′) = (2u′′,3v′′,3w′′). Èòîãî,
(u′′′,v′′′,w′′′) = (2u+ 2,− 3v,− 3w).
Øàã 3. Ñ ïîìîùüþ ôîðìóë ïåðåõîäà ïåðåâåäåì ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ â êîîðäèíàòû (x,y,z). Ïîëó÷àåì

x′′′ = u′′′

3 + 2v′′′
√
5

+ 2w′′′

3
√
5
,

y′′′ = 2u′′′

3 + − 5w′′′

3
√
5
,

z′′′ = − 2u′′′

3 + v′′′
√
5
− 4w′′′

3
√
5
,

⇔


x′′′ = 2u

3 − 6v√
5
− 2w√

5
+ 2

3 ,

y′′′ = 4u
3 + + 5w√

5
+ 4

3 ,

z′′′ = − 4u
3 − 3v√

5
+ 4w√

5
− 4

3 .

Îòâåò: x′′′y′′′
z′′′

 =
1

9

−22 10 −10
7 −7 −20
−10 −20 −7

xy
z

+
1

3

 2
4
−4

 .

�

Òî÷êà x = (x,y,z) íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòíîé òî÷êîé îòîáðàæåíèÿ A, åñëè Ax = x.

Óïðàæíåíèå 4. Â R3 çàäàíî îòîáðàæåíèåx′y′
z′

 =

−1 6 3
−3 −3 −2
3 4 3

xy
z

 .

Íàéäèòå âñå èíâàðèàíòíûå òî÷êè, ïðÿìûå è ïëîñêîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íà÷íåì ñ èíâàðèàíòíûõ òî÷åê. Çàïèøåì ñèñòåìó
x = −x+ 6y + 3z,

y = −3x− 3y − 2z,

z = 3x+ 4y + 3z,

⇔


−2x+ 6y + 3z = 0,

−3x− 4y − 2z = 0,

3x+ 4y + 2z = 0.

Òðåòüå óðàâíåíèå äóáëèðóåò âòîðîå � îòáðîñèì åãî. Ïîëó÷èì{
x = 0,

z = −2y.

Èòàê, ëþáàÿ òî÷êà âèäà (0,y, − 2y), y ∈ R, èíâàðèàíòíà. Êðîìå òîãî, ìû íàøëè èíâàðèàíòíóþ
ïðÿìóþ.
Ïîèùåì äðóãèå èíâàðèàíòíûå ïðÿìûå. Åñëè ïðÿìàÿ èíâàðèàíòíà, òî åå íàïðàâëÿþùèé âåêòîð
ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ äîëæåí áûòü åé ïàðàëëåëåí, ò.å. ïðåîáðàçîâûâàòüñÿ êàê −→e 7→ k−→e . Çàïèøåì
ñèñòåìó 

kx = −x+ 6y + 3z,

ky = −3x− 3y − 2z,

kz = 3x+ 4y + 3z.

Ýòà ñèñòåìà èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà ìàòðèöà ñèñòåìû èìååò íóëåâîé
îïðåäåëèòåëü. Èìååì ∣∣∣∣∣∣

−1− k 6 3
−3 −3− k −2
3 4 3− k

∣∣∣∣∣∣ = −k3 − k2 − 8k + 10 = 0.
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Îäèí êîðåíü k = 1 ìû óæå çíàåì. Äðóãèõ âåùåñòâåííûõ êîðíåé íåò, ò.ê.
k3 + k2 + 8k − 10 = (k − 1)(k2 + 2k + 10). Èòàê, äðóãèõ èíâàðèàíòíûõ ïðÿìûõ íåò.
Ïîèùåì èíâàðèàíòíóþ ïëîñêîñòü. Ïóñòü îíà çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì Ax+By + Cz +D. Òîãäà ïîñëå
ïðåîáðàçîâàíèÿ ìû äîëæíû ïîëó÷èòü òî æå óðàâíåíèå ñ òî÷íîñòüþ äî íåíóëåâîãî ìíîæèòåëÿ, ò.å.
k(Ax′ +By′ + Cz′ +D) = 0. Ïîäñòàâèì ñþäà íàøå ïðåîáðàçîâàíèå. Ïîëó÷èì

x(−kA− 3kB + 3kC) + y(6kA− 3kB + 4kC) + z(3kA− 2kB + 3kC) + kD = 0.

Åñëè D = 0, òî ïîëó÷àåì ñèñòåìó
−kA− 3kB + 3kC = A,

6kA− 3kB + 4kC = B,

3kA− 2kB + 3kC = C,

⇔


A(−1− 1/k)− 3B + 3C = 0,

6A+B(−3− 1/k) + 4C = 0,

3A− 2B + C(3− 1/k) = 0.

Ýòà ñèñòåìà èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ñèñòåìû
ðàâåí íóëþ, ò.å. îáîçíà÷èâ λ = 1/k,∣∣∣∣∣∣

−1− λ −3 3
6 −3− λ 4
3 −2 3− λ

∣∣∣∣∣∣ = −λ3 − λ2 − 8λ+ 10 = 0.

Åäèíñòâåííûì âåùåñòâåíûì êîðíåì ÿâëÿåòñÿ λ = 1. Ïðè ïîäñòàíîâêå ýòîãî çíà÷åíèÿ, ïîëó÷èì
−2A− 3B + 3C = 0,

6A− 4B + 4C = 0,

3A− 2B + 2C = 0,

⇔
{
A = 0,

B = C.

Ìû íàøëè èíâàðèàíòíóþ ïëîñêîñòü y + z = 0. Îñòàëñÿ åùå ñëó÷àé D 6= 0. Òîãäà k = 1, à èìåííî
ýòî ÷èñëî è ïîäõîäèò (âñïîìíèì, ÷òî λ = 1 = 1/k). Çíà÷èò, ëþáàÿ ïëîñêîñòü âèäà y + z + D = 0,
D ∈ R, èíâàðèàíòíà.
Îòâåò: îòîáðàæåíèå îñòàâëÿåò íà ìåñòå âñå òî÷êè âèäà (0,y, − 2y), ãäå y ∈ R � ëþáîå ÷èñëî; ýòè
òî÷êè ñîñòàâëÿþò ïðÿìóþ, êîòîðàÿ, òàêèì îáðàçîì, îòîáðàæàåòñÿ â ñåáÿ; äðóãèõ òàêèõ ïðÿìûõ íåò;
îòîáðàæåíèå ïåðåâîäèò ëþáóþ ïëîñêîñòü âèäà y+z+D = 0, D ∈ R â ñåáÿ; äðóãèõ òàêèõ ïëîñêîñòåé
íåò. �

Óïðàæíåíèå 5. Ïðîñòðàíñòâî ïîâåðíóëè íà óãîë α = arctg (3/4) âîêðóã ïðÿìîé x = y = 2z
(íàïðàâëåíèå ïîâîðîòà � ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, åñëè ñìîòðåòü èç òî÷êè (0,0,0) â ñòîðîíó òî÷êè (2,2,1)).
Çàïèøèòå ïîëó÷åííîå àôèííîå îòîáðàæåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðåéäåì ê îðòîíîðìèðîâàííîìó ðåïåðó Oe1e2e3, ãäå
−→e1 = 1

3 (2,2,1) (íàïðàâ-
ëÿþùèé âåêòîð íàøåé ïðÿìîé), −→e2 = 1

3 (−2,1,2), −→e3 = 1
3 (1, − 2,2). Òîãäà ïðè ïîâîðîòå âåêòîð −→e1 íå

èçìåíèòñÿ à íà ïëîñêîñòè Oe2e3 âîçíèêíåò ïîâîðîò íà α ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, åñëè ñìîòðåòü ñ
âåðøèíû âåêòîðà −→e1 . Ìàòðèöà òàêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ðàâíà

A =

1 0 0
0 4/5 −3/5
0 3/5 4/5

 .

Ïåðåõîä xy
z

 =
1

3

2 −2 1
2 1 −2
1 2 2

uv
w

 = T

uv
w


íàì èçâåñòåí. Îáðàòíûé ïåðåõîä çàäàåòñÿ îáðàòíîé ìàòðèöåéuv

w

 =
1

3

 2 2 1
−2 1 2
1 −2 2

xy
z

 = T−1

xy
z

 .
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Çíà÷èò, ìàòðèöà îòîáðàæåíèÿ â èñõîäíîì áàçèñå ðàâíà

TAT−1 =
1

45

 40 −5 20
13 40 −16
−16 20 37


�

Êîíêðåòíûå ÷èñëà çäåñü íå òàê âàæíû. Âàæíî òî, ÷òî ìàòðèöà ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ â ðàç-
íûõ ñèñòåìàõ êîîðäèíàò ðàçëè÷íà. Åñëè â îäíîé ñèñòåìå îíà ðàâíà A, à äðóãàÿ ñèñòåìà ïîëó-
÷àåòñÿ çàìåíîé ñ ìàòðèöåé ïåðåõîäà T , òî ìàòðèöà îòîáðàæåíèÿ â íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò
ðàâíà TAT−1.

Óïðàæíåíèå 6. Çàïèøèòå îòîáðàæåíèå, ïîëó÷åííîå â ïðåäûäóùåé çàäà÷å, â âèäå êîìïîçèöèè
òðåõ âðàùåíèé � âîêðóã îñè Ox, çàòåì âîêðóã îñè Oy, çàòåì âîêðóã îñè Oz.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âðàùåíèå âîêðóã îñè Ox çàäàåòñÿ ìàòðèöåé

A =

1 0 0
0 cosα − sinα
0 sinα cosα

 .

Àíàëîãè÷íî, âðàùåíèÿ âîêðóã Oy è Oz èìåþò âèä

B =

cosβ 0 − sinβ
0 1 0

sinβ 0 cosβ

 , C =

cos γ − sin γ 0
sin γ cos γ 0

0 0 1

 .

Ïåðåìíîæàÿ ýòè ìàòðèöû, ïîëó÷àåì, ÷òî îòîáðàæåíèå ðàâíî

CBA =

cosβ cos γ − sinα sinβ cos γ − cosα sin γ − cosα sinβ cos γ + sinα sin γ
cosβ sin γ − sinα sinβ sin γ + cosα cos γ − cosα sinβ sin γ − sinα cos γ

sinβ sinα cosβ cosα cosβ

 .

Îòñþäà sinβ = −16/45, β ≈ −20,8o. Àíàëîãè÷íî íàõîäèì α ≈ 28,4o, γ ≈ 18,0o. �

Óãëû α, β è γ íàçûâàþò óãëàìè Ýéëåðà.
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