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Ëåêöèÿ 1

Ìàòðèöû è äåéñòâèÿ íàä íèìè

Îïðåäåëåíèå 1. Ìàòðèöà � ïðÿìîóãîëüíàÿ òàáëèöà ÷èñåë. Ìàòðèöû ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü çà-
ãëàâíûìè ëàòèíñêèìè áóêâàìè.

A =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...
am1 am2 . . . amn

� ìàòðèöà ðàçìåðà m× n (m ñòðîê, n ñòîëáöîâ).

Êðàòêî ïèøóò: A = (aij), m× n, aij ∈ R

1 Âèäû ìàòðèö

� Êâàäðàòíûå: m = n. � Ïðÿìîóãîëüíûå: m 6= n.
� Âåêòîð�ñòðîêà: m = 1. � Âåêòîð�ñòîëáåö: n = 1.

Âûäåëÿþò ñëåäóþùèå ÷àñòíûå âèäû ìàòðèö:

� Åäèíè÷íûå ìàòðèöû � êâàäðàòíûå ìàòðèöû, ó êîòîðûõ íà ãëàâíîé äèàãîíàëè (òàê íàçûâàþò
ýëåìåíòû aii ìàòðèöû) ñòîÿò åäèíèöû, à âñå îñòàëüíûå ýëåìåíòû íóëè.
� Íóëåâûå � âñå ýëåìåíòû ðàâíû íóëþ.
� Äèàãîíàëüíûå � êâàäðàòíûå ìàòðèöû, ó êîòîðûõ âñå ýëåìåíòû, íå ñòîÿùèå íà ãëàâíîé äèà-
ãîíàëè, ðàâíû íóëþ.
� Âåðõíåòðåóãîëüíûå � êâàäðàòíûå ìàòðèöû, ó êîòîðûõ âñå ýëåìåíòû ïîä ãëàâíîé äèàãîíàëüþ
ðàâíû íóëþ.
� Íèæíåòðåóãîëüíûå � äîãàäàéòåñü ñàìè!
Åñòü åùå îãðîìíîå êîëëè÷åñòâî ìàòðèö ñïåöèôè÷åñêîãî âèäà � ñòóïåí÷àòûå, ñèììåòðè÷åñêèå,
áëî÷íî�äèàãîíàëüíûå, îáðàòèìûå, âûðîæäåííûå, ïîëîæèòåëüíûå, îòðèöàòåëüíûå, îðòîãîíàëü-
íûå, óíèòàðíûå, íîðìàëüíûå, ýðìèòîâû, æîðäàíîâû, ÿêîáèåâûå, òåïëèöåâû, ..., íî îá ýòîì ïîòîì.

2 Îïåðàöèè ñ ìàòðèöàìè

� Ñëîæåíèå ìàòðèö. Ìàòðèöû ñêëàäûâàþòñÿ ïîýëåìåíòíî (ñëîæåíèå îïðåäåëåíî òîëüêî äëÿ
ìàòðèö îäíîãî ðàçìåðà). Ïóñòü A = (aij) è B = (bij), 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n. Òîãäà

A+B = (aij + bij).

Ïðèìåð.

A =

(
1 2
3 4

)
, B =

(
5 6
7 8

)
⇒ A+B =

(
1 2
3 4

)
+

(
5 6
7 8

)
=

(
6 8
10 12

)
.

Îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ ìàòðèö îáëàäàåò ñâîéñòâîì êîììóòàòèâíîñòè: A+B = B +A è àññîöèà-
òèâíîñòè: A+ (B + C) = (A+B) + C. Ýòî ñðàçó ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ è ñîîòâåòñòâóþùèõ
ñâîéñòâ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë.

� Óìíîæåíèå ìàòðèöû íà ÷èñëî.

Ïóñòü λ ∈ R, òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ λA = (λaij).
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Ïðèìåð.

A =

(
1 2
3 4

)
, λ = 2 ⇒ λA = 2 ·

(
1 2
3 4

)
=

(
2 4
6 8

)
.

Èç îïðåäåëåíèÿ ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî λ(A + B) = λA + λB (äèñòðèáóòèâíîñòü), µ(λA) = (µλ)A
(àññîöèàòèâíîñòü).

� Ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö. Ìîæíî ïåðåìíîæàòü ìàòðèöû A è B, åñëè A � ìàòðèöà m× n , B �
ìàòðèöà n × k (ò.å. êîëè÷åñòâî ñòîëáöîâ ìàòðèöû A äîëæíî ñîâïàäàòü ñ êîëè÷åñòâîì ñòðîê
ìàòðèöû B). Ïî îïðåäåëåíèþ

A ·B =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...
am1 am2 . . . amn

 ·

b11 b12 . . . b1k
b21 b22 . . . b2k
...

...
. . .

...
bn1 bn2 . . . bnk

 =


c11 c12 . . . c1k
c21 c22 . . . c2k
...

...
. . .

...
cm1 cm2 . . . cmk


� ìàòðèöà m× k, ãäå

cij =
n∑

`=1

ai`b`j.

Ïî÷åìó óìíîæåíèå ìàòðèö ðàçóìíî îïðåäåëÿòü èìåííî òàê, ñòàíåò ÿñíî ÷óòü ïîçæå.

Ïðèìåð.

A =

(
1 2 −1
3 1 0

)
, B =

 2 0
−1 1
1 4

 .

A ·B =

(
1 · 2 + 2 · (−1) + (−1) · 1 1 · 0 + 2 · 1 + (−1) · 4

3 · 2 + 1 · (−1) + 0 · 1 3 · 0 + 1 · 1 + 0 · 4

)
=

(
−1 −2
5 1

)
Ïåðåìíîæåíèå ìàòðèö ìîæíî îïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äîãîâîðèìñÿ âíà÷àëå, ÷òî ïðîèç-
âåäåíèå ñòðîêè äëèíû n íà ñòîëáåö âûñîòû n (ïåðåìíîæàåì ìû èõ èìåííî â òàêîì ïîðÿäêå:
ëåâûé ìíîæèòåëü � ñòðîêà, ïðàâûé ìíîæèòåëü � ñòîëáåö) åñòü ñóììà ïîïàðíûõ ïðîèçâåäå-
íèé èõ ýëåìåíòîâ. Òåïåðü ìûñëåííî ïðåäñòàâèì ìàòðèöó A êàê íàáîð èç m ñòðîê, à ìàòðèöó
B êàê íàáîð èç k ñòîëáöîâ. Ìàòðèöó C = AB ðàçìåðà m × k ñîñòàâèì èç ýëåìåíòîâ cij �
ïðîèçâåäåíèé i�îé ñòðîêè ìàòðèöû A íà j�ûé ñòîëáåö ìàòðèöû B.

Îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ ìàòðèö îáëàäàåò ñâîéñòâîì àññîöèàòèâíîñòè: A(BC) = (AB)C (ñëåäóåò
èç îïðåäåëåíèÿ).

Ãîâîðÿò, ÷òî ìàòðèöû A è B êîììóòèðóþò (ÿâëÿþòñÿ ïåðåñòàíîâî÷íûìè), åñëè:

A ·B = B · A

Çàìåòèì, ÷òî íå ëþáûå ìàòðèöû ÿâëÿþòñÿ ïåðåñòàíîâî÷íûìè. Íàïðèìåð,(
1 2
0 1

)(
1 −1
1 0

)
=

(
3 −1
1 0

)
(

1 −1
1 0

)(
1 2
0 1

)
=

(
1 1
1 2

)
Âèäíî, ÷òî äàííûå ìàòðèöû íå ÿâëÿþòñÿ ïåðåñòàíîâî÷íûìè. Çíà÷èò, ñâîéñòâîì êîììóòàòèâ-
íîñòè îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ ìàòðèö íå îáëàäàåò.

Ñëîæåíèå è óìíîæåíèå ñâÿçàíû ñâîéñòâîì äèñòðèáóòèâíîñòè: A(B + C) = AB + AC, (A +
B)C = AC +BC. Ïðîâåðüòå ýòî ñàìîñòîÿòåëüíî, îïèðàÿñü íà îïðåäåëåíèÿ.
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� Òðàíñïîíèðîâàíèå ìàòðèö. Ïðè òðàíñïîíèðîâàíèè ìåíÿþòñÿ ðîëÿìè ñòðîêè è ñòîëáöû.

Åñëè A =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...
am1 am2 . . . amn

 , òî AT =


a11 a21 . . . am1

a12 a22 . . . am2
...

...
. . .

...
a1n a2n . . . amn

 .

Ïðèìåð.

Ïóñòü A =

(
2 1 0
−1 3 1

)
, òîãäà AT =

2 −1
1 3
0 1

 .

3 Ïðåîáðàçîâàíèÿ ñòðîê è ñòîëáöîâ ìàòðèöû

Ïóñòü äàíà ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ÑËÀÓ):
a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn = b1,

a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn = b2,
...

...
...

...
...

am1x1 + am2x2 + . . . + amnxn = bm.

(1)

Ìàòðèöà

A =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...
am1 am2 . . . amn


íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé äàííîé ñèñòåìû. Ìû ìîæåì ïðîèçâîäèòü íàä óðàâíåíèÿìè ñëåäóþùèå
äåéñòâèÿ:

� óìíîæàòü êàêîå�ëèáî óðàâíåíèå íà íåíóëåâîå ÷èñëî,

� ìåíÿòü óðàâíåíèÿ ìåñòàìè,

� ñêëàäûâàòü óðàâíåíèÿ.

×óòü ïîçæå ìû äîêàæåì, ÷òî òàêèå äåéñòâèÿ ÿâëÿþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè ïåðåõîäàìè. Ýòèì ïåðå-
õîäàì ñîîòâåòñòâóþò ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñòðîê ìàòðèöû ñèñòåìû.

Îïðåäåëåíèå 2. Ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñòðîê ìàòðèöû íàçûâàþòñÿ ïðåîáðàçîâà-
íèÿ ñëåäóþùåãî âèäà

� Óìíîæåíèå ñòðîêè íà ÷èñëî, îòëè÷íîå îò íóëÿ:(
a b
c d

)
→

(
λa λb
c d

)
, λ 6= 0.

� Òðàíñïîçèöèÿ äâóõ ñòðîê: (
a b
c d

)
→

(
c d
a b

)
.

� Ñëîæåíèå îäíîé ñòðîêè ñ äðóãîé:(
a b
c d

)
→

(
a+ c b+ d
c d

)
.
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Ìàòðèöû ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé � ýòî ìàòðèöû âèäà(
0 1
1 0

)
,

(
λ 0
0 1

)
,

(
1 1
0 1

)
.

Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî êàæäîå ýëåìåíòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå ñòðîê íåêîòîðîé ìàòðèöû ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåíî â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ îäíîé èç ìàòðèö ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿ è äàííîé:(

0 1
1 0

)(
a b
c d

)
=

(
c d
a b

)
− òðàíñïîçèöèÿ ñòðîê,

(
λ 0
0 1

)(
a b
c d

)
=

(
λa λb
c d

)
− óìíîæåíèå ñòðîêè íà íåíóëåâîå ÷èñëî,(

1 1
0 1

)(
a b
c d

)
=

(
a+ c b+ d
c d

)
− ñëîæåíèå äâóõ ñòðîê.

Ìû ðàçîáðàëè ñåé÷àñ ïðîñòåéøèé ñëó÷àé ìàòðèö ðàçìåðà 2 × 2. Â îáùåì ñëó÷àå, êîãäà A èìååò
ðàçìåð m× n, ìàòðèöû ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé (îíè çäåñü ðàçìåðà m×m) ñëåäóþùèå.
Ìàòðèöà, óìíîæàþùàÿ i�óþ ñòðîêó íà λ, åñòü åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, ó êîòîðîé i�ûé ýëåìåíò äèà-
ãîíàëè çàìåíèëè íà λ.
Ìàòðèöà, ïåðåñòàâëÿþùàÿ i�óþ è j�óþ ñòðîêè, åñòü åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, ó êîòîðûé i�óþ è j�óþ
åäèíè÷êè äèàãîíàëè çàìåíèëè íóëÿìè, à åäèíè÷êè çàïèñàëè ïî àäðåñàì1 (i, j) è (j, i).
Ìàòðèöà, ñêëàäûâàþùàÿ i�óþ è j�óþ ñòðîêè, åñòü åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, ó êîòîðûé ïî àäðåñó (i, j)
íîëèê çàìåíèëè åäèíèöåé.

Íà ïðàêòèêå óäîáíî òðåòüå ïðåîáðàçîâàíèå ðàñøèðèòü: áóåì ê îäíîé ñòðîêå ïðèáàâëÿòü äðó-
ãóþ, óìíîæåííóþ íà ïðîèçâîëüíûé ìíîæèòåëü λ. Ìàòðèöà ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ åñòü åäèíè÷íàÿ
ìàòðèöà, ó êîòîðûé ïî àäðåñó (i, j) íîëèê çàìåíèëè íà λ. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî òàêîå ïðåîáðàçîâà-
íèå åñòü ïðîñòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òðåõ ïðåîáðàçîâàíèé: óìíîæèëè i�óþ ñòðîêó íà λ, ïðèáàâèëè
ðåçóëüòàò ê j�îé ñòðîêå, i�óþ ñòðîêó îáðàòíî ïîäåëèëè íà λ (äåëåíèå íà ëþáîå íåíóëåâîå ÷èñëî
òàêæå ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíûì ïðåîáðàçîâàíèåì, ïîñêîëüêó äåëåíèå íà ÷èñëî λ 6= 0 � ýòî óìíî-
æåíèå íà ÷èñëî 1/λ)

Àíàëîãè÷íî ìîæíî îïðåäåëèòü ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñòîëáöîâ ìàòðèöû, à òàêæå ìàò-
ðèöû ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñòîëáöîâ. Çàìåòèì, ÷òî ïîñëå òðàíñïîíèðîâàíèÿ ìàòðèöû
ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ íàä åå ñòðîêàìè ñòàíîâÿòñÿ ýëåìåòíàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè íàä
ñòîëáöàìè.

4 Ìåòîä Ãàóññà

Ìåòîä Ãàóññà ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Ìåòîä ñîñòîèò â ïîñëåäî-
âàòåëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ ìàòðèöû ñèñòåìû. Ïðè ýòîì èñïîëüçóþòñÿ òðè ýëåìåíòàðíûõ ïðå-
îáðàçîâàíèÿ: òðàíñïîçèöèÿ ñòðîê, óìíîæåíèå ñòðîêè íà íåíóëåâîé êîýôôèöèåíò, ñëîæåíèå äâóõ
ñòðîê. Äëÿ óäîáñòâà äàëüíåéøåãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîâîäÿò ñ ðàñøèðåííîé
ìàòðèöåé ñèñòåìû.

Îïðåäåëåíèå 3. Ðàñøèðåííîé ìàòðèöåé ñèñòåìû (1) íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà âèäà
a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

...
...

...
am1 am2 . . . amn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
b1
b2
...
bm

 ,

âêëþ÷àþùàÿ â ñåáÿ ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé ñèñòåìû.

1Ïðè èíäåêñàöèè ýëåìåíòà ìàòðèöû âñåãäà âíà÷àëå ïèøóò íîìåð ñòðîêè, à çàòåì íîìåð ñòîëáöà.
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Ïðèìåð. Ïóñòü äàíà ñèñòåìà {
2x1 + x2 = 3,

x1 − x2 = 0.

Ìàòðèöà ýòîé ñèñòåìû A =

(
2 1
1 −1

)
. Ðàñøèðåííàÿ ìàòðèöà:

(
2 1
1 −1

∣∣∣∣ 3
0

)
.

Öåëü íàøèõ ïðåîáðàçîâàíèé � ïðèâåñòè ìàòðèöó ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó.

Îïðåäåëåíèå 4. Íàçîâåì âåäóùèì ýëåìåíòîì íåíóëåâîé ñòðîêè ìàòðèöû åå ïåðâûé îòëè÷íûé
îò íóëÿ ýëåìåíò. Ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ ñòóïåí÷àòîé, åñëè âûïîëíåíû äâà óñëîâèÿ:
1) íîìåðà âåäóùèõ ýëåìåíòîâ åå íåíóëåâûõ ñòðîê îáðàçóþò ñòðîãî âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü;
2) íóëåâûå ñòðîêè, åñëè îíè åñòü, ñòîÿò âíèçó.

Ïðèìåð. Ìàòðèöà A =

1 2 3 4
0 0 1 2
0 0 0 1

 ñòóïåí÷àòàÿ, à B =

1 2 3
0 0 1
0 0 2

 � íåò. Ó A âåäóùèå ýëåìåí-

òû ñòîÿò ïî àäðåñàì (1, 1), (2, 3) è (3, 4), ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {1, 3, 4} âîçðàñòàåò. Ó B âåäóùèå
ýëåìåíòû ñòðîê èìåþò èíäåêñû (1, 1), (2, 3) è (3, 3), ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {1, 3, 3} âîçðàñòàþùåé
íå ÿâëÿåòñÿ.

Òåîðåìà 1. Âñÿêóþ ìàòðèöó ìîæíî ïðèâåñòè ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðà-
çîâàíèÿìè åå ñòðîê.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè äàííàÿ ìàòðèöà A íóëåâàÿ, òî îíà óæå ñòóïåí÷àòàÿ. Ïóñòü A � íåíóëåâàÿ
ìàòðèöà. Òîãäà ñóùåñòâóåò íîìåð j òàêîé, ÷òî âñå ñòîëáöû ñ íîìåðàìè 1, ... j − 1 ÿâëÿþòñÿ
íóëåâûìè, à ñòîëáåö ñ íîìåðîì j �íåò (âîçìîæíî, j = 1, òî åñòü ïåðâûé ñòîëáåö óæå ÿâëÿåòñÿ
íåíóëåâûì). Ïåðåñòàâèì ñòðîêè òàê, ÷òîáû ýëåìåíò a1j 6= 0. Ïîñëå ýòîãî ê êàæäîé ñòðîêå, íà÷èíàÿ
ñî âòîðîé, ïðèáàâèì ïåðâóþ ñòðîêó, óìíîæåííóþ íà ïîäõîäÿùåå ÷èñëî, ñ òàêèì ðàñ÷åòîì, ÷òîáû
âñå ýëåìåíòû j−ãî ñòîëáöà, êðîìå a1j, ñòàëè ðàâíû íóëþ.

Ïîëó÷èì ìàòðèöó âèäà 
0 0 . . . a1j a1j+1 . . . a1n
0 0 . . . 0 a2j+1 . . . a2n
...

... . . .
...

... . . .
...

0 0 . . . 0 amj+1 . . . amn

 .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç A1 ìàòðèöó, ñòîÿùóþ â ïðàâîì íèæíåì óãëó: A1 =

a2j+1 . . . a2n
... . . .

...
amj+1 . . . amn

 è ïðè-

ìåíèì ê íåé ðàññóæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå ïðèâåäåííûì âûøå. È òàê äàëåå, çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ
ïðèäåì ê ñòóïåí÷àòîé ìàòðèöå.

Òåîðåìà 2 (ðàâíîñèëüíîñòü ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ïðè ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ).
Ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ïîëó÷åííàÿ èç äàííîé ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé
ðàñøèðåííîé ìàòðèöû ñèñòåìû, ýêâèâàëåíòíà èñõîäíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ñèñòåìà, ïîëó÷åííàÿ èç äàííîé êàêèì-ëèáî ýëåìåí-
òàðíûì ïðåîáðàçîâàíèåì, ýêâèâàëåíòíà èñõîäíîé. Ðàññìîòðèì âñå òðè òèïà ýëåìåíòàðíûõ ïðåîá-
ðàçîâàíèé.
1) Òðàíñïîçèöèÿ ñòðîê ñîîòâåòñòâóåò ïåðåñòàíîâêå ìåñòàìè äâóõ óðàâíåíèé. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî íå
ìåíÿåò ìíîæåñòâà ðåøåíèé ñèñòåìû.
2) Óìíîæåíèå ñòðîêè íà íåíóëåâîå ÷èñëî ñîîòâåòñòâóåò óìíîæåíèþ îáåèõ ÷àñòåé óðàâíåíèÿ íà
îäíî è òî æå íåíóëåâîå ÷èñëî. Óðàâíåíèå, ïîëó÷åííîå ïðè ýòîì, ýêâèâàëåíòíî èñõîäíîìó, ñëåäî-
âàòåëüíî, è ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû íå èçìåíèòñÿ.
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3) Ñëîæåíèå äâóõ ñòðîê ñîîòâåòñòâóåò ñëîæåíèþ äâóõ óðàâíåíèé ñèñòåìû. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó,
ñîñòîÿùóþ òîëüêî èç ýòèõ äâóõ óðàâíåíèé. Åñëè ìû îäíî èç óðàâíåíèé îñòàâèì áåç èçìåíåíèé, à
âìåñòî äðóãîãî ðàññìîòðèì ñóììó èñõîäíûõ óðàâíåíèé, òî ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà áóäåò ýêâèâàëåíòíà
èñõîäíîé. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè íàáîð x1, . . . , xn ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì êàæäîãî èç äâóõ óðàâíåíèé,
òî îí ÿâëÿåòñÿ è ðåøåíèåì èõ ñóììû è ðàçíîñòè. Çíà÷èò, è ïðè ýëåìåíòàðíîì ïðåîáðàçîâàíèè
òðåòüåãî òèïà ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû íå ìåíÿåòñÿ.
Ïðèìåð. Ðåøèì ñèñòåìó: 

2x1 − x2 − 3x3 = 3,

x1 + x2 + 2x3 = 1,

−x1 + 2x2 + x3 = 2.

Çàïèøåì ðàñøèðåííóþ ìàòðèöó ñèñòåìû è ïðîäåëàåì ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñòðîê: 2 −1 −3
1 1 2
−1 2 1

∣∣∣∣∣∣
3
1
2

 −→ ìåíÿåì ìåñòàìè ïåðâóþ è âòîðóþ ñòðî÷êè −→

 1 1 2
2 −1 −3
−1 2 1

∣∣∣∣∣∣
1
3
2

 −→
−→ ïðèáàâëÿåì ê òåðòüåé ñòðî÷êå ïåðâóþ, à èç âòîðîé âû÷èòàåì ïåðâóþ, óìíîæåííóþ íà äâà −→

−→

1 1 2
0 −3 −7
0 3 3

∣∣∣∣∣∣
1
1
3

 −→ äåëèì òðåòüþ ñòðî÷êó íà òðè, ìåíÿåì å¼ ìåñòàìè ñî âòîðîé −→

−→

1 1 2
0 1 1
0 −3 −7

∣∣∣∣∣∣
1
1
1

 −→ äîáàâèì ê òðåòüåé ñòðî÷êå âòîðóþ, óìíîæåííóþ íà òðè −→

−→

1 1 2
0 1 1
0 0 −4

∣∣∣∣∣∣
1
1
4

 −→ äåëèì òðåòüþ ñòðî÷êó íà ÷åòûðå −→

1 1 2
0 1 1
0 0 −1

∣∣∣∣∣∣
1
1
1


Ïîëó÷èëàñü ñòóïåí÷àòàÿ ìàòðèöà! Çàïèñûâàåì ñèñòåìó ñ íîâîé ìàðèöåé, âèäèì, ÷òî îíà çàìåòíî
óïðîñòèëàñü: 

x1 + x2 + 2x3 = 1,

x2 + x3 = 1,

−x3 = 1

⇔


x1 = 1,

x2 = 2,

x3 = −1.

Çàìå÷àíèå. Êâàäðàòíóþ ìàòðèöó, ó êîòîðîé íà ãëàâíîé äèàãîíàëè ñòîÿò ÷èñëà, îòëè÷íûå îò
íóëÿ, à ïîä ãëàâíîé äèàãîíàëüþ � íóëè, íàçûâàþò íåâûðîæäåííîé âåðõíåé òðåóãîëüíîé. Åñëè
ïîñëå ïðèâåäåíèÿ ìàòðèöû ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó ïîëó÷èëàñü íåâû-
ðîæäåííàÿ âåðõíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà, òî åå ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñòðîê ìîæíî
ïðèâåñòè ê åäèíè÷íîé. À èìåííî, ñíà÷àëà ê êàæäîé ñòðîêå, êðîìå ïîñëåäíåé, ïðèáàâèì ïîñëåä-
íþþ ñòðîêó ñ òàêèì êîýôôèöèåíòîì, ÷òîáû âñå ýëåìåíòû ïîñëåäíåãî ñòîëáöà, êðîìå ïîñëåäíåãî,
ñòàëè ðàâíû íóëþ. Çàòåì òàêèì æå îáðàçîì ñäåëàåì ðàâíûìè íóëþ âñå ýëåìåíòû ïðåäïîñëåä-
íåãî ñòîëáöà, êðîìå ïðåäïîñëåäíåãî. È òàê äàëåå, â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó.
Óìíîæà åå ñòðîêè íà ïîäõîäÿùèå ÷èñëà, ïîëó÷èì åäèíè÷íóþ ìàòðèöó. Ýòîò ïðîöåññ íàçûâàåòñÿ
îáðàòíûì õîäîì ìåòîäà Ãàóññà. Òåïåðü îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû ïðîñòî ñ÷èòûâàåòñÿ ñ ïîëó÷åííîé
ìàòðèöû.

Ïðèìåð. Âîçüìåì ñòóïåí÷àòóþ ìàòðèöó èç ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà è ïðîâåäåì îáðàòíûé õîä ìå-
òîäà Ãàóññà:1 1 2

0 1 1
0 0 −1

∣∣∣∣∣∣
1
1
1

 −→
1 1 0

0 1 0
0 0 −1

∣∣∣∣∣∣
3
2
1

 −→
1 0 0

0 1 0
0 0 −1

∣∣∣∣∣∣
1
2
1

 −→
1 0 0

0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣
1
2
−1

 .

Îòñþäà ñðàçó ïîëó÷àåì ðåøåíèå x1 = 1, x2 = 2, x3 = −1.
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Ëåêöèÿ 2

Îïðåäåëèòåëè

5 Îïðåäåëèòåëü êâàäðàòíîé ìàòðèöû

Äàäèì ñíà÷àëà îáùåå îïðåäåëåíèå îïðåäåëèòåëÿ êâàäðàòíîé ìàòðèöû ðàçìåðà n× n.

Îïðåäåëåíèå 5. Ïåðåñòàíîâêîé èç n ýëåìåíòîâ íàçûâàåòñÿ íàáîð (k1, k2, . . . , kn) ÷èñåë 1, 2, . . . , n,
ðàñïîëîæåííûõ â êàêîì-ëèáî ïîðÿäêå. Ïåðåñòàíîâêà (1, 2, . . . , n) íàçûâàåòñÿ òðèâèàëüíîé.

Ãîâîðÿò, ÷òî ïàðà ÷èñåë îáðàçóåò èíâåðñèþ â çàäàííîé ïåðåñòàíîâêå, åñëè áîëüøåå èç íèõ
ñòîèò ëåâåå ìåíüøåãî. Ïåðåñòàíîâêà íàçûâàåòñÿ ÷åòíîé (íå÷åòíîé), åñëè ÷èñëî èíâåðñèé â íåé
÷åòíî (íå÷åòíî).

Ïðèìåð. Ïåðåñòàíîâêà (3, 2, 1) èìååò òðè èíâåðñèè: 2 < 3, 1 < 3 è 1 < 2, è ïîòîìó íå÷åòíà.
Ïåðåñòàíîâêà (2, 1, 4, 3) èìååò äâå èíâåðñèè è ïîòîìó ÷åòíà.

Îïðåäåëåíèå 6. Îïðåäåëèòåëåì (äåòåðìèíàíòîì) êâàäðàòíîé ìàòðèöû A = (aij), 1 ≤ i, j ≤ n,
íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

detA = |A| =
∑

(k1,k2,...,kn)

(−1)N(k1,k2,...,kn) · a1k1a2k2 . . . ankn , (2)

ãäå ñóììèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ïî âñåì ïåðåñòàíîâêàì (k1, k2, . . . , kn) ÷èñåë 1, 2, . . . , n, à âûðàæå-
íèå N(k1, k2, . . . , kn) îçíà÷àåò ÷èñëî èíâåðñèé â ïåðåñòàíîâêå (k1, k2, . . . , kn).

Ýòî îïðåäåëåíèå òÿæåëî äëÿ ïðèìåíåíèÿ íà ïðàêòèêå, ïîýòîìó óäîáíî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþ-
ùèå ôîðìóëû:
� Äëÿ ìàòðèö ðàçìåðà 2× 2: ∣∣∣∣a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ = a11a22 − a12a21

(ëåãêî çàïîìíèòü: ðèñóåì àíäðååâñêèé ôëàã, ÷èñëà íà äèàãîíàëÿõ ïåðåìíîæàåì, èç ïåðâîãî ïðî-
èçâåäåíèÿ âû÷èòàåì âòîðîå).
Ïðèìåð. ∣∣∣∣1 2

3 4

∣∣∣∣ = 1 · 4− 3 · 2 = −2.

� Äëÿ ìàòðèö 3× 3∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ = a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32 − a13a22a31 − a12a21a33 − a11a23a32

(òîæå íåñëîæíî çàïîìíèòü: äîïèñûâàåì ê ìàòðèöå ñïðàâà ïåðâûé è âòîðîé åå ñòîëáöû, ðèñóåì
òðè àíäðååâñêèõ ôëàãà, ÷èñëà íà äèàãîíàëÿõ ïåðåìíîæàåì, èç êàæäîãî ïåðâîãî ïðîèçâåäåíèÿ
âû÷èòàåì âòîðîå).
� Äëÿ ìàòðèö ðàçìåðà 4× 4 è áîëüøå ìîæíî èñïîëüçîâàòü ðàçëîæåíèå ïî ñòîëáöó (ñòðîêå).

Îïðåäåëåíèå 7. Àëãåáðàè÷åñêèì äîïîëíåíèåì ê ýëåìåíòó aij êâàäðàòíîé ìàòðèöû A íàçûâà-
åòñÿ ÷èñëî Aij = (−1)i+jMij, ãäå Mij � îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû, ïîëó÷åííîé èç A âû÷åðêèâàíèåì
i�òîé ñòðîêè è j�òîãî ñòîëáöà. ×èñëà Mij íàçûâàþòñÿ ìèíîðàìè ìàòðèöû A. Òàêæå ìèíî-
ðàìè ìàòðèöû íàçûâàþòñÿ îïðåäåëèòåëè âñåõ ìàòðèö, ïîëó÷åííûõ èç äàííîé âû÷åðêèâàíèåì
ïðîèçâîëüíûõ k ñòðîê è k ñòîëáöîâ. Ïîðÿäêîì ìèíîðà íàçûâàåòñÿ ðàçìåð êâàäðàòíîé ìàòðèöû,
ïîëó÷åííîé ïîñëå âû÷åðêèâàíèÿ.
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Ïðèìåð. Ó ìàòðèöû A =

1 2 2
0 1 −1
0 2 0

 åñòü äåâÿòü ìèíîðîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà � ñîáñòâåííî, ýëå-

ìåíòû ìàòðèöû: 1, 2, 2, 0, 1, −1, 0, 2, 0;
äåâÿòü ìèíîðîâ âòîðîãî ïîðÿäêà:

M3 3 =

∣∣∣∣1 2
0 1

∣∣∣∣ = 1, M + 3 2 =

∣∣∣∣1 2
0 −1

∣∣∣∣ = −1, M3 1 =

∣∣∣∣2 2
1 −1

∣∣∣∣ = −4,

M2 3 =

∣∣∣∣1 2
0 2

∣∣∣∣ = 2,M2 2 =

∣∣∣∣1 2
0 0

∣∣∣∣ = 0, M2 1 =

∣∣∣∣2 2
2 0

∣∣∣∣ = −4,

M1 3 =

∣∣∣∣0 1
0 2

∣∣∣∣ = 0, M1 2 =

∣∣∣∣0 −1
0 0

∣∣∣∣ = 0, M1 1 =

∣∣∣∣1 −1
2 0

∣∣∣∣ = 2;

îäèí ìèíîð òðåòüåãî ïîðÿäêà:

detA =

∣∣∣∣∣∣
1 2 2
0 1 −1
0 2 0

∣∣∣∣∣∣ = 0 + 0 + 0− 0 + 2− 0 = 2.

Òåîðåìà 3 (ðàçëîæåíèå îïðåäåëèòåëÿ ïî ñòîëáöó (ñòðîêå)). Äëÿ ëþáîé êâàäðàòíîé ìàòðèöû A:

detA =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
n∑

j=1

ajkAjk =
n∑

j=1

akjAkj,

ãäå k � ëþáîå ÷èñëî îò 1 äî n, Ajk � àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå ê ýëåìåíòó ajk.

Äîêàçàòåëüñòâî.2 Ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ïåðâîé ñòðîêè. Ñóììà (2) ñîäåðæèò n! ñëàãà-
åìûõ (÷èñëî ïåðåñòàíîâîê íà n ýëåìåíòàõ). Êàæäîå ñëàãàåìîå åñòü ïðîèçâåäåíèå n ÷èñåë. Ýòî
ïðîèçâåäåíèå ñîñòàâëÿåòñÿ òàê: â êàæäîé ñòðîêå ìàòðèöû âûáèðàåòñÿ ðîâíî îäíî ÷èñëî, ïðè÷åì
òàê, ÷òîáû âñå âûáðàííûå ÷èñëà ñòîÿëè â ðàçíûõ ñòîëáöàõ. Òåïåðü ïîéìåì, êàêèå ñëàãàåìûå ñî-
äåðæàò ìíîæèòåëü a11. ßñíî, ÷òî äðóãèå ìíîæèòåëè â òàêîì ñëàãàåìîì âûáèðàþòñÿ óæå èç íå
ïåðâîé ñòðîêè è íå ïåðâîãî ñòîëáöà. Ïðè÷åì ïåðåáèðàþòñÿ âñå âîçìîæíûå òàêèå âàðèàíòû âû-
áîðà. Ïðè ýòîì ÷èñëî èíâåðñèé â ïåðåñòàíîâêå (1, k2, . . . , kn) î÷åâèäíî ðàâíî ÷èñëó èíâåðñèé â
ïåðåñòàíîâêå (k2, . . . , kn). Çíà÷èò, ãðóïïèðóÿ â ñóììå (2) ñëàãàåìûå ñ ìíîæèòåëåì a11 è âûíîñÿ åãî
â ýòîé ãðóïïå çà ñêîáêó, ïîëó÷èì â ñêîáêàõM11. Òåïåðü ñãðóïïèðóåì âñå ñëàãàåìûå ñ ìíîæèòåëåì
a12. Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëî èíâåðñèé â ïåðåñòàíîâêå (2, k2, . . . , kn) îòëè÷àåòñÿ îò ÷èñëà èíâåðñèé â
ïåðåñòàíîâêå (k2, . . . , kn) ðîâíî íà îäíó (èíâåðñèÿ 2 < 1). Íó à ìíîæèòåëè â òàêèõ ïðîèçâåäå-
íèÿõ âûáèðàþòñÿ íå èç ïåðâîé ñòðîêè è íå èç âòîðîãî ñòîëáöà. Ïîëó÷àåì −a12M12. Äàëåå âñå
àíàëîãè÷íî. Â ðåçóëüòàòå ìû ïðåäñòàâèì ñóììó (2) â âèäå

detA = a11M11 − a12M12 + a13M13 − · · · =
n∑

j=1

a1jA1j.

2Ïðè ïåðâîì ïðî÷òåíèè ýòî äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî ïðîïóñòèòü.
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Ïðèìåð. ∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 0 −1 2
0 1 2 0
1 3 −2 0
2 −2 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (ðàçëîæåíèå ïî ïîñëåäíåìó ñòîëáöó) =

= 2 · (−1)4+1

∣∣∣∣∣∣
0 1 2
1 3 −2
2 −2 1

∣∣∣∣∣∣+ 0 + 0 + 1 · (−1)4+4

∣∣∣∣∣∣
−1 0 −1
0 1 2
1 3 −2

∣∣∣∣∣∣ =

= −2(0− 4− 4− 12− 0− 1) + (2 + 0 + 0 + 1 + 6 + 0) = 42 + 9 = 51.

Êàê âèäèì, óäîáíåå ðàñêëàäûâàòü ïî òîé ñòðîêå (ñòîëáöó), êîòîðàÿ ñîäåðæèò áîëüøîå êîëè÷åñòâî
íóëåé.

Ïðåæäå, ÷åì îáñóæäàòü ñâîéñòâà îïðåäåëèòåëåé, ïîãîâîðèì î òîì, îòêóäà âîçíèê ýòîò îáúåêò
è äëÿ ÷åãî îí íóæåí. Ïîÿñíèì íà ãåîìåòðè÷åñêèõ ïðèìåðàõ.

à) Ðàññìîòðèì ïàðó íåêîëëèíåàðíûõ âåêòîðîâ íà ïëîñêîñòè ~a1 = {a11, a12} è ~a2 = {a21, a22}.
Çàìåòèì ñðàçó, ÷òî åñëè îáîçíà÷èòü ~e1 = {1, 0}, ~e2 = {0, 1}, òî ìîæíî çàïèñàòü:

~a1 = a11~e1 + a12~e2, ~a2 = a21~e1 + a22~e2.

Íàçîâåì ïàðó (~a1,~a2) ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííîé, åñëè ïîâîðîò îò ~a1 ê ~a2 íà óãîë, ìåíüøèé
π, ïðîèñõîäèò â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè (ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè).

Îáîçíà÷èì òåïåðü ÷åðåç S{~a1,~a2} îðèåíòèðîâàííóþ ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà, íàòÿíóòîãî
íà âåêòîðû ~a1 è ~a2 (òî åñòü ïëîùàäü, âçÿòóþ ñî çíàêîì ¾+¿, åñëè ïàðà (~a1,~a2) îðèåíòèðîâàíà
ïîëîæèòåëüíî, è ñî çíàêîì ¾−¿ èíà÷å). Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè âåêòîðû ~a1 è ~a2 êîëëèíåàðíû, òî
S{~a1,~a2} = 0. Òàêèì îáðàçîì, âåëè÷èíà S{~a1,~a2} ÿâëÿåòñÿ ìåðîé íåêîëëèíåàðíîñòè (ëèíåéíîé
íåçàâèñèìîñòè) âåêòîðîâ ~a1 è ~a2. Êðîìå òîãî, îíà îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. S{~a1,~a2} ëèíåíéíà ïî ~a1 è ~a2;

2. S{~a2,~a1} = −S{~a1,~a2};

3. S{~e1, ~e2} = 1.

Âòîðîå è òðåòüå ñâîéñòâà î÷åâèäíû, ïðîâåðèì ïåðâîå. Ïðåäñòàâèì ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà
êàê ïðîèçâåäåíèå ñòîðîíû íà âûñîòó: S = |~a1| · h2, ãäå h2 � ïðîåêöèÿ âåêòîðà ~a2 íà ïðÿìóþ,
îðòîãîíàëþíóþ âåêòîðó ~a1. Ïîñêîëüêó îïåðàöèÿ ïðîåêòèðîâàíèÿ îáëàäàåò ñâîéñòâîì ëèíåéíîñòè,
òî ïëîùàäü ëèíåéíà ïî ~a2. Àíàëîãè÷íî äëÿ ~a1.

Ïîëüçóÿñü ñâîéñòâàìè 1 � 3, ìîæåì âû÷èñëèòü S{~a1,~a2}. Äåéñòâèòåëüíî,

S{~a1,~a2} = S{a11~e1 + a12~e2, a21~e1 + a22~e2} = S{a11~e1, a21~e1}+ S{a12~e2, a21~e1}+ S{a11~e1, a22~e2}+
+S{a12~e2, a22~e2} = a11a21S{~e1, ~e1}+ a12a21S{~e2, ~e1}+ a11a22S{~e1, ~e2}+ a12a22S{~e2, ~e2} =

0− a12a21S{~e1, ~e2}+ a11a22S{~e1, ~e2}+ 0 = a11a22 − a12a21.

Âèäèì, ÷òî îðèåíòèðîâàííàÿ ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà, íàòÿíóòîãî íà âåêòîðû ~a1 è ~a2, â òî÷íî-
ñòè ñîâïàäàåò ñ îïðåäåëèòåëåì ìàòðèöû, ñîñòàâëåííîé èç êîîðäèíàò ýòèõ âåêòîðîâ:

S{~a1,~a2} = det

(
a11 a12
a21 a22

)
.

á) Íàçîâåì òðîéêó âåêòîðîâ (~a1,~a2,~a3) â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðî-
âàííîé, åñëè ïîâîðîò îò ~a1 ê ~a2 ïðîèñõîäèò â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè ïðè âçãëÿäå ñ êîíöà
âåêòîðà ~a3. Îáîçíà÷èì ÷åðåç V {~a1,~a2,~a3} îðèåíòèðîâàííûé îáúåì ïàðàëëåëåïèïåäà, íàòÿíóòîãî
íà âåêòîðû ~a1, ~a2, ~a3 â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îí îáëàäàåò ñâîéñòâàìè:
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1. ëèíååí ïî êàæäîìó èç àðãóìåíòîâ ~a1, ~a2, ~a3;

2. ìåíÿåò çíàê ïðè ïåðåñòàíîâêå ëþáûõ äâóõ àðãóìåíòîâ;

3. V {~e1, ~e2, ~e3} = 1,

ãäå ~e1 = {1, 0, 0}, ~e2 = {0, 1, 0}, ~e3 = {0, 0, 1}. Ïîëüçóÿñü ýòèìè ñâîéñòâàìè ìîæåì âû÷èñëèòü
V {~a1,~a2,~a3} è óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî îí â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ îïðåäåëèòåëåì ìàòðèöû A, â êîòîðîé
ïî ñòðîêàì çàïèñàíû êîîðäèíàòû âåêòîðîâ ~a1, ~a2, ~a3. ßñíî, ÷òî V {~a1,~a2,~a3} 6= 0 òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà âåêòîðû ~a1, ~a2, ~a3 íåêîìïëàíàðíû (ëèíåéíî íåçàâèñèìû).

� Ñâîéñòâà îïðåäåëèòåëÿ.
1) Ïðè òðàíñïîíèðîâàíèè ìàòðèö åå îïðåäåëèòåëü íå ìåíÿåòñÿ. Ñâîéñòâà ñòðîê è ñòîëáöîâ îäè-
íàêîâû.
2) Åñëè âñå ýëåìåíòû êàêîé-ëèáî ñòðîêè (ñòîëáöà) ìàòðèöû ðàâíû íóëþ, òî åå îïðåäåëèòåëü ðàâåí
íóëþ.
3) Åñëè âñå ýëåìåíòû íåêîòîðîé ñòðîêè (ñòîëáöà) ìàòðèöû óìíîæèòü íà ÷èñëî λ 6= 0, òî åå îïðå-
äåëèòåëü òîæå óìíîæèòñÿ íà ÷èñëî λ.
4) Ïðè ïåðåñòàíîâêå ëþáûõ äâóõ ñòðîê (ñòîëáöîâ) ìàòðèöû åå îïðåäåëèòåëü ìåíÿåò çíàê íà ïðî-
òèâîïîëîæíûé.
5) Åñëè ìàòðèöà ñîäåðæèò äâå îäèíàêîâûå ñòðîêè (ñòîëáöà), òî åå îïðåäåëèòåëü ðàâåí íóëþ. Åñëè
ìàòðèöà ñîäåðæèò äâå ïðîïîðöèîíàëüíûå ñòðîêè (ñòîëáöà), òî åå îïðåäåëèòåëü ðàâåí íóëþ.
6) Åñëè ê îäíîé èç ñòðîê (ñòîëáöîâ) ìàòðèöû ïðèáàâèòü äðóãóþ ñòðîêó (ñòîëáåö), óìíîæåííóþ
íà ÷èñëî λ 6= 0, òî îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû íå èçìåíèòñÿ.
7) Îïðåäåëèòåëü ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ èõ îïðåäåëèòåëåé:

det(A ·B) = detA · detB.

8) (¾ôàëüøèâîå¿ ðàçëîæåíèå ïî ñòîëáöó èëè ñòðîêå) Äëÿ ëþáîé êâàäðàòíîé ìàòðèöû A:

n∑
j=1

ajkAjl =
n∑

j=1

akjAlj = 0, åñëè k 6= l.

9) Îïðåäåëèòåëü âåðõíåòðåóãîëüíîé è íèæíåòðåóãîëüíîé ìàòðèöû ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ åå äèàãî-
íàëüíûõ ýëåìåíòîâ.
Äëÿ ìàòðèö 2×2 è 3×3 âñå ýòè ñâîéñòâà ìîæíî ïðîâåðèòü íåïîñðåäñòâåííûìè âû÷èñëåíèÿìè. Äî-
êàçàòåëüñòâà äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ ïðèâåäåíû íèæå (ïðè ïåðâîì ïðî÷òåíèè èõ ìîæíî ïðîïóñòèòü).
Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Äëÿ ìàòðèö 2× 2 î÷åâèäíî, à äàëåå ïî èíäóêöèè. Ðàçëîæèì îïðåäåëèòåëü
ìàòðèöû ðàçìåðà n×n ïî ïåðâîé ñòðîêå detA =

∑n
j=1(−1)1+ja1jM1j, à îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû AT

ïî ïåðâîìó ñòîëáöó detAT =
∑n

j=1(−1)1+ja1jM
T
j1. Äëÿ ìàòðèö ðàçìåðà (n−1)× (n−1) ìû ñ÷èòàåì

ñâîéñòâî äîêàçàííûì, ò.å. MT
j1 = M1j.

2) Ðàçëîæèì îïðåäåëèòåëü ïî ýòîé ñòðîêå (ñòîëáöó) è ïîëó÷èì íîëü.
3) Ðàçëîæèì îïðåäåëèòåëü ïî ýòîé ñòðîêå (ñòîëáöó) è óâèäèì, ÷òî êàæäîå ñëàãàåìîå ïðèîáðåëî
ìíîæèòåëü λ.
4) Ïóñòü ìàòðèöà A′ ïîëó÷åíà èç ìàòðèöû A ïåðåñòàíîâêîé i�îé è j�îé ñòðîê, i < j. Â ñóììå (2)
äëÿ detA′ ïðîèçâåäåíèÿ áóäóò îòëè÷àòüñÿ îò ïðîèçâåäåíèé ñóììû detA ïåðåñòàíîâêîé ìíîæèòå-
ëåé, ò.å. áóäóò ñîâïàäàòü. À âîò çíàê ïåðåä ýòèìè ïðîèçâåäåíèÿìè áóäåò äðóãîé. ×òîáû ýòî ïîíÿòü,
íàäî çàìåòèòü, ÷òî ÷èñëî èíâåðñèé â ïåðåñòàíîâêå (k1, . . . , ki−1, ki, ki+1, . . . , kj−1, kj, kj+1, . . . , kn) îò-
ëè÷àåòñÿ îò ÷èñëà èíâåðñèé â ïåðåñòàíîâêå (k1, . . . , ki−1, kj, ki+1, . . . , kj−1, ki, kj+1, . . . , kn) ðîâíî íà
2(j − i) + 1, ò.å. íà íå÷åòíîå ÷èñëî.3

5) Ïîìåíÿåì ìåñòàìè îäèíàêîâûå ñòðîêè. Ñ îäíîé ñòîðîíû, îïðåäåëèòåëü íå äîëæåí èçìåíèòüñÿ
(ïîñêîëüêó íå èçìåíèëàñü ìàòðèöà). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îí äîëæåí ïîìåíÿòü çíàê (ñâîéñòâî 4).

3Ïîïðîáóéòå äîêàçàòü ýòî ñàìîñòîÿòåëüíî, åñëè î÷åíü õî÷åòñÿ.
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Ñëåäîâàòåëüíî, îí ðàâåí íóëþ. Âòîðîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ïåðâîãî è èç ñâîéñòâà 3).
6) Ïóñòü j�àÿ ñòðîêà ìàòðèöû A′ åñòü ñóììà i�îé (óìíîæåííîé íà λ) è j�îé ñòðîêè ìàòðèöû A.
Ðàçëîæèì detA′ ïî j�îé ñòðîêå detA′ =

∑n
j=1(ajk +λaik)Ajk è ïîëó÷èì äâå ñóììû � ïåðâàÿ ðàâíà

detA, à âòîðàÿ ðàâíà îïðåäåëèòåëþ ìàòðèöû, ó êîòîðîé j�àÿ ñòðîêà ðàâíà i�îé, óìíîæåííîé íà
λ. Ïî ñâîéñòâó 5) òàêîé îïðåäåëèòåëü ðàâåí íóëþ.
7) Ïîëîæèì C = AB. Ïóñòü äëÿ ïðîñòîòû ìàòðèöà A íåâûðîæäåíà. Âñïîìíèì, ÷òî òàêóþ ìàò-
ðèöó A ìû ìîæåì ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ïðèâåñòè ê åäèíè÷íîé. Êàæäîå ýëåìåíòàð-
íîå ïðåîáðàçîâàíèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå óìíîæåíèÿ íà ìàòðèöó ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, ò.å.
C = M1 . . .MNB. Çàìåòèì, ÷òî îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû, îòâå÷àþùåé çà óìíîæåíèå ñòðîêè íà λ, ðà-
âåí λ. Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû, îòâå÷àþùåé çà ïåðåñòàíîâêó ñòðîê, ðàâåí −1. Îïðåäåëèòåëü ìàòðè-
öû, îòâå÷àþùåé çà ñëîæåíèå ñòðîê, ðàâåí 1. Íî èçìåíåíèå îïðåäåëèòåëÿ ïðè ýëåìåíòàðíûõ ïðåîá-
ðàçîâàíèÿõ ìû óæå çíàåì (ñâîéñòâà 3), 4) è 6)). Ïîëó÷àåì detA = detM1·· · ··detMN . Òî÷íî òàê æå,
ïðîèçâåäåíèåM1 . . .MNB åñòü ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ óæå ê ìàòðèöå B ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâà-
íèé (ïðàâäà â îáðàòíîì ïîðÿäêå). Òîãäà det(M1 . . .MNB) = detM1 ·· · ··detMN ·detB = detA·detB.
8) Ñðàçó ñëåäóåò èç òåîðåìû 3 î ðàçëîæåíèè îïðåäåëèòåëÿ ïî ñòîëáöó (ñòðîêå) è ñâîéñòâà 5).
9) Ýòî ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ: â óêàçàííîé â îïðåäåëåíèè ñóììå ìîæåò áûòü
òîëüêî îäíî íåíóëåâîå ñëàãàåìîå, îòâå÷àþùåå òðèâèàëüíîé ïåðåñòàíîâêå.

� Âû÷èñëåíèå îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Ãàóññà.
Ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ïðèâîäèì ìàòðèöó ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó. Êàê ïðè ýòîì ìåíÿ-
åòñÿ îïðåäåëèòåëü, ìû çíàåì èç ñâîéñòâ 3), 4) è 6). Êâàäðàòíàÿ ñòóïåí÷àòàÿ ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ
âåðõíåòðåóãîëüíîé. Îïðåäåëèòåëü òàêîé ìàòðèöû åñòü ïðîñòî ïðîèçâåäåíèå åå äèàãîíàëüíûõ ýëå-
ìåíòîâ. Òîãäà îïðåäåëèòåëü èñõîäíîé ìàòðèöû ðàâåí îïðåäåëèòåëþ ïîëó÷åííîé, ñ ó÷¼òîì âñåõ
ïðåîáðàçîâàíèé.
Ïðèìåð.

A =

∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 0 −1 2
0 1 2 0
1 3 −2 0
2 −2 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = ìåíÿåì ìåñòàìè 1�þ è 3�þ ñòðîêè = −

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 3 −2 0
0 1 2 0
−1 0 −1 2
2 −2 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

= ê 3�é ñòðîêå ïðèáàâëÿåì 1�þ, èç 4�é âû÷èòàåì óäâîåííóþ 1�þ = −

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 3 −2 0
0 1 2 0
0 3 −3 2
0 −8 5 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

= èç 3�é ñòðîêè âû÷èòàåì òðè 2�õ, ê 4�é ïðèáàâëÿåì âîñåìü 2�õ−

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 3 −2 0
0 1 2 0
0 0 −9 2
0 0 21 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

= ê 4�é ñòðîêå ïðèáàâëÿåì 3�þ, óìíîæåííóþ íà
7

3
= −

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 3 −2 0
0 1 2 0
0 0 −9 2
0 0 0 17/3

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

= −(1) · (1) · (−9) · (17/3) = 51.
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Ëåêöèÿ 3

Ðåøåíèå óðàâíåíèé ñ ïîìîùüþ ìàòðèö

6 Ìåòîä Êðàìåðà

Îïðåäåëåíèå 8. Ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íàçûâàåòñÿ ñîâìåñòíîé, åñëè ó íåå ñóùåñòâó-
åò õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå. Ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ îïðåäåëåííîé, åñëè åå ðåøåíèå ñóùåñòâóåò è
åäèíñòâåííî.

Åñòü íåñêîëüêî ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Ïåðâûé èç íèõ
íàçûâàåòñÿ ìåòîäîì Êðàìåðà. Îí áàçèðóåòñÿ íà âû÷èñëåíèè îïðåäåëèòåëåé, ñîñòàâëåííûõ ñïåöè-
àëüíûì îáðàçîì èç êîýôôèöèåíòîâ ñèñòåìû.

Ðàññìîòðèì âíà÷àëå ñèñòåìó èç äâóõ óðàâíåíèé ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè:{
a11x1 + a12x2 = b1,

a21x1 + a22x2 = b2.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìàòðèöà ñèñòåìû A =

(
a11 a12
a21 a22

)
îòëè÷íà îò íóëåâîé, èíà÷å ðåøàòü íå÷åãî.

Âû÷èñëèì âñïîìîãàòåëüíûå îïðåäåëèòåëè:

∆ =

∣∣∣∣a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣ = a11a22 − a12a21,

∆1 =

∣∣∣∣b1 a12
b2 a22

∣∣∣∣ = b1a22 − a12b2,

∆2 =

∣∣∣∣a11 b1
a21 b2

∣∣∣∣ = b2a11 − b1a21.

Âîçìîæíû ñëåäóþùèå ñëó÷àè:

1)

{
∆ = 0

(∆1)
2 + (∆2)

2 6= 0
=⇒ ñèñòåìà íåñîâìåñòíà (ðåøåíèé íåò),

2)

{
∆ = 0

∆1 = ∆2 = 0
=⇒ ñèñòåìà ñîâìåñòíà, íî íå îïðåäåëåíà (ðåøåíèé áåñêîíå÷íî ìíîãî),

3) ∆ 6= 0 =⇒ ñèñòåìà ñîâìåñòíà è èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå:


x1 =

∆1

∆
,

x2 =
∆2

∆
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ñíà÷àëà ∆ = 0. Òàê êàê ìàòðèöà ñèñòåìû íåíóëåâàÿ, òî ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî ïåðâàÿ ñòðîêà ìàòðèöû íåíóëåâàÿ (èíà÷å ïîìåíÿåì óðàâíåíèÿ ìåñòàìè). Ìîæíî äàæå ñ÷èòàòü,
÷òî a11 6= 0 (èíà÷å ïåðåíóìåðóåì ïåðåìåííûå â îáðàòíîì ïîðÿäêå). Ðàâåíñòâî ∆ = 0 îçíà÷àåò, ÷òî
a21 = ka11, a22 = ka12 äëÿ íåêîòîðîãî k ∈ R. Åñëè b2 = kb1, òî âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû ïðîñòî
ïîâòîðÿåò ïåðâîå. Òîãäà âòîðîå óðàâíåíèå ìîæíî îòáðîñèòü, à ðåøåíèé ó ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ñ
äâóìÿ ïåðåìåííûìè áåñêîíå÷íî ìíîãî. Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà ñîâìåñòíà, íî íå îïðåäåëåíà.
Åñëè b2 6= kb1, òî âû÷òåì èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîå, óìíîæåííîå íà k, ïîëó÷èì ðàâåíñòâî
0 = b2 − kb1 6= 0. Ñèñòåìà íåñîâìåñòíà.
Åñëè ∆ 6= 0, òî ëåâûå ÷àñòè óðàâíåíèé íå ÿâëÿþòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíûìè, è ìîæåì ðåøèòü ñèñòåìó
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ìåòîäîì àëãåáðàè÷åñêîãî ñëîæåíèÿ:

{
a11x1 + a12x2 = b1,

a21x1 + a22x2 = b2
⇔

{
a11a21x1 + a12a21x2 = a21b1,

−a11a21x1 − a11a22x2 = −a11b2
⇔


x1 =

a22b1 − a12b2
a11a22 − a12a21

=
∆1

∆
,

x2 =
a11b2 − a21b1
a11a22 − a12a21

=
∆2

∆
.

Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ìîæíî ïðèìåíÿòü ê ñèñòåìàì ëþáîãî ðàçìåðà n× n
a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn = b1,

a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn = b2,
...

...
...

...
...

am1x1 + am2x2 + . . . + amnxn = bm.

(3)

Ïðèìåð. Ïðîäåìîíñòðèðóåì íà ïðèìåðå ñèñòåìû ðàçìåðà 3× 3
x1 + 2x2 + x3 = 1

−x1 + x2 + 2x3 = −1

2x1 − x2 + x3 = 0

∆ =

∣∣∣∣∣∣
1 2 1
−1 1 2
2 −1 1

∣∣∣∣∣∣ = 1 + 1 + 8− 2 + 2 + 2 = 12,

∆1 =

∣∣∣∣∣∣
1 2 1
−1 1 2
0 −1 1

∣∣∣∣∣∣ = 1 + 1 + 0− 0 + 2 + 2 = 6,

∆2 =

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
−1 −1 2
2 0 1

∣∣∣∣∣∣ = −1 + 0 + 4 + 2− 0 + 1 = 6,

∆3 =

∣∣∣∣∣∣
1 2 1
−1 1 −1
2 −1 0

∣∣∣∣∣∣ = 0 + 1− 4− 2− 1− 0 = −6,

ñëåäîâàòåëüíî,

x1 =
∆1

∆
=

6

12
=

1

2
, x2 =

∆2

∆
=

6

12
=

1

2
, x3 =

∆3

∆
=
−6

12
= −1

2
.

Òåîðåìà 4 (ôîðìóëû Êðàìåðà). Åñëè ∆ = detA 6= 0 òî ñèñòåìà (3) èìååò åäèíñòâåííîå

ðåøåíèå xi =
∆i

∆
ãäå ∆i � îïðåäåëèòåëüìàòðèöû Ai, ïîëó÷åííîé èç ìàòðèöû A ïîäñòàíîâêîé

âìåñòî i−ãî ñòîëáöà ñòîëáöà ïðàâûõ ÷àñòåé ñèñòåìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè ëþáîì ýëåìåíòàðíîì ïðåîáðàçîâàíèè ñèñòåìû (3) â ìàòðèöàõ A è Ai îä-
íîâðåìåííî ïðîèñõîäèò ñîîòâåòñòâóþùåå ýëåìåíòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå ñòðîê, ñëåäîâàòåëüíî, îò-

íîøåíèå
∆i

∆
ïðè ýòîì íå ìåíÿåòñÿ. Ïðèâåäåì ìàòðèöó A ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ê

åäèíè÷íîìó âèäó (ýòî âîçìîæíî: ïîñêîëüêó îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû íå ðàâåí íóëþ, òî ïîñëå ïðè-
âåäåíèÿ åå ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó ïîëó÷àåì íåâûðîæäåííóþ âåðõíþþ òðåóãîëüíóþ ìàòðèöó; çàòåì
îáðàòíûì õîäîì ìåòîäà Ãàóññà ïðèâîäèì åå ê åäèíè÷íîé). Ïóñòü b̃1, b̃2, ... , b̃n � ïðàâûå ÷àñòè

ñèñòåìû ïîñëå ïðèâåäåíèÿ, òîãäà ñèñòåìà, î÷åâèäíî, èìååò ðåøåíèå xi = b̃i. i = 1, 2, . . . , n.
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ó ïðèâåäåííîé ñèñòåìû ∆̃ = 1, ∆̃i = b̃i, ñëåäîâàòåëüíî,

xi = b̃i =
∆̃i

∆̃
=

∆i

∆
.

7 Îáðàòíàÿ ìàòðèöà

Ïóñòü A � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà n× n.

Îïðåäåëåíèå 9. Ìàòðèöà A−1 íàçûâàåòñÿ îáðàòíîé ê ìàòðèöå A, åñëè

A · A−1 = A−1 · A = E,

ãäå E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà.

Îïðåäåëåíèå 10. Ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ âûðîæäåííîé, åñëè å¼ îïðåäåëèòåëü ðàâåí íóëþ.

Çàìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó îïðåäåëèòåëü ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ îïðåäåëèòå-
ëåé, à îïðåäåëèòåëü åäèíè÷íîé ìàòðèöû ðàâåí 1, òî ìàòðèöà èìååò îáðàòíóþ òîãäà è òîëüêî
òîãäà êîãäà îíà íå âûðîæäåíà (êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ îáðàòíîé ìàòðèöû).

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ìàòðèöà âûðîæäåíà, òî åå îïðåäåëèòåëü ðàâåí íóëþ. Òîãäà ó íåå íå ìîæåò
áûòü îáðàòíîé, ïîòîìó ÷òî èíà÷å ìû áû èìåëè ïðîòèâîðå÷èâóþ öåïî÷êó ñîîòíîøåíèé

1 = detE = det(A · A−1) = detA · detA−1 = 0 · detA−1 = 0.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîâåñòè äîêàçàòåëüñòâî â îáðàòíóþ ñòîðîíó, òî åñòü ïîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ
íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà îáðàòèìà, äîñòàòî÷íî ïðåäúÿâèòü àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ îáðàòíîé ìàò-
ðèöû. Ïðèâåäåì íåñêîëüêî ñïîñîáîâ.

Ñïîñîáû íàõîæäåíèÿ îáðàòíîé ìàòðèöû:

1) A−1 =
1

detA
AT , ãäå A � ìàòðèöà àëãåáðàè÷åñêèõ äîïîëíåíèé ê ýëåìåíòàì ìàòðèöû A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü

A =


A11 A12 . . . A1n

A21 A22 . . . A2n

...
... . . .

...
An1 An2 . . . Ann

 ,

òîãäà

A · AT = (bij), ãäå bij =
n∑

k=1

aikAjk =

{
detA, i = j,

0 i 6= j

â ñèëó òåîðåìû 3 î ðàçëîæåíèè îïðåäåëèòåëÿ ïî ñòðîêå. Çíà÷èò,
1

detA
AAT = E. Àíàëîãè÷íî

ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî
1

detA
ATA = E.

2) Çàïèñûâàåì ìàòðèöó A è ðÿäîì åäèíè÷íóþ ìàòðèöó, ðàçäåëèâ èõ âåðòèêàëüíîé ÷åðòîé.
Äàëåå, ïóò¼ì ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ïðèâîäèì ìàòðèöó A ê åäèíè÷íîé, òîãäà ìàòðèöà
ñïðàâà áóäåò ÿâëÿòüñÿ îáðàòíîé ê ìàòðèöå A. Òî åñòü ðåøåíèå áóäåò èìåòü ñëåäóþùèé âèä

(A|E)→ . . .→ (E|A−1).

Ïðèìåð. Ïóñòü A =

(
1 2
3 4

)
. Íàéäåì îáðàòíóþ ìàòðèöó.
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Âû÷èñëèì îïðåäåëèòåëü: detA = 1 · 4− 2 · 3 = −2. Òåïåðü íàéäåì àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ

A11 = (−1)1+1 det(4) = 4, A12 = (−1)1+2 det(3) = −3,

A21 = (−1)2+1 det(2) = −2, A22 = (−1)2+2 det(1) = 1.

Òîãäà

A =

(
4 −3
−2 1

)
, òðàíñïîíèðóåì A è íàõîäèì A−1 =

1

(−2)

(
4 −2
−3 1

)
=

(
−2 1
3/2 −1/2

)
.

Ïðèìåð. Ðàñìîòðèì ìàòðèöó ðàçìåðà 3× 3

B =

 1 0 1
−1 1 1
1 0 2

 .

Íàéäåì îïðåäåëèòåëü: detB = 2 + 0 + 0− (1 + 0 + 0) = 1 è àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ

B11 = (−1)1+1

∣∣∣∣1 1
0 2

∣∣∣∣ = 2 B12 = (−1)1+2

∣∣∣∣−1 1
1 2

∣∣∣∣ = 3 B13 = (−1)1+3

∣∣∣∣−1 1
1 0

∣∣∣∣ = −1

B21 = (−1)2+1

∣∣∣∣0 1
0 2

∣∣∣∣ = 0 B22 = (−1)2+2

∣∣∣∣1 1
1 2

∣∣∣∣ = 1 B23 = (−1)2+3

∣∣∣∣1 0
1 0

∣∣∣∣ = 0

B31 = (−1)3+1

∣∣∣∣0 1
1 1

∣∣∣∣ = −1 B32 = (−1)3+2

∣∣∣∣ 1 1
−1 1

∣∣∣∣ = −2 B33 = (−1)3+3

∣∣∣∣ 1 0
−1 1

∣∣∣∣ = 1

Ìàòðèöà àëãåáðàè÷åñêèõ äîïîëíåíèé

B =

 2 3 −1
0 1 0
−1 −2 1

 .

Îáðàòíàÿ ìàòðèöà

B−1 = BT =

 2 0 −1
3 1 −2
−1 0 1

 .

Ïðèìåð. Íàéä¼ì ìàòðèöó, îáðàòíóþ ìàòðèöå èç ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà, ïóò¼ì ýëåìåíòàðíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé (ìåòîäîì Ãàóññà): 1 0 1

−1 1 1
1 0 2

∣∣∣∣∣∣
1 0 0
0 1 0
0 0 1

→
1 0 1

0 1 2
0 0 1

∣∣∣∣∣∣
1 0 0
1 1 0
−1 0 1

→
1 0 0

0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣
2 0 −1
3 1 −2
−1 0 1

 .

Âíîâü B−1 =

 2 0 −1
3 1 −2
−1 0 1

 .

Òåîðåìà 5 (ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü îáðàòíîé ìàòðèöû). Ïóñòü ìàòðèöà A ÿâëÿåòñÿ
íåâûðîæäåííîé. Òîãäà ó íåå ñóùåñòâóåò, ïðè÷åì åäèíñòâåííàÿ, îáðàòíàÿ ìàòðèöà

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñóùåñòâîâàíèå äîêàçàíî âûøå: åñëè detA 6= 0, òî ñóùåñòâóåò A−1 =
1

detA
AT .

Äîêàæåì åäèíñòâåííîñòü. Ïóñòü A−1 = A1 è A
−1 = A2, òîãäà

A1 = A1 · E = A1 · (A · A−1) = (A1 · A) · A−1 = (A1 · A) · A2 = (A−1 · A) · A2 = E · A2 = A2.
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8 Ñâîéñòâà îáðàòíîé ìàòðèöû

� E−1 = E (î÷åâèäíî);

� (A−1)−1 = A (ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ);

� (AT )−1 = (A−1)T (ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ);

� (A ·B)−1 = B−1A−1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî,

(AB) · (B−1A−1) = A(BB−1)A−1 = AA−1 = E; (B−1A−1) · (AB) = B−1(A−1A)B = B−1B = E.

� det(A−1) =
1

detA
(ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî îïðåäåëèòåëü ïðîèçâåäåíèÿ ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ îïðå-

äåëèòåëåé, òî åñòü detA · det(A−1) = 1).

9 Ìàòðè÷íûå óðàâíåíèÿ

Ïóñòü äàíî óðàâíåíèå (
1 2
3 4

)
X =

(
5 6
7 8

)
; X ∈ R2×2.

Ñïîñîá 1. Çàïèøåì åãî â âèäå AX = B. Äîìíîæèì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ íà A−1:

A−1AX = A−1B

X = A−1B

A−1 =

(
−2 1
1, 5 −0, 5

)

X =

(
−2 1
1, 5 −0, 5

)
·
(

5 6
7 8

)
=

(
−3 −4
4 5

)
Ïðèìå÷àíèå: â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ XA = B äîìíîæåíèå íà îáðàòíóþ ìàòðèöó A−1 âûãëÿäåëî áû
òàê:

XAA−1 = BA−1

X = BA−1.

Åñëè ìàòðèöà A � íåâûðîæäåííàÿ, òî èç òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè îáðàòíîé
ìàòðèöû ñðàçó ñëåäóåò òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ
âèäà AX = B (èëè XA = B).

Ñïîñîá 2. Çàïèøåì íåèçâåñòíóþ íàì ìàòðèöó X â âèäå

(
a b
c d

)
Òîãäà

(
1 2
3 4

) (
a b
c d

)
=

(
a+ 2c b+ 2d
3a+ 4c 3b+ 4d

)
=

(
5 6
7 8

)

a+ 2c = 5

b+ 2d = 6

3a+ 4c = 7

3b+ 4d = 8

⇒


a = −3

b = −4

c = 4

d = 5

⇒ X =

(
−3 −4
4 5

)
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Ïðèìå÷àíèå: Åñëè ìàòðèöû À è Â âûðîæäåííûå, òî ìîæíî ðåøèòü ýòî ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå ñ
ïîìîùüþ ñïîñîáà 2 (ñïîñîá 1 íå ïîäõîäèò). Îòâåò áóäåò íå åäèíñòâåííûì.

Ïðèìåð. (
1 2
2 4

)
·X =

(
1 0
2 0

)
, X =

(
a b
c d

)
(

1 2
2 4

)
·
(
a b
c d

)
=

(
1 0
2 0

)

a+ 2c = 1

b+ 2d = 0

2a+ 4c = 2

2b+ 4d = 0

⇒

{
a = 1− 2c

b = −2d, ãäå c è d � ïðîèçâîëüíûå.

Â ñëó÷àå, êîãäà ìàòðèöà A � âûðîæäåííàÿ, à ìàòðèöà B � íåò, ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå A ·X = B íå
èìååò ðåøåíèé. Â ñëó÷àå æå, êîãäà ìàòðèöà A � íåâûðîæäåííàÿ, à ìàòðèöà B � âûðîæäåííàÿ,
ðåøåíèå åñòü: X = A−1 ·B.
Òî÷íî òàê æå ìîæíî ðåøàòü è ìàòðè÷íûå óðàâíåíèÿ âèäà:

A ·X ·B = C, ⇒ X = A−1 · C ·B−1.

Óðàâíåíèÿ òèïà X2 = A ðåøàþòñÿ ãîðàçäî ñëîæíåå è òðåáóþò îòäåëüíîãî ðàçãîâîðà.
Ïðèìåð. Äàíî óðàâíåíèå

X2 =

(
1 0
0 1

)
,

Êðîìå î÷åâèäíûõ ðåøåíèé

X =

(
1 0
0 1

)
, X =

(
−1 0
0 −1

)
, X =

(
1 0
0 −1

)
, X =

(
−1 0
0 1

)
,

óðàâíåíèå èìååò åù¼ è òàêèå:

X =

(
0 1
1 0

)
, X =

(
0 −1
−1 0

)
, X =

(
1 b
0 −1

)
, X =

(
1 0
c −1

)
è åùå ìíîãî äðóãèõ.

Çàìå÷àíèå. Îòìåòèì, ÷òî ñ ïîìîùüþ îáðàòíîé ìàòðèöû ìîæíî ðåøàòü ÑËÀÓ (ñèñòåìû ëèíåéíûõ
àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé).
Çàïèøåì ÑËÀÓ â âèäå ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ AX = B, ãäå A � ýòî ìàòðèöà êîýôôèöåíòîâ
ñèñòåìû, X � ìàòðèöà ïåðåìåííûõ, B � ìàòðèöà ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ.

A =


a11 a12 ... a1n
a21 a22 ... a2n
...

...
. . .

...
am1 am2 ... amn

 , X =


x1
x2
x3
...
xm

 , B =


b1
b2
b3
...
bm


Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàòðèöà A � íåâûðîæäåííàÿ. Òîãäà

X = A−1B − åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ñèñòåìû.

Åñëè æå ìàòðèöà A âûðîæäåíà, òî åå îïðåäåëèòåëü ðàâåí íóëþ, ñëåäîâàòåëüíî, ÑËÀÓ ëèáî íåñîâ-
ìåñòíà, ëèáî íå îïðåäåëåíà. Â ýòîì ñëó÷àå ìåòîä îáðàòíûõ ìàòðèö íå ïîäõîäèò, è ñëåäóåò ïðèìå-
íÿòü ìåòîä Ãàóññà.
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Ëåêöèÿ 4
Ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé.

10 Ïðåäâàðèòåëüíûå ñîîáðàæåíèÿ

Ðàñìîòðèì ïðîèçâîëþíóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ñîñòîÿùóþ èç m óðàâíå-
íèé ñ n íåèçâåñòíûìè. Ïðèâåäåì åå ðàñøèðåííóþ ìàòðèöó ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
r ÷èñëî íåíóëåâûõ ñòðîê (ñòóïåíåê) ìàòðèöû ñèñòåìû, à ÷åðåç r̃ � ÷èñëî íåíóëåâûõ ñòðîê ðàñ-
øèðåííîé ìàòðèöû. Î÷åâèäíî, ÷òî âîçìîæíû äâå ñèòóàöèè: r̃ = r èëè r̃ = r+ 1. Äàëåå âîçìîæíû
ñëåäóþùèå òðè ïðèíöèïèàëüíî ðàçíûõ ñëó÷àÿ.
1) r̃ = r + 1. Òîãäà ñèñòåìà ñîäåðæèò óðàâíåíèå âèäà 0x1 + 0x2 + . . .+ 0xn = b, ãäå b 6= 0, ñëåäîâà-
òåëüíî, ÿâëÿåòñÿ íåñîâìåñòíîé.
2) r̃ = r = n. Â ýòîì ñëó÷àå ïîñëå îòáðàñûâàíèÿ íóëåâûõ óðàâíåíèé ïîëó÷àåì ñèñòåìó èç n
óðàâíåíèé ñ n íåèçâåñòíûìè. Ìàòðèöà ïîëó÷åííîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòíîé, ñòóïåí÷àòîé
è íå ñîäåðæèò íóëåâûõ ñòðîê, ñëåäîâàòåëüíî, íà åå äèàãîíàëè íåò íóëåâûõ ýëåìåíòîâ (ìàòðèöà
ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîé âåðõíåòðåóãîëüíîé). Çíà÷èò, ñèñòåìà èìååò âèä

a11x1 + a12x2 + . . .+ a1n−1xn−1 + a1nxn = b1,

a22x2 + . . .+ a2n−1xn−1 + a2nxn = b2,

. . . . . . . . . . . . . . .

annxn = bn,

ïðè÷åì ajj 6= 0, j = 1, 2, . . . , n. Òîãäà èç ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ ìîæíî îäíîçíà÷íî âûðàçèòü xn,
ïîäñòàâèòü ïîëó÷åííîå çíà÷åíèå â ïðåäïîñëåäíåå óðàâíåíèå, ïîñëå ÷åãî îäíîçíà÷íî íàéòè xn−1, è
òàê äàëåå. Ïîëó÷àåì, ÷òî ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.
3) r̃ = r < n. Ïóñòü â ýòîì ñëó÷àå j1, j2, ... , jr � íîìåðà âåäóùèõ êîýôôèöèåíòîâ íåíóëåâûõ
óðàâíåíèé ñèñòåìû. Ïåðåìåííûå xj1 , xj2 , ... xjr íàçîâåì ãëàâíûìè (áàçèñíûìè), à îñòàëüíûå � ñâî-
áîäíûìè. Îòáðîñèì âñå íóëåâûå óðàâíåíèÿ è ïåðåíåñåì ñëàãàåìûå ñî ñâîáîäíûìè ïåðåìåííûìè â
ïðàâóþ ÷àñòü. Ïîëó÷èì íåâûðîæäåííóþ âåðõíåòðåóãîëüíóþ ñèñòåìó îòíîñèòåëüíî ãëàâíûõ íåèç-
âåñòíûõ. Ïðèìåíèâ ê íåé ðàññóæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿì ïóíêòà 2, íàéäåì âûðàæåíèÿ
ãëàâíûõ íåèçâåñòíûõ ÷åðåç ñâîáîäíûå. Ýòè âûðàæåíèÿ íàçûâàþò îáùèì ðåøåíèåì ñèñòåìû. Âñå
ðåøåíèÿ ñèñòåìû ïîëó÷àþòñÿ èç îáùåãî ïîäñòàíîâêîé âìåñòî ñâîáîäíûõ íåèçâåñòíûõ êàêèõ-òî
êîíêðåòíûõ çíà÷åíèé. Ïîñêîëüêó ýòè çíà÷åíèÿ ìîãóò âûáèðàòüñÿ ïðîèçâîëüíî, òî ñèñòåìà èìååò
áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé.
Ïðèìåð. Ðåøèì ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

x1 + 2x2 + x3 = 2,

x1 + 3x2 + 2x3 − x4 = 4,

2x1 + x2 − x3 + 3x4 = −2,

2x1 − 2x3 + 3x4 = 1.

Çàïèøåì ðàñøèðåííóþ ìàòðèöó ñèñòåìû è ïðèâåäåì åå ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó:
1 2 1 0
1 3 2 −1
2 1 −1 3
2 0 −2 3

∣∣∣∣∣∣∣∣
2
4
−2
1

 −→


1 2 1 0
0 1 1 −1
0 −3 −3 3
0 −4 −4 3

∣∣∣∣∣∣∣∣
2
2
−6
−3

 −→

−→


1 2 1 0
0 1 1 −1
0 −4 −4 3
0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
2
2
−3
0

 −→


1 2 1 0
0 1 1 −1
0 0 0 −1
0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
2
2
5
0

 .
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Ïîëó÷àåì, ÷òî r̃ = r = 3 < 4 = n, ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà ñîâìåñòíà, íî íå îïðåäåëåíà. Âîçüìåì
â êà÷åñòâå áàçèñíûõ ïåðåìåííûõ x1, x2 è x4; x3 � ñâîáîäíàÿ ïåðåìåííàÿ. Ïåðåïèøåì ñèñòåìó â
âèäå 

x1 + 2x2 = 2− x3,
x2 − x4 = 2− x3,
x4 = −5.

Ïîëó÷àåì, ÷òî îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû èìååò âèä: x1 = x3 + 8, x2 = −x3 − 3, x4 = −5, ãäå x3 ∈ R
� ïðîèçâîëüíî.

11 Ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü

Îïðåäåëåíèå 11. Ïóñòü X1, X2, . . . , Xn - ñòðîêè íåêîòîðîé ìàòðèöû X. Èõ ëèíåéíîé êîìáè-
íàöèåé ñ êîýôôèöèåíòàìè c1, c2, . . . , cn íàçûâàåòñÿ ñóììà

n∑
k=1

ckXk.

Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ íàçûâàåòñÿ òðèâèàëüíîé, åñëè âñå êîýôôèöèåíòû ck = 0, k = 1, 2, . . . , n.

Îïðåäåëåíèå 12. Ñòðîêè ìàòðèöû íàçûâàþòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìûìè, åñëè ñóùåñòâóåò èõ
íåòðèâèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ, ðàâíàÿ íóëþ.

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ìàòðèöó

A =

1 3 4
2 5 1
1 2 −3.


Îáîçíà÷èì

X1 =
(
1 3 4

)
, X2 =

(
2 5 1

)
, X3 =

(
1 2 −3

)
.

Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òîX1−X2+X3 =
(
0 0 0

)
. Ñëåäîâàòåëüíî, ñòðîêè ìàòðèöû A ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî

çàâèñèìûìè, ïîñêîëüêó ñóùåñòâóåò èõ íåòðèâèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ, ðàâíàÿ íóëþ.

Àíàëîãè÷íîå îïðåäåëåíèå ìîæíî äàòü äëÿ ñòîëáöîâ ìàòðèöû.

12 Ðàíã ìàòðèöû

Îïðåäåëåíèå 13. Ìèíîð r−ãî ïîðÿäêà ìàòðèöû A íàçûâàåòñÿ áàçèñíûì, åñëè îí îòëè÷åí îò
íóëÿ, à âñå ìèíîðû ïîðÿäêà r + 1 ýòîé ìàòðèöû ðàâíû íóëþ.

Îïðåäåëåíèå 14. Ðàíãîì ìàòðèöû A íàçûâàåòñÿ ïîðÿäîê r åå áàçèñíîãî ìèíîðà. Îáîçíà÷åíèå:
rangA.

Ïðèìåð. Ó ìàòðèöû A =

1 2 2 0
0 2 2 3
0 0 0 0

 âñå ìèíîðû ïîðÿäêà 3, î÷åâèäíî, ðàâíû íóëþ. Â òî æå

âðåìÿ, ó íåå åñòü áàçèñíûå ìèíîðû ïîðÿäêà 2, íàïðèìåð:

det

(
1 2
0 2

)
= 2 6= 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, rangA = 2.

Ñâîéñòâà ðàíãà ìàòðèöû:
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� Ïðè ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ ðàíã ìàòðèöû íå ìåíÿåòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç îïðåäåëåíèÿ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñëåäóåò, ÷òî ñòðîêè ìàò-
ðèöû A′, ïîëó÷åííîé èç ìàòðèöû A êàêèì-ëèáî ýëåìåíòàðíûì ïðåîáðàçîâàíèåì, ëèíåéíî
âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ñòðîêè ìàòðèöû A. Îòñþäà è èç ñâîéñòâ îïðåäåëèòåëÿ ñëåäóåò, ÷òî åñëè
êàêîé-ëèáî ìèíîð ìàòðèöû áûë ðàâåí íóëþ, òî îí îñòàíåòñÿ ðàâíûì íóëþ è ïîñëå ýëåìåí-
òàðíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ. Çíà÷èò, óâåëè÷èòüñÿ ðàíã íå ìîæåò.

Íî è íàîáîðîò, ìàòðèöà A ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç ìàòðèöû A′ ýëåìåíòàðíûì ïðåîáðàçî-
âàíèåì, îáðàòíûì èñõîäíîìó, ñëåäîâàòåëüíî, åå ñòðîêè ëèíåéíî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ñòðîêè
ìàòðèöû A′. Çíà÷èò, óìåíüøèòñÿ ðàíã òîæå íå ìîæåò. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàíãè ìàòðèö A è A′

ðàâíû.

� Ðàíã òðàíñïîíèðîâàííîé ìàòðèöû ðàâåí ðàíãó èñõîäíîé (ýòî î÷åâèäíî)

rangA = rangAT .

� Ñóùåñòâóþò ýêâèâàëåíòíûå îïðåäåëåíèÿ ðàíãà ìàòðèöû.

Òåîðåìà 6 (î ðàíãå ìàòðèöû). Ðàíã ìàòðèöû A ðàâíÿåòñÿ ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîìó êî-
ëè÷åñòâó åå ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñòðîê.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèâåäåì ìàòðèöó A ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó. Ïîëó÷èì ìàòðèöó Ã âèäà:

Ã =



0 . . . 0 a1j1 . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 . . . 0 0 . . . 0 a2j2 . . . . . . . . .
... . . .

...
...

...
...

...
... arjr . . .

0 . . . 0 0 . . . 0 . . . . . . 0 . . .
... . . .

...
... . . .

... . . . . . .
... . . .

0 . . . 0 0 . . . 0 . . . . . . 0 . . .


,

ãäå 1 ≤ j1 < j2 < . . . < jr, akjk 6= 0, k = 1, 2, . . . , r. Ïîñêîëüêó ðàíã íå ìåíÿëñÿ ïðè ýëåìåí-

òàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ, òî rangA = rang Ã = r (î÷åâèäíî, ÷òî ó ìàòðèöû Ã åñòü îòëè÷-
íûé îò íóëÿ ìèíîð r−ãî ïîðÿäêà � îí ñîñòàâëåí èç ïåðâûõ r ñòðîê è ñòîëáöîâ ñ íîìåðàìè
j1, j2, . . . , jr, à âñå ìèíîðû ïîðÿäêà r + 1 ñîäåðæàò íóëåâóþ ñòðîêó è ïîòîìó ðàâíû íóëþ).

Íî è ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñòðîê íå ìåíÿåòñÿ ïðè ýëåìåíòàðíûõ
ïðåîáðàçîâàíèÿõ ìàòðèöû (ñòðîêè ìàòðèöû A′, ïîëó÷åííîé èç ìàòðèöû A êàêèì-ëèáî ýëå-
ìåíòàðíûì ïðåîáðàçîâàíèåì, ëèíåéíî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ñòðîêè ìàòðèöû A, è íàîáîðîò).

Ïîêàæåì, ÷òî ó ìàòðèöû Ã ýòî êîëè÷åñòâî ðàâíî r, à èìåííî, ÷òî åå ïåðâûå r ñòðîê ëèíåéíî
íåçàâèñèìû. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ñòðîê ìàòðèöû Ã ñ êîýôôèöèåíòàìè
λ1, λ2, . . . , λr ðàâíà íóëþ. Òîãäà, ïîñêîëüêó a1j1 6= 0, òî λ1 = 0. Ïîñêîëüêó a2j2 6= 0, òî λ2 = 0.
È òàê äàëåå, íàêîíåö, λr = 0. Çíà÷èò, ýòà ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ òðèâèàëüíà, òî åñòü ñòðîêè
ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî è ó ìàòðèöû A ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ëèíåéíî
íåçàâèñèìûõ ñòðîê ðàâíî r.

Èç ýòîé òåîðåìû è ñâîéñòâà rangA = rangAT ñëåäóåò

Òåîðåìà 7. Ðàíã ìàòðèöû ðàâåí ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîìó êîëè÷åñòâó åå ëèíåéíî íåçàâè-
ñèìûõ ñòîëáöîâ.

� Ðàíã ñóììû íå ïðåâîñõîäèò ñóììû ðàíãîâ:

rang (A+B) 6 rangA+ rangB.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì C = A+B. Ñîñòàâèì ìàòðèöó D, ïðèïèñàâ ê ìàòðèöå C ñïðàâà
ìàòðèöó A, à çàòåì � ìàòðèöó B:

D = (C|A|B).

Ïîñêîëüêó ðàíã ìàòðèöû ðàâåí ìàêñèìàëüíîìó êîëè÷åñòâó åå ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñòîëáöîâ
(ñì. òåîðåìó 7), òî rangC ≤ rangD. Äàëåå, ïîñêîëüêó êàæäûé ñòîëáåö ìàòðèöû C åñòü ëèíåé-
íàÿ êîìáèíàöèÿ (ñóììà) ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòîëáöîâ ìàòðèö A è B, òî rangD = rang (A|B).
Î÷åâèäíî, ÷òî rang (A|B) ≤ rangA+ rangB, ñëåäîâàòåëüíî, rangC ≤ rangA+ rangB.

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ìàòðèöó

A =

1 3 4
2 5 1
1 2 −3

 .

rangA = 2, ïîñêîëüêó òðåòüÿ ñòðîêà ýòîé ìàòðèöû ÿâëåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ïåðâûõ äâóõ,
à ïåðâàÿ è âòîðàÿ ñòðîêè íå ïðîïîðöèîíàëüíû, òî åñòü ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

Âíèìàòåëüíûé ÷èòàòåëü çàìåòèò òàêæå, ÷òî ó ìàòðèöû A ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ñòîëáöîâ ñ
êîýôôèöèåíòàìè −17, 7, −1 ðàâíà íóëþ, òî åñòü ñòîëáöû ìàòðèöû A ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî çàâèñè-
ìûìè.

−17

1
2
1

+ 7

3
5
2

−
 4

1
−3

 = 0

Ïðè ýòîì äâà ñòîëáöà ìàòðèöû A ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè, òî åñòü rangA = 2.

Ñïîñîáû âû÷èñëåíèÿ ðàíãà ìàòðèöû:

� Ðàíã ìàòðèöû ðàâåí êîëè÷åñòâó íåíóëåâûõ ñòðîê ïîñëå ïðèâåäåíèÿ ýòîé ìàòðèöû ê ñòóïåí-
÷àòîìó âèäó ìåòîäîì Ãàóññà.

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ìàòðèöó A:

A =


3 −2 1 4
2 −5 3 2
4 1 −1 6
0 11 −7 2

 I↔III−−−→


3 −2 1 4
0 11 −7 2
4 1 −1 6
2 −5 3 2

 3·III−−→
3·IV


3 −2 1 4
0 11 −7 2
12 3 −3 18
6 −15 9 6

→
IV−I−−−→
III−I


3 −2 1 4
0 11 −7 2
0 11 −7 2
0 −11 7 −2

 IV−II−−−→
III−II


3 −2 1 4
0 11 −7 2
0 0 0 0
0 0 0 0

 .

Ïîëó÷èëè ìàòðèöó ñòóïåí÷àòîãî âèäà ñ äâóìÿ íåíóëåâûìè ñòðîêàìè, ñëåäîâàòåëüíî,

rangA = 2.

� Ðàíã ìàòðèöû ðàâåí ìàêñèìàëüíîìó ïîðÿäêó ìèíîðà (ñì. îïðåäåëåíèå 7), îòëè÷íîãî îò íóëÿ.

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ìàòðèöó

A =

1 2 0 1
2 −1 1 0
0 5 −1 6


Î÷åâèäíî, ÷òî ó íåå åñòü íåëóëåâûå ìèíîðû ïîðÿäêà 1. Ðàññìîòðèì ìèíîð ïîðÿäêà 2, ñòîÿùèé
â ëåâîì âåðõíåì óãëó (òàêîé ìèíîð íàçûâàåòñÿ ãëàâíûì):∣∣∣∣1 2

2 −1

∣∣∣∣ = −1− 4 = −5 6= 0.
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Ìû íàøëè íåíóëåâîé ìèíîð ïîðÿäêà 2, çíà÷èò, rangA ≥ 2. Ïðèñòóïèì ê ïîèñêó íåíóëåâîãî
ìèíîðà ïîðÿäêà 3. Åñëè âñå ìèíîðû òðåòüåãî ïîðÿäêà îêàæóòñÿ ðàâíû íóëþ, òî ìîæíî áóäåò
ñäåëàòü âûâîä, ÷òî rangA = 2. Èíà÷å rangA = 3 (ïîñêîëüêó ìàòðèöà èìååò âñåãî òðè ñòðîêè).∣∣∣∣∣∣

1 2 0
2 −1 1
0 5 −1

∣∣∣∣∣∣ = 1− 5 + 4 = 0,

∣∣∣∣∣∣
1 2 1
2 −1 0
0 5 6

∣∣∣∣∣∣ = −6 + 10− 8 = −4.

Çíà÷èò, rangA = 3.

13 Òåîðåìà Êðîíåêåðà�Êàïåëëè

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé.
a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn = b2
...

...
...

...
...

am1x1 + am2x2 + . . . + amnxn = bm

Çàïèøåì äëÿ íåå ðàñøèðåííóþ ìàòðèöó:
a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

...
...

...
am1 am2 . . . amn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
b1
b2
...
bm


Òåîðåìà 8 (Êðîíåêåð � Êàïåëëè). Ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ÑËÀÓ) ñîâ-
ìåñòíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàíã ìàòðèöû åå êîýôôèöèåíòîâ ðàâåí ðàíãó ðàñøèðåííîé
ìàòðèöû.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü ñèñòåìà ñîâìåñòíà. Òîãäà íàéäóòñÿ ÷èñëà x1, x2, . . . , xn òàêèå, ÷òî

x1


a11
a21
...
am1

+ x2


a12
a22
...
am2

+ . . .+ xn


a1n
a2n
...

amn

 =


b1
b2
...
bm

 .

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñòîëáåö b =
(
b1 b2

... bm

)T
ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé îñòàëüíûõ ñòîëá-

öîâ ìàòðèöû ñ êîýôôèöèåíòàìè x1, x2, ... , xn. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ìû äîáàâèì ýòîò ñòîëáåö â
ìàòðèöó êîýôôèöèåíòîâ ñèñòåìû, òî åå ðàíã íå èçìåíèòñÿ (ñì òåîðåìó 7). Çíà÷èò, ðàíã ðàñøè-
ðåííîé ìàòðèöû ñîâïàäàåò ñ ðàíãîì ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ.

Äîñòàòî÷íîñòü.Ïóñòü ðàíã ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ ðàâåí ðàíãó ðàñøèðåííîé ìàòðèöû. Ââåäåì

îáîçíà÷åíèÿ ai =
(
a1i a2i

... ami

)T
, i = 1, n. Ïåðåíóìåðîâàâ ïåðåìåííûå, âñåãäà ìîæíî ñ÷èòàòü,

÷òî ïåðâûå r ñòîëáöîâ ëèíåéíî çàâèñèìû, à îñòàëüíûå ÿâëÿþòñÿ èõ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóþò ÷èñëà x1, x2, . . . , xr òàêèå, ÷òî x1a1 + x2a2 . . . + . . . + xrar = b.
Äîáàâèì ê ýòîé ñóììå îñòàâøèåñÿ ñòîëáöû, óìíîæåííûå íà êîýôôèöèåíòû xr+1 = 0 . . . xn = 0,
ïîëó÷èì

x1a1 + x2a2 . . .+ . . .+ xrar + xr+1ar+1 + . . .+ xnan = b.

Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëà x1, x2, ... , xn ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì íàøåé ñèñòåìû.
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14 Îäíîðîäíûå è íåîäíîðîäíûå ñèñòåìû

Îïðåäåëåíèå 15. Ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíîé, åñëè
âñå å¼ ñâîáîäíûå ÷ëåíû ðàâíû íóëþ.

Äëÿ óäîáñòâà çàïèñè áóäåì îáîçíà÷àòü äàëåå ðåøåíèÿ ÑËÀÓ: x = {x1, x2, . . . , xn}.
Ñâîéñòâà ðåøåíèé îäíîðîäíîé ñèñòåìû

� Îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ ñîâìåñòíîé, ïîñêîëüêó âñåãäà èìååò òîæäåñòâåííî íóëåâîå ðå-
øåíèå.

� Åñëè a è b ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè îäíîðîäíîé ñèñòåìû, òî ëþáàÿ èõ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ
òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ýòîé ñèñòåìû.

� Åñëè îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà ñ m íåèçâåñòíûìè ñîäåðæèò n óðàâíåíèé, ïðè÷åì m > n, òî îíà
èìååò íåòðèâèàëüíîå (íå òîæäåñòâåííî íóëåâîå) ðåøåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèâåäåì ìàòðèöó ñèñòåìû ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó ìåòîäîì Ãàóññà. Ïî-
ñêîëüêó ÷èñëî íåèçâåñòíûõ áîëüøå ÷èñëà óðàâíåíèé, òî ÷àñòü íåèçâåñòíûõ îêàæóòñÿ ñâîáîä-
íûìè (áàçèñíûìè áóäóò íå áîëåå n ïåðåìåííûõ, ñëåäîâàòåëüíî, ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ áóäåò
≥ m−n). Ïåðåíåñåì ÷ëåíû ñî ñâîáîäíûìè ïåðåìåííûìè â ïðàâóþ ÷àñòü, ïîëó÷èì âûðàæåíèÿ
áàçèñíûõ ïåðåìåííûõ ÷åðåç ñâîáîäíûå. Òåïåðü äîñòàòî÷íî ïðèäàòü ñâîáîäíûì ïåðåìåííûì
ïðîèçâîëüíûå íåíóëåâûå çíà÷åíèÿ, ÷òîáû ïîëó÷èòü íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû.

Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé

Îïðåäåëåíèå 16. Ñèñòåìà X = {x1,x2, . . . ,xn} ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé îäíîðîäíîé

ÑËÀÓ íàçûâàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé (ÔÑÐ � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé), åñëè ïðî-
èçâîëüíîå ðåøåíèå ýòîé ÑËÀÓ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ýëåìåíòîâ ñèñòåìû X. Òàêèì
îáðàçîì,

xîáùåå îäíîðîäíîé = λ1x
1 + λ2x

2 + . . .+ λkx
k.

Îïðåäåëåíèå 17. Ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé íàçûâàåòñÿ íåîäíîðîäíîé, åñëè
õîòÿ áû îäèí å¼ ñâîáîäíûé ÷ëåí íå ðàâåí íóëþ.

Ñâîéñòâî ðåøåíèé íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû

� Ðàçíîñòü äâóõ ðåøåíèé x è y íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû åñòü ðåøåíèå îäíîðîäíîé: èç Ax = B è
Ay = B ñëåäóåò, ÷òî A(x− y) = Ax− Ay = 0.

Òåîðåìà 9. Îáùåå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîé ÑËÀÓ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû îáùåãî ðå-
øåíèÿ îäíîðîäîé ÑËÀÓ è ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ íåîäíîðîäîé ÑËÀÓ:

xîáùåå íåîäíîðîäíîé = xîáùåå îäíîðîäíîé + x÷àñòíîå íåîäíîðîäíîé. (4)

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ ñâîéñòâîì ðåøåíèé íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû è îïðåäåëåíèåì ôóí-
äàìåíòàëüíîé ñèñòåìû ðåøåíèé îäíîðîäíîé ÑËÀÓ. Çàôèêñèðóåì êàêîå-ëèáî ÷àñòíîå ðåøåíèå x1

íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû. Ïóñòü x � ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû. Âû÷òåì èç íåãî
x1, ïîëó÷èì x0 = x− x1 � ðåøåíèå îäíîðîäíîé ÑËÀÓ.

Îáðàòíî, ïóñòü x0 � ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå îäíîðîäíîé ÑËÀÓ. Äîáàâèì ê íåìó x1. Òîãäà
x = x0 + x1 óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì

Ax = A(x0 + x1) = Ax0 + Ax1 = 0 +B = B,

òî åñòü ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû.
Çíà÷èò, ëåâàÿ è ïðàâàÿ ÷àñòè ñîîòíîøåíèÿ (4) ñîâïàäàþò â ñìûñëå ðàâåíñòâà ìíîæåñòâ.
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Ïðèìåð. Íàéäåì îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû
x1 + 2x2 − x3 + x4 = 1,

2x1 − x2 + x3 − x4 = 3,

x1 + x2 = 2.

Ïðèâåäåì ìàòðèöó ñèñòåìû ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó:1 2 −1 1
2 −1 1 −1
1 1 0 0

 I↔III−−−→

1 1 0 0
2 −1 1 −1
1 2 −1 1

 II−2·I−−−→
III−I

1 1 0 0
0 −3 1 −1
0 1 −1 1

→
II↔III−−−→

1 1 0 0
0 1 −1 1
0 −3 1 −1

 III+3·II−−−−→

1 1 0 0
0 1 −1 1
0 0 −2 2

 III:(−2)−−−−→

1 1 0 0
0 1 −1 1
0 0 1 −1


Ïîëó÷èì îäíîðîäíóþ ñèñòåìó 

x1 + x2 = 0,

x2 − x3 + x4 = 0,

x3 − x4 = 0.

Ïóñòü x1, x2 x3 � áàçèñíûå ïåðåìåííûå, x4 � ñâîáîäíàÿ ïåðåìåííàÿ. Òîãäà

x1 = 0, x2 = 0, x3 = x4.

Ïîëîæèì, íàïðèìåð, x4 = 1, ïîëó÷èì, ÷òî ÔÑÐ ñîñòîèò èç îäíîãî âåêòîðà: x =
(
0 0 1 1

)T
.

Î÷åâèäíî, ÷òî ëþáîå äðóãîå ðåøåíèå îäíîðîäíîé ñèñòåìû ïîëó÷àåòñÿ èç ðåøåíèÿ x óìíîæåíèåì
íà êîíñòàíòó. Ñëåäîâàòåëüíî, îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîé ñèñòåìû çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

xoo = λ


0
0
1
1

 , λ ∈ R.

Íàéäåì ÷àñòíîå ðåøåíèå: x1 = 1, x2 = 1, x3 = 3, x4 = 1 (áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìû åãî ïðîñòî
óãàäàëè). Çíà÷èò, îáùåå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû èìååò âèä

xîí = λ


0
0
1
1

+


1
1
3
1

 , λ ∈ R.

Ïðèìåð. Íàéäåì îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû:


2x1 − 4x2 + 5x3 + 3x4 = 0,

3x1 − 6x2 + 4x3 + 2x4 = −1,

4x1 − 8x2 + 17x3 + 11x4 = 2.

Ñíà÷àëà íàéäåì ôóí-

äàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé è îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîé ñèñòåìû. Ïðèâåäåì ìàòðèöó ñèñòåìû2 −4 5 3
3 −6 4 2
4 −8 17 11

 ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó. Çàìåòèì, ÷òî âñå ýëåìåíòû ïåðâîãî ñòîëáöà îòëè÷íû îò

åäèíèöû, ÷òî íå î÷åíü óäîáíî äëÿ ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà Ãàóññà. Ìîæíî, êîíå÷íî, ðàçäåëèòü ëþáóþ
ñòðîêó íà ïåðâûé ýëåìåíò, íî òîãäà ïðèäåòñÿ ðàáîòàòü ñ äðîáÿìè. Â äàííîì ñëó÷àå óäîáíåå, íà-
ïðèìåð, âû÷åñòü èç âòîðîé ñòðîêè ïåðâóþ, à çàòåì ïîìåíÿòü ïåðâóþ è âòîðóþ ñòðîêè ìåñòàìè.
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Òàê ìû äîáúåìñÿ åäèèöû â êà÷åñòâå ïåðâîãî ýëåìåíòà ïåðâîé ñòðîêè:2 −4 5 3
3 −6 4 2
4 −8 17 11

 II−I−−→

2 −4 5 3
1 −2 −1 −1
4 −8 17 11

 I↔II−−→

1 −2 −1 −1
2 −4 5 3
4 −8 17 11

 −→
II−2·I−−−−→
III−4·I

1 −2 −1 −1
0 0 7 5
0 0 21 15

 III−3·II−−−−→

1 −2 −1 −1
0 0 7 5
0 0 0 0

 .

Ïîëó÷àåì ñèñòåìó

{
x1 − 2x2 − x3 − x4 = 0,

7x3 + 5x4 = 0.
Ïóñòü x1 è x3 � áàçèñíûå ïåðåìåííûå, x2 è x4 �

ñâîáîäíûå ïåðåìåííûå. Èìååì: 
x1 = 2x2 +

2

7
x4,

x3 = −5

7
x4.

Ïîñêîëüêó ó íàñ äâå ñâîáîäíûå ïåðåìåííûå, òî ÔÑÐ áóäåò ñîäåðæàòü äâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ
ðåøåíèÿ x1 è x2. Óäîáíî ïîëîæèòü â ðåøåíèè x1: x2 = 1, x4 = 0, à â ðåøåíèè x2 íàîáîðîò: x2 = 0,
x4 = 1. Ýòî ãàðàíòèðóåò ëèíåéíóþ íåçàâèñèìîñòü x1 è x2. À åùå ëó÷øå, ÷òîáû íå âîçíèêàëî
äðîáåé, âçÿòü x2 = 0, x4 = 7 â x2. Ïîëó÷èì, ÷òî

x1 =


2
1
0
0

 , x2 =


2
0
−5
1

 .

Òîãäà îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîé ñèñòåìû èìååò âèä:

xoo = λ1


2
1
0
0

+ λ2


2
0
−5
1

 , λ1, λ2 ∈ R.

×àñòíîå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû â äàííîì ñëó÷àå ëåãêî ïîäáèðàåòñÿ: x1 = x2 = x3 = 1,
x4 = −1. Òàêèì îáðàçîì, îáùåå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

xoí = λ1


2
1
0
0

+ λ2


2
0
−5
1

+


1
1
1
−1

 , λ1, λ2 ∈ R.
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Ëåêöèÿ 5

15 Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî

Îïðåäåëåíèå 18. Ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì (íàä ïîëåì K, ãäå K = R èëè C) íàçûâàåòñÿ
ìíîæåñòâî V ïðîèçâîëüíûõ ýëåìåíòîâ (âåêòîðîâ), â êîòîðîì îïðåäåëåíû îïåðàöèè ñëîæåíèÿ
âåêòîðîâ è óìíîæåíèÿ âåêòîðà íà ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäóþùèì àêñèîìàì:
1) ëþáûì äâóì âåêòîðàì x, y ∈ V ïîñòàâëåí â ñîîòâåòñòâèå ýëåìåíò èç V , îáîçíà÷àåìûé x+ y
è íàçûâàåìûé ñóììîé ýëåìåíòîâ x è y;
2) ëþáîìó âåêòîðó x ∈ V è ëþáîìó λ ∈ K ïîñòâëåí â ñîîòâåòñòâèå ýëåìåíò èç V, îáîçíà÷àåìûé
λx è íàçûâàåìûé ïîèçâåäåíèåì ÷èñëà λ è ýëåìåíòà x; ïðè÷¼ì ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå àêñèîìû:
1. x+ y = y + x ∀ x, y ∈ V � êîììóòàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ;
2. (x+ y) + z = x+ (y + z) ∀ x, y, z ∈ V � àññîöèàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ;
3. ∃ 0V ∈ V, ∀ x : x+ 0V = 0V + x = x � ñóùåñòâîâàíèå íåéòðàëüíîãî ýëåìåíòà ïî ñëîæåíèþ;
4. ∀x ∈ V ∃ (−x) ∈ V : x+ (−x) = 0V � ñóùåñòâîâàíèå îáðàòíîãî ýëåìåíòà ïî ñëîæåíèþ;
5. ∀ λ ∈ K, ∀ x, y ∈ V : λ(x+ y) = λx+ λy � äèñòðèáóòèâíîñòü;
6. ∀ λ, µ ∈ K, ∀ x ∈ V : (λ+ µ)x = λx+µx � äèñòðèáóòèâíîñòü;
7. ∀ λ, µ ∈ K, ∀ x ∈ V : λ(µx) = (λµ)x � àññîöèàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ;
8. ∀ x ∈ V : 1 · x = x � ñâîéñòâî åäèíèöû.

Ìû ïèøåì 0V , ÷òîáû ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ýòî íå ÷èñëî 0, à íóëåâîé âåêòîð.

Ïðèìåðû ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ

� Âåêòîðû�ñòîëáöû (èëè âåêòîðû�ñòðîêè) ñ n êîîðäèíàòàìè.

� Cîâîêóïíîñòü ìàòðèö ôèêñèðîâàííîãî ðàçìåðà m × n ñ îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ
íà ÷èñëî.

� Ìíîæåñòâî ðåøåíèé îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé AX = 0.

� Ìíîæåñòâî àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ îäíîé ïåðåìåííîé ñòåïåíè ≤ n.

Ïðèìåðû íåëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ

� Âåêòîðû ñ öåëî÷èñëåííûìè êîîðäèíàòàìè.

� Îòðåçîê [0, 1].

� Ìíîæåñòâî ðåøåíèé íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé AX = B.

16 Âåêòîð êàê ýëåìåíò ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà

Îïðåäåëåíèå 19. n�ìåðíûì äåéñòâèòåëüíûì âåêòîðîì íàçûâàåòñÿ óïîðÿäî÷åííàÿ ñîâîêóï-
íîñòü n äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, íàçûâàåìûõ êîìïîíåíòàìè âåêòîðà, êîòîðàÿ îáîçíà÷àåòñÿ

~x = (x1, x2, . . . , xn).

Äâà âåêòîðà íàçûâàþòñÿ ðàâíûìè, åñëè îíè ðàâíû ïîêîìïîíåíòíî:

~x = ~y, ãäå ~x = (x1, x2, . . . , xn), ~y = (y1, y2, . . . , yn), åñëè xi = yi ∀i = 1, n.
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Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ñîâîêóïíîñòü âñåõ n−ìåðíûõ äåéñòâèòåëüíûõ âåêòîðîâ ñ ââåäåííûìè
íà íèõ îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ñêàëÿð îáðàçóåò ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì
R. Ïî îïðåäåëåíèþ, ñóììà äâóõ âåêòîðîâ ~x = (x1, x2, . . . , xn) è ~y = (y1, y2, . . . , yn):

~z = ~x+ ~y, ãäå ~z = (z1, z2, . . . , zn), åñëè zi = xi + yi ∀i = 1, n.

Óìíîæåíèå âåêòîðà íà ÷èñëî λ ∈ R:

~z = λ~x, ãäå ~z = (z1, z2, . . . , zn), åñëè zi = λxi ∀i = 1, n.

Îïðåäåëåíèå 20. Âåêòîð ~x íàçûâåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíöèåé âåêòîðîâ ~a1,~a2, . . . ,~am, åñëè íàé-
äóòñÿ òàêèå λ1, λ2,. . .,λm ∈ R, ÷òî ~x = λ1~a1 + λ2~a2 + . . .+ λm~am

Îïðåäåëåíèå 21. Ñèñòåìà âåêòîðîâ {~a1,~a2, . . . ,~am} íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìîé, åñëè ñó-
ùåñòâóþò òàêèå êîíñòàíòû λ1, λ2,. . .,λm ∈ R, íå âñå îäíîâðåìåííî ðàâíûå íóëþ, ÷òî

λ1~a1 + λ2~a2 + . . .+ λm~am = 0. (5)

Îïðåäåëåíèå 22. Ñèñòåìà âåêòîðîâ {~a1,~a2, . . . ,~am} ëèíåéíî íåçàâèñèìà, åñëè ñîîòíîøåíèå (5)
âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî ïðè λ1 = 0, λ2 = 0,. . .,λm = 0.

Ñâîéñòâà ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè:

1) Åñëè ñðåäè âåêòîðîâ ~a1,~a2, . . . ,~am åñòü íóëåâîé âåêòîð, òî ýòè âåêòîðû ëèíåéíî çàâèñèìû.

2) Åñëè ñðåäè âåêòîðîâ ~a1,~a2, . . . ,~am åñòü äâà ðàâíûõ âåêòîðà, òî ýòè âåêòîðû ëèíåéíî çàâèñèìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ~a1 = ~a2, òîãäà ñîîòíîøåíèå (5) âåðíî ïðè

λ1 = −1, λ2 = 1, λ3 = . . . = λm = 0.

3) Åñëè ñðåäè âåêòîðîâ ~a1,~a2, . . . ,~am åñòü äâà ïðîïîðöèîíàëüíûõ âåêòîðà, òî ýòè âåêòîðû ëè-
íåéíî çàâèñèìû.

4) Åñëè íåêîòîðàÿ ïîäñèñòåìà {~aj1 ,~aj2 , . . . ,~ajk} ñèñòåìû âåêòîðîâ {~a1,~a2, . . . ,~am} ëèíåéíî çàâè-
ñèìà, òî è âñÿ ñèñòåìà ëèíåéíî çàâèñèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü âåêòîðû ~aj1 ,~aj2 , . . . ,~ajk ëèíåéíî çàâèñèìû (k < m), òîãäà

λj1~aj1 + λj2~aj2 + . . .+ λjk~ajk = 0.

λ1~a1 + λ2~a2 + . . .+ λm~am = 0, ãäå λi = 0, åñëè i /∈ {j1, j2, . . . , jk}.

5) Âåêòîðû ~a1,~a2, . . . ,~am ëèíåéíî çàâèñèìû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà õîòÿ áû îäèí èç íèõ
ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â êà÷åñòâå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè îñòàëüíûõ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàç âåêòîðû ~a1,~a2, . . . ,~am ëèíåéíî çàâèñèìû, òî ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííûå
λ1, . . . λm, íå âñå ðàâíûå íóëþ è òàêèå, ÷òî λ1~a1 + λ2~a2 + . . . + λm~am = 0. Ïóñòü λk 6= 0, òîãäà
èç ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ ìîæåì âûðàçèòü âåêòîð ~ak ÷åðåç îñòàëüíûå.

Çàìåòèì, ÷òî èç ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè âåêòîðîâ ~a1,~a2, . . . ,~am íå ñëåäóåò, ÷òî ëþáîé èç íèõ
ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé îñòàëüíûõ.

Îïðåäåëåíèå 23. Ïóñòü S � êàêîå-ëèáî ïîäìíîæåñòâî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà V . Ëèíåéíîé
îáîëî÷êîé ìíîæåñòâà S íàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòè âñåõ êîíå÷íûõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé âåêòî-
ðîâ ìíîæåñòâà S. Îáîçíà÷åíèå: Lin{S}. Ãîâîðÿò, ÷òî ïðîñòðàíñòâî V ïîðîæäàåòñÿ ìíîæå-
ñòâîì S, åñëè Lin{S} = V .

30



Îïðåäåëåíèå 24. Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî V íàçûâàåòñÿ êîíå÷íîìåðíûì, åñëè îíî ïîðîæäà-
åòñÿ ìíîæåñòâîì S, ñîäåðæàùèì êîíå÷íîå ÷èñëî âåêòîðîâ, è áåñêîíå÷íîìåðíûì â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå.

Îïðåäåëåíèå 25. Áàçèñîì ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà V íàçûâàåòñÿ ëþáàÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ
ñèñòåìà âåêòîðîâ, ïîðîæäàþùàÿ ýòî ïðîñòðàíñòâî.

Òåîðåìà 10. Âñÿêîå êîíå÷íîìåðíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî V îáëàäàåò áàçèñîì. Áîëåå òî÷íî,
èç âñÿêîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà âåêòîðîâ S, ïîðîæäàþùåãî ïðîñòðàíñòâî V , ìîæíî âûáðàòü
áàçèñ ýòîãî ïðîñòðàíñòâà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ìíîæåñòâî S ëèíåéíî íåçàâèñèìî, òî îíî ñàìî ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì. Åñëè îíî
ëèíåéíî çàâèñèìî, òî ìîæåì âûáðàòü èç íåãî âåêòîð, ëèíåéíî âûðàæàþùèéñÿ ÷åðåç îñòàëüíûå.
Îòáðîñèì åãî, ïîëó÷èì ìíîæåñòâî S1, êîòîðîå ñîäåðæèò íà îäèí âåêòîð ìåíüøå, íî ïî-ïðåæíåìó
ïîðîæäàåò ïðîñòðàíñòâî V . Ïðèìåíèì ê íåìó àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ. È òàê äàëåå, â êîíöå
êîíöîâ ïîëó÷èì ìíîæåñòâî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ, ïîðîæäàþùåå ïðîñòðàíñòâî V . Ýòî è
áóäåò áàçèñ.

Ëåììà 1. Åñëè âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî V ïîðîæäàåòñÿ ñèñòåìîé S, ñîäåðæàùåé n âåêòîðîâ,
òî ëþáàÿ ñèñòåìà èç m âåêòîðîâ â ïðîñòðàíñòâå V , ãäå m > n, áóäåò ëèíåéíî çàâèñèìîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü S = {~a1, . . . ,~an}. Âîçüìåì ñèñòåìó B = {~b1, . . . ,~bm} âåêòîðîâ ïðîñòðàí-
ñòâà V , ãäå m > n, è ïîêàæåì, ÷òî îíà ëèíåéíî çàâèñèìà. Âûðàçèì âåêòîðû ñèñòåìû B ÷åðåç
âåêòîðû ñèñòåìû S:

~b1 = µ11~a1 + µ12~a2 + . . .+ µ1n~an,
. . . . . . . . .

~bm = µm1~a1 + µm2~a2 + . . .+ µmn~an.

Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíûõ λ1, . . . , λm ∈ R èìååì:

λ1~b1 + λm~bm = (λ1µ11 + λ2µ21 + . . .+ λmµm1)~a1 + . . .+ (λ1µ1n + λ2µ2n + . . .+ λmµmn)~an.

Ðàññìîòðèì îäíîðîäíóþ ñèñòåìó èç n óðàâíåíèé ñ m íåèçâåñòíûìè
µ11x1 + µ21x2 + . . .+ µm1xm = 0,

. . . . . . . . .

µ1nx1 + µ2nx2 + . . .+ µmnxm = 0.

(6)

×èñëî óðàâíåíèé â íåé ìåíüøå ÷èñëà íåèçâåñòíûõ, ñëåäîâàòåëüíî, îíà èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøå-
íèå (ñì. ñâîéñòâà ðåøåíèé îäíîðîäíîé ñèñòåìû). Çíà÷èò, íàéäåòñÿ íåíóëåâîé íàáîð (λ1, . . . , λm),

ÿâëÿþùèéñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (6). Íî òîãäà λ1~b1+λm~bm = 0, òî åñòü ñèñòåìà âåêòîðîâ B ëèíåéíî
çàâèñèìà.

Òåîðåìà 11. Âñå áàçèñû êîíå÷íîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà V ñîäåðæàò îäèíàêîâîå ÷èñëî âåêòîðîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå V åñòü äâà áàçèñà ñ ðàçëè÷íûì ÷èñëîì
âåêòîðîâ. Ðàññìîòðèì òîò, êîòîðûé ñîäåðæèò áîëüøåå êîëè÷åñòâî âåêòîðîâ. Èç ëåììû ñëåäóåò,
÷òî îí ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìûì. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ áàçèñà. Ñëåäîâàòåëüíî, íàøå
ïðåäïîëîæåíèå íåâåðíî, è ÷èñëî âåêòîðîâ âî âñåõ áàçèñàõ ïðîñòðàíñòâà V îäèíàêîâî.

Îïðåäåëåíèå 26. Êîëè÷åñòâî âåêòîðîâ â ëþáîì èç áàçèñîâ ëèíåéíîãî âåêòîðîíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà V íàçûâàåòñÿ åãî ðàçìåðíîñòüþ è îáîçíà÷àåòñÿ dimV .

Çàìå÷àíèå. Ïðîñòðàíñòâî, ñîñòîÿùåå èç îäíîãî íóëåâîãî âåêòîðà ñ÷èòàåòñÿ îáëàäàþùèì ¾ïó-
ñòûì¿ áàçèñîì. Åãî ðàçìåðíîñòü ïî îïðåäåëåíèþ ðàâíà íóëþ.

Ïðèìåð. 1) dimR2 = 2, dimR3 = 3.
2) Ïóñòü V � ïðîñòðàíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âûøå n. Òîãäà dimV = n + 1. Â êà÷åñòâå
áàçèñà ìîæíî âçÿòü ñèñòåìó S = {p0(t) = 1, p1(t) = t, p2(t) = t2, . . . , pn(t) = tn}.
3) Ïðîñòðàíñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà îòðåçêå [0, 1] áåñêîíå÷íîìåðíî.
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17 Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

Îïðåäåëåíèå 27. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå � ýòî îòîáðàæåíèå (·, ·) : V × V 7→ R , êîòîðîå
êàæäîé ïàðå âåêòîðîâ ñîïîñòàâëÿåò âåùåñòâåííîå ÷èñëî è îáëàäàåò ñâîéñòâàìè:

1) ∀x ∈ V (x, x) > 0 è (x, x) = 0⇐⇒ x = 0 � ïîëîæèòåëüíàÿ îïðåäåëåííîñòü.

2) ∀x, y ∈ V : (x, y) = (y, x) � ñèììåòðè÷íîñòü.

3) ∀x1, x2, y ∈ V, ∀α, β ∈ R : (αx1 + βx2, y) = α(x1, y) + β(x2, y) � ëèíåéíîñòü ïî ïåðâîìó
àðãóìåíòó.

Çàìå÷àíèå. Èç âòîðîé è òðåòüåé àêñèîì ñëåäóåò ëèíåéíîñòü ïî âòîðîìó àðãóìåíòó

∀x, y1, y2 ∈ V, ∀α, β ∈ R : (x, αy1 + βy2) = α(x, y1) + β(x, y2).

Ïðèìåð. Â ïðîñòðàíñòâå R3 ââåä¼ì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâàx1x2
x3

 ·
y1y2
y3

 = x1y1 + x2y2 + x3y3.

Î÷åâèäíî, ÷òî âñå òðè àêñèîìû âûïîëíåíû.

Ïðèìåð. Â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå ìíîãî÷ëåíîâ íà îòðåçêå [0, 1] ââåä¼ì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà

(P,Q) =

∫ 1

0

P (x)Q(x) dx.

Íàïðèìåð, åñëè P (x) = x+ 1, à Q(x) = x2 − x, òî

(P,Q) =

∫ 1

0

(x+ 1)(x2 − x) dx =

∫ 1

0

x3 − x dx =

(
x4

4
− x2

2

) ∣∣∣∣1
0

= −1

4
.

Î÷åâèäíî, ÷òî âñå òðè àêñèîìû âûïîëíåíû.

Èç êóðñà àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè íàì èçâåñòíî, ÷òî â ïåðâîì ïðèìåðå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäå-
íèå âåêòîðîâ x è y ìîæíî âû÷èñëèòü òàê:

(x, y) = |x| · |y| · cosϕ,

ãäe |x|, |y| � äëèíû âåêòîðîâ x è y, a ϕ � óãîë ìåæäó íèìè.
Ïðèìåð. Íàéä¼ì óãîë ϕ ìåæäó âåêòîðàìè x = (1, 0, 1) è y = (1, 1, 0). Èìååì |x| = |y| =

√
2, òîãäà

cosϕ =
(x, y)

|x| · |y|
=

1

2
⇐⇒ ϕ =

π

3
.

Ïðèìåð. Íàéäåì óãîë ϕ ìåæäó ìíîãî÷ëåíàìè P (x) = x è Q(x) = x2 íà îòðåçêå [−1, 1].

|P (x)| =

√∫ 1

−1
(P (x))2dx =

√∫ 1

−1
x2dx =

√
x3

3

∣∣∣∣1
−1

=

√
2

3

|Q(x)| =

√∫ 1

−1
(P (x))2dx =

√∫ 1

−1
x4dx =

√
x5

5

∣∣∣∣1
−1

=

√
2

5

(P (x), Q(x)) =

∫ 1

−1
x3dx =

x4

4

∣∣∣∣1
−1

= 0

cosϕ =
(P (x), Q(x))

|P (x)| · |Q(x)|
=

0√
4/15

= 0⇐⇒ ϕ = 0, ñëåäîâàòåëüíî, ìíîãî÷ëåíû ¾ïåðïåíäèêóëÿðíû¿.
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18 Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ

Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî Rn âñåõ n−ìåðíûõ äåéñòâèòåëüíûõ âåêòîðîâ âèäà ~x = (x1, . . . , xn)T .
Ââåäåì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ïî ïðàâèëó:

(~x, ~y) = x1y1 + x2y2 + . . .+ xnyn.

Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå àêñèîì:
1) (~x, ~x) = x21+x22+. . .+x2n ≥ 0, ïðè÷åì (~x, ~x) = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x1 = x2 = . . . = xn = 0.
2) (~x, ~y) = x1y1 + x2y2 + . . .+ xnyn = y1x1 + y2x2 + . . .+ ynxn = (~y, ~x).
3) (α~x+ β~y, ~z) = (αx1 + βy1)z1 + (αx2 + βy2)z2 + . . .+ (αxn + βyn)zn = α(x1z1 + x2z2 + . . .+ xnzn)+
+β(y1z1 + y2z2 + . . .+ ynzn) = α(~x, ~z) + β(~y, ~z).

Òåîðåìà 12 (íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî). Ïóñòü ~x, ~y ∈ Rn. Òîãäà

(~x, ~y)2 ≤ (~x, ~x) · (~y, ~y).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ~x = 0, òî îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâà îáðàùàþòñÿ â íîëü, è íåðàâåíñòâî î÷å-
âèäíî. Ïóñòü ~x 6= 0, òîãäà (~x, ~x) > 0. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî λ ∈ R è çàïèøåì öåïî÷êó
ïðåîáðàçîâàíèé, ïîëüçóÿñü àêñèîìàìè ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ:

0 ≤ (λ~x+ ~y, λ~x+ ~y) = λ2(~x, ~x) + λ(~x, ~y) + λ(~y, ~x) + (~y, ~y) = λ2(~x, ~x) + 2λ(~x, ~y) + (~y, ~y).

Ïîëó÷èëè êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåíî îòíîñèòåëüíî λ âèäà aλ2 + 2bλ + c, ãäå a = (~x, ~x), b = (~x, ~y),
c = (~y, ~y). Ýòîò òðåõ÷ëåí ïðèíèìàåò òîëüêî íåîòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ, åãî ñòàðøèé êîýôôèöèåíò
ïîëîæèòåëåí, ñëåäîâàòåëüíî, äèñêðèìèíàíò äîëæåí áûòü íåïîëîæèòåëüíûì:

0 ≥ D/4 = b2 − ac = (~x, ~y)2 − (~x, ~x) · (~y, ~y).

19 Ïðîöåññ îðòîãîíàëèçàöèè Ãðàìà � Øìèäòà

Îïðåäåëåíèå 28. Ñèñòåìà âåêòîðîâ {~x1, ~x2, . . . , ~xn} â ëèíåéíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V
íàçûâàåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííîé, åñëè ëþáûå äâà âåêòîðà ñèñòåìû îðòîãîíàëüíû äðóã äðóãó:
(~xi, ~xj) = 0 ïðè i 6= j, è âñå âåêòîðû íîðìèðîâàíû: (~xj, ~xj) = 1, j = 1, 2, . . . , n.

Ïóñòü S = {~xk}nk=1 � ïðîèçâîëüíàÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ ïðîñòðàíñòâà V .
Ïîêàæåì, ÷òî åå ìîæíî ïðèâåñòè ê îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìå S ′ ñ ïîìîùüþ ïðîöåññà îðòîãî-
íàëèçàöèè Ãðàìà � Øìèäòà, íå ìåíÿÿ ëèíåéíîé îáîëî÷êè, ò.å. Lin{S} = Lin{S ′}:

1. ïîëîæèì ~ϕ1 = a11~x1, ãäå ÷èñëî a11 îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ

(~ϕ1, ~ϕ1) = a211(~x1, ~x1) = 1, ñëåäîâàòåëüíî, a11 =
±1

(~x1, ~x1)
.

2. Äàëåå äåéñòâóåì ïî èíäóêöèè. Ïóñòü ïîñòðîåíû ~ϕ1, ... , ~ϕn−1 òàêèå, ÷òî

~ϕk = ak1~x1 + · · ·+ akk~xk, akk 6= 0, k = 1, . . . , n− 1; (7)

~xk = bk1~ϕ1 + · · ·+ bkk~ϕk, bkk 6= 0, k = 1, . . . , n− 1; (8)

ïðè÷åì {~ϕ1, . . . ~ϕn−1} � îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà.

3. Òîãäà çàïèøåì óðàâíåíèå íà ÷èñëà bnk è âåêòîð ~hn

~xn = bn1~ϕ1 + · · ·+ bn,n−1~ϕn−1 + ~hn,
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ãäå ìû õîòèì äîáèòüñÿ ðàâåíñòâ (~hn, ~ϕk) = 0 äëÿ âñåõ k = 1, . . . , n − 1. Êîýôôèöèåíòû bnk è

âåêòîð ~hn îïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèé

0 = (~hn, ~ϕk) = (~xn − bn1~ϕ1 − bn2~ϕ2 − · · · − bn,n−1~ϕn−1, ~ϕk) = (~xn, ~ϕk)− bnk.

Çíà÷èò, bnk = (~xn, ~ϕk), k = 1, . . . , n − 1. Òåïåðü âåêòîð ~hn òàêæå îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî.

Çàìåòèì, ÷òî ~hn 6= 0 (èíà÷å ñèñòåìà {~xk} áûëà áû ëèíåéíî çàâèñèìîé). Ïîëîæèì ~ϕn =
~hn

(~hn,~hn)
.

Òåïåðü ~ϕn íîðìèðîâàí è ïåðïåíäèêóëÿðåí âñåì ~ϕk ñ k < n, à ðàâåíñòâî (8) âûïîëíåíî äëÿ
k = n. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

~ϕn =
~xn − bn,1~ϕ1 − · · · − bn,n−1~ϕn−1

(~hn,~hn)
,

è çàìåíÿÿ çäåñü âñå ~ϕk ñ k < n íà ñóììû (7), ïîëó÷èì ðàâåíñòâî (7) äëÿ ~ϕn

Â èòîãå ïîëó÷àåì îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó {~ϕk}nk=1. Ïðè ýòîì, ðàâåíñòâà (7) ïîêàçûâàþò, ÷òî
ëþáàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ âåêòîðîâ ~ϕk åñòü ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ âåêòîðîâ ~xk, à ðàâåíñòâà (8)
ïîêàçûâàþò, ÷òî âåðíî è îáðàòíîå. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî Lin{S} = Lin{S ′}.
Ïðèìåð. Ïðèìåíèì ïðîöåññ îðòîãîíîëèçàöèè ê ñèñòåìå âåêòîðîâ {~x1, ~x2, ~x3} â ïðîñòðàíñòâå R4,
ãäå ~x1 = (1, 0,−1, 1)T , ~x2 = (0, 2, 1, 1)T , ~x3 = (−1, 1, 0, 0)T . Ïðåæäå âñåãî, ïðîâåðèì, ÷òî ýòà ñèñòåìà
ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìîé. Äëÿ ýòîãî çàïèøåì êîîðäèíàòû âåêòîðîâ êàê ñòðîêè ìàòðèöû:

A =

 1 0 −1 1
0 2 1 1
−1 1 0 0

 .

Çàìåòèì, ÷òî ó ìàòðèöû A åñòü íåíóëåâîé ìèíîð òðåòüåãî ïîðÿäêà:∣∣∣∣∣∣
0 −1 1
2 1 1
1 0 0

∣∣∣∣∣∣ = 0 + 0− 1− 1− 0− 0 = −2 6= 0,

ñëåäîâàòåëüíî, rangA = 3. Çíà÷èò, ìàòðèöà A èìååò òðè ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ñòðîêè, òî åñòü
âåêòîðû ~x1, ~x2, ~x3 ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Ïðîâåäåì ïðîöåññ îðòîãîíàëèçàöèè.

1. Ïîëîæèì ~ϕ1 = a11~x1, ãäå ÷èñëî a11 =
1

(~x1, ~x1)
=

1√
3
. Ïîëó÷èì, ÷òî ~ϕ1 =

(
1√
3
, 0,
−1√

3
,

1√
3
,

)T

.

2. Çàïèøåì ~x2 = b21~ϕ1 +~h2, ãäå b21 = (~x2, ~ϕ1) =
1√
3

(0 ·1+2 ·0+(−1) ·1+1 ·1) = 0, ñëåäîâàòåëüíî,

~h2 = ~x2. Îòñþäà ~ϕ2 =
~x2

(~x2, ~x2)
=

(
0,

2√
6
,

1√
6
,

1√
6

)T

.

3. Íàêîíåö, ~x3 = b31~ϕ1 + b32~ϕ2 +~h3, ãäå b31 = (~x3, ~ϕ1) =
1√
3

(1 · (−1) + 0 ·1 + (−1) ·0 + 1 ·0) = − 1√
3
,

b32 = (~x3, ~ϕ2) =
1√
6

(0 · (−1) + 2 · 1 + 1 · 0 + 1 · 0) =
2√
6
. Çíà÷èò,

~h3 =


−1
1
0
0

+
1√
3
· 1√

3


1
0
−1
1

− 2√
6
· 1√

6


0
2
1
1

 =


−2/3
1/3
−2/3

0

 .

Ïðîíîðìèðóåì âåêòîð ~h3, ïîëó÷èì ~x3 =
~h3

(~h3,~h3)
=
~h3
1

= ~h3. Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì îðòîíîð-

ìèðîâàííóþ ñèñòåìó: {~ϕ1, ~ϕ2, ~ϕ3}, ãäå

~ϕ1 =

(
1√
3
, 0,
−1√

3
,

1√
3

)T

, ~ϕ2 =

(
0,

2√
6
,

1√
6
,

1√
6

)T

, ~ϕ3 =

(
−2

3
,
1

3
,−2

3
, 0

)T

.
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Ëåêöèÿ 6

20 Êîìïëåêñíûå ÷èñëà

Îïðåäåëåíèå 29. Êîìïëåêñíûì ÷èñëîì íàçûâàåòñÿ âûðàæåíèå âèäà z = x+ iy, ãäå x, y � äåé-
ñòâèòåëüíûå ÷èñëà, i � ìíèìàÿ åäèíèöà. ×èñëî x íàçûâàåòñÿ äåéñòâèòåëíîé ÷àñòüþ êîìïëåêñ-
íîãî ÷èñëà z è îáîçíà÷àåòñÿ Re z. ×èñëî y íàçûâàåòñÿ ìíèìîé ÷àñòüþ ÷èñëà z è îáîçíà÷àåòñÿ
Im z.

Ìîæíî âîñïðèíèìàòü ëþáîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî êàê óïîðÿäî÷åííóþ ïàðó (x, y) äâóõ âåùåñòâåí-
íûõ ÷èñåë. Íèæå áóäóò ââåäåíû àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè íàä êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè, ñ ïîìî-
ùüþ êîòîðûõ áóäåò îïðåäåëåí îáúåêò ¾ìíèìàÿ åäèíèöà¿.

� Åñëè x = 0, y 6= 0, òî z = x+ iy íàçûâàåòñÿ ÷èñòî ìíèìûì ÷èñëîì.

� Åñëè y = 0, òî z = x � äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî.

� Äâà êîìïëåêñíûõ ÷èñëà z1 = x1 + iy1 è z2 = x2 + iy2 ðàâíû, åñëè ðàâíû èõ äåéñòâèòåëüíûå è
ìíèìûå ÷àñòè: x1 = x2, y1 = y2. Â ÷àñòíîñòè, z = 0, åñëè x = 0, y = 0.

� Ìíîæåñòâî êîìïëåêñíûõ ÷èñåë îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç C.

� Ãåîìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå êîìïëåêñíîãî ÷èñëà: z = x + iy � ýòî òî÷êà M íà ïëîñêîñòè
ñ êîîðäèíàòàìè (x, y). ×àñòî óäîáíî ñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå êîìïëåêñíîìó ÷èñëó âåêòîð ~OM
Îñè Ox è Oy, íà êîòîðûõ ðàñïîëîæåíû äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà z = x+i ·0 = x è ÷èñòî ìíèìûå
÷èñëà z = 0 + iy = iy, íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî äåéñòâèòåëüíîé è ìíèìîé îñÿìè.

21 Àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè íàä êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè

1) Ñóììà (ðàçíîñòü) êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Ïî îïðåäåëåíèþ: z1 ± z2 = x1 ± x2 + i(y1 ± y2).
Ñâîéñòâà îïåðàöèè ñëîæåíèÿ:

a) z1 + z2 = z2 + z1 � êîììóòàòèâíîñòü;

b) z1 + (z2 + z3) = (z1 + z2) + z3 � àññîöèàòèâíîñòü;

c) ∃! 0C ∈ C, 0C = 0 + i · 0 : ∀z ∈ C z+ 0C = 0C + z = 0 (äàëåå 0C=0) � íåéòðàëüíûé ýëåìåíò;

d) ∀z ∈ C, z = x + iy, ∃!(−z) ∈ C : z + (−z) = 0 � îáðàòíûé ýëåìåíò. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî
−z = −x− iy.

2) Ïðîèçâåäåíèå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Ïî îïðåäåëåíèþ: z1 · z2 = x1x2 − y1y2 + i · (x1y2 + x2y1).

Çàìå÷àíèå. i2 = i · i = (0 + i · 1) = −1 + i · 0 = −1. Òàêèì îáðàçîì, ìîæåì âîñïðèíèìàòü
êîìïëåêñíûå ÷èñëà êàê àëãåáðàè÷åñêèå äâó÷ëåíû ñ îáû÷íûìè àðèôìåòè÷åñêèìè îïåðàöèÿìè,
åñëè ïîëîæèòü ïî îïðåäåëåíèþ i2 = −1.

Ñâîéñòâà îïåðàöèè óìíîæåíèÿ:

a) z1 · z2 = z2 · z1 � êîììóòàòèâíîñòü.

b) z1 · (z2 · z3) = (z1 · z2) · z3 � àññîöèàòèâíîñòü.

c) ∃! 1C = 1 + i · 0 : ∀z ∈ C z · 1C = z (äàëåå 1C = 1) � íåéòðàëüíûé ýëåìåíò.
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d) ∀z ∈ C, z = x+ iy 6= 0, ∃!z−1 : z · z−1 = 1 � îáðàòíûé ýëåìåíò. Ïðîâåðèì, ÷òî

z−1 =
x

x2 + y2
+ i · −y

x2 + y2
.

Äåéñòâèòåëüíî, z · z−1 =
x2 + y2

x2 + y2
+ i · −xy + xy

x2 + y2
= 1 + i · 0 = 1.

3) Äåëåíèå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë (z2 6= 0).:

z1
z2

=
x1 + i · y1
x2 + i · y2

=
(x1 + i · y1)(x2 − i · y2)
(x2 + i · y2)(x2 − i · y2)

=
x1x2 + y1y2 + i · (x2y1 − x1y2)

x22 + y22
.

Çàìå÷àíèå. Îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ñâÿçàíû ñâîéñòâîì äèñòðèáóòèâíîñòè:

(z1 + z2) · z3 = z1 · z3 + z2 · z3.

Ïðèìåð. Ïóñòü z1 = 2 + i, z2 = 1 + 2i. Òîãäà

z1 + z2 = (2 + i) + (1 + 2i) = 3 + 3i;

z1 − z2 = (2 + i)− (1 + 2i) = 1− i;

z1z2 = (2 + i) · (1 + 2i) = 2 + 4i+ i+ 2i2 = 2− 2 + 5i = 5i;

z1
z2

=
2 + i

1 + 2i
=

(2 + i) · (1− 2i)

(1 + 2i) · (1− 2i)
=

2 + i− 4i− 2i2

1− 4i2
=

4− 3i

5
= 0, 8− 0, 6i.

22 Êîìïëåêñíî ñîïðÿæ¼ííûå ÷èñëà

Îïðåäåëåíèå 30. Äâà êîìïëåêñíûõ ÷èñëà íàçûâàþòñÿ êîìïëåêñíî ñîïðÿæ¼ííûìè, åñëè èõ äåé-
ñòâèòåëüíûå ÷àñòè ðàâíû, à ìíèìûå ïðîòèâîïîëîæíû ïî çíàêó. ×èñëî, ñîïðÿæ¼ííîå ÷èñëó
z = a+ bi, îáîçíà÷àåòñÿ êàê z = a− bi.

Ñâîéñòâà îïåðàöèè êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ:

1) Ñóììà è ïðîèçâåäåíèå äâóõ êîìïëåêñíî ñîïðÿæ¼ííûõ ÷èñåë ÿâëÿþòñÿ äåéñòâèòåëüíûìè ÷èñ-
ëàìè:

z + z = (a+ bi) + (a− bi) = 2a ∈ R è z · z = (a+ bi) · (a− bi) = a2 + b2 ∈ R.

2) Ïðîèçâåäåíèå äâóõ êîìïëåêñíî ñîïðÿæ¼ííûõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì ìîäóëÿ ëþáîãî èç
ýòèõ ÷èñåë:

z · z = a2 + b2 = |z|2 = |z|2.

3) z1 ± z2 = z1 ± z2;

4) z1 · z2 = z1 · z2;

5) z = z.
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23 Òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ôîðìà çàïèñè êîìïëåêñíîãî ÷èñëà

Çàïèñü z = x + iy îáû÷íî íàçûâàþò àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìîé çàïèñè êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z. Ýòî
ôîðìà íå âñåãäà ÿâëÿåòñÿ óäîáíîé. Â ÷àñòíîñòè, êàê ìû âèäèì, îïåðàöèè óìíîæåíèÿ è äåëåíèÿ
âûãëÿäÿò äîâîëüíî ãðîìîçäêî. Åùå áîëåå ñëîæíî âîçâîäèòü â ñòåïåíü è èçâëåêàòü êîðíè èç êîì-
ïëåêñíûõ ÷èñåë, çàïèñàííûõ â àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìå.

Ðàññìîòðèì äðóãîé ñïîñîá çàïèñè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ϕ è r (r ≥ 0) ïîëÿðíûå
êîîðäèíàòû òî÷êè M(x, y), ñ÷èòàÿ íà÷àëî êîîðäèíàò ïîëþñîì, à ïîëîæèòåëüíîå íàïðàâëåíèå îñè
Ox � ïîëÿðíîé îñüþ. Òîãäà èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:{

x = r cosϕ

y = r sinϕ

Ñëåäîâàòåëüíî, êîìïëåêñíîå ÷èñëî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ôîðìå:

z = x+ iy = r cosϕ+ ir sinϕ = r(cosϕ+ i sinϕ)

Ýòî âûðàæåíèå íàçûâàåòñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìîé êîìïëåêñíîãî ÷èñëà.

� Ðàäèóñ�âåêòîð ~OM , äëèíà êîòîðîãî ðàâíà r, íàçûâàåòñÿ ìîäóëåì êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z =
x+ iy. Îáîçíà÷àåòñÿ: |z| = r =

√
x2 + y2

� Óãîë ϕ, îáðàçîâàííûé ðàäèóñ�âåêòîðîì ~OM è ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì îñè OX, íàçû-

âàåòñÿ àðãóìåíòîì êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z. Îáîçíà÷àåòñÿ: Arg z :=
{
ϕ : cosϕ =

x

r
, sinϕ =

y

r

}
.

Çàìå÷àíèå. Arg z îïðåäåëÿåòñÿ íå îäíîçíà÷íî, à ñ òî÷íîñòüþ äî ñëàãàåìîãî 2πk, ãäå k ∈ Z. Èç
çíà÷åíèé Arg z âûäåëÿåòñÿ ãëàâíîå çíà÷åíèå arg z òàêîå, ÷òî Arg z = arg z + 2πk, ãäå k ∈ Z. Ïî
óìîë÷àíèþ îáû÷íî ïîëàãàþò, ÷òî arg z ∈ (−π, π]. Arg 0 íå îïðåäåëåí.

Ïðèìåð. arg 2 = 0; arg(3i) =
π

2
; arg(1− i) = −π

4
.

Ñâîéñòâà ìîäóëåé è àðãìóåíòîâ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.

1. Ïðè ñëîæåíèè (âû÷èòàíèè) êîìïëåêñíûõ ÷èñåë èõ ðàäèóñ�âåêòîðû ñêëàäûâàþòñÿ (âû÷èòà-
þòñÿ) ïî ïðàâèëó ïàðàëëåëîãðàììà.

2. Ìîäóëü ïðîèçâåäåíèÿ (÷àñòíîãî) äâóõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ (÷àñòíîìó)
ìîäóëåé ýòèõ ÷èñåë, à åãî àðãóìåíò � ñóììå (ðàçíîñòè) àðãóìåíòîâ ýòèõ ÷èñåë.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü z1 = x1 + iy1 = r1(cosϕ1 + i sinϕ1), z2 = x2 + iy2 = r1(cosϕ2 + i sinϕ2),
òîãäà

z1z2 = r1r2(cosϕ1 cosϕ2 − sinϕ1 sinϕ2 + i(cosϕ1 sinϕ2 + sinϕ1 cosϕ2)) =

= r1r2(cos(ϕ1 + ϕ2) + i sin(ϕ1 + ϕ2))

(ïðèìåíèëè òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôîðìóëû êîñèíóñà è ñèíóñà ñóììû). Äàëåå,

z1
z2

=
r1
r2
· cosϕ1 + i sinϕ1

cosϕ2 + i sinϕ2

=
r1
r2
· (cosϕ1 + i sinϕ1)(cosϕ2 − i sinϕ2)

(cosϕ2 + i sinϕ2)(cosϕ2 − i sinϕ2)
=

=
r1
r2
·cosϕ1 cosϕ2 + sinϕ1 sinϕ2 + i(sinϕ1 cosϕ2 − cosϕ1 sinϕ2)

cos2 ϕ2 + sin2 ϕ2

=
r1
r2

(cos(ϕ1−ϕ2)+i sin(ϕ1−ϕ2)),

ñîãëàñíî òðèãîíîìåòðè÷åñêèì ôîðìóëàì êîñèíóñà è ñèíóñà ðàçíîñòè.
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3. Ïðè âîçâåäåíèè êîìïëåêñíîãî ÷èñëà â íàòóðàëüíóþ ñòåïåíü n åãî ìîäóëü âîçâîäèòñÿ â ñòåïåíü
n, à àðãóìåíò óâåëè÷èâàåòñÿ â n ðàç.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü z = r(cosϕ+ i sinϕ). Òîãäà ñîãëàñíî ïðàâèëó óìíîæåíèÿ êîìïëåêñíûõ
÷èñåë, çàïèñàííûõ â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìå, èìååì:

zn = z ·z · . . . ·z = (r ·r · . . . ·r)(cos(ϕ+ϕ+ . . .+ϕ)+i sin(ϕ+ϕ+ . . .+ϕ)) = rn(cos(nϕ)+i sin(nϕ)).

Èçâëå÷åíèå êîðíÿ n−é ñòåïåíè èç êîìïëåêñíîãî ÷èñëà. Ïóñòü èçâåñòíî, ÷òî ζn = z, ãäå4

ζ = ρ(cosψ + i sinψ), z = r(cosϕ+ i sinϕ).

Çàäà÷à: çíàÿ r è ϕ, íàéòè ρ è ψ, òî åñòü èçâëå÷ü êîðåíü n−é ñòåïåíè èç ÷èñëà z. Çàìåòèì ñðàçó,
÷òî ýòà çàäà÷à íå òàêàÿ ïðîñòàÿ, êàê âîçâåäåíèå â ñòåïåíü. Çàïèøåì ñîîòâåòñòâóþùèå óðàâíåíèÿ:

ρn = r, cos(nψ) = cosϕ, sin(nψ) = sinϕ.

Ìîäóëü íàõîäèòñÿ îäíîçíà÷íî: ïîñêîëüêó r è ρ � íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà, òî ρ = n
√
r. Ñ àðãóìåí-

òîì ñëîæíåå: èç òîãî, ÷òî ó íåêîòîðûõ äâóõ óãëîâ ñîâïàäàþò ñèíóñ è êîñèíóñ íå ñëåäóåò, âîîáùå
ãîâîðÿ, ÷òî ýòè óãëû ñîâïàäàþò. Îíè ìîãóò îòëè÷àòüñÿ íà 2πk, ãäå k ∈ Z. Òàêèì îáðàçîì,

nψ = ϕ+ 2πk, ñëåäîâàòåëüíî, ψ =
ϕ+ 2πk

n
=
ϕ

n
+

2πk

n
, k ∈ Z.

Çíà÷èò, àðãóìåíò ψ îïðåäåëÿåòñÿ íå åäèíñòâåííûì îáðàçîì. Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ìî-
æåò ïðèíèìàòü ψ? Ïîñêîëüêó ïðè äîáàâëåíèè öåëîãî ÷èñëà ïåðèîäîâ 2π ê àðãóìåíòó òî÷êà íà

ïëîñêîñòè ïåðåõîäèò â ñåáÿ, òî êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé áóäåò ðàâíÿòüñÿ n: ψ =
ϕ+ 2πk

n
,

k = 0, 1, . . . , n−1. Òàêèì îáðàçîì, îêîí÷àòåëüíûé îòâåò ñëåäóþùèé: êîðåíü èç êîìïëåêñíîãî ÷èñëà
z = r(cosϕ + i sinϕ) 6= 0 îïðåäåëåí íå îäíîçíà÷íî. Ñóùåñòâóþò n ðàçëè÷íûõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë
ζ0, ζ1, . . . , ζn−1, êàæäîå èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèåì êîðíÿ n−é ñòåïåíè èç z:

ζnk = z, ζk = n
√
r(cosψk + i sinψk), ψk =

ϕ+ 2πk

n
, k = 0, 1, . . . , n− 1.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî n
√
z ÿâëÿåòñÿ ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèåé. Ïîäðîáíî òàêèå ôóíêöèè áóäóò èçó-

÷àòüñÿ â êóðñå êîìïëåêñíîãî àíàëèçà.
Ïðèìåð. Âû÷èñëèì 4

√
1. Çàïèøåì â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìå 1 = 1 · (cos 0+ i sin 0), òîãäà r = 1,

ϕ = 0. Çíà÷èò, ρ = 1, ψ =
2πk

4
, k = 0, 1, 2, 3. Òàêèì îáðàçîì,

ζ0 = 1, ζ1 = cos
π

2
+ i sin

π

2
= i, ζ2 = cosπ + i sinπ = −1, ζ3 = cos

3π

2
+ i sin

3π

2
= −i.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè èçîáðàçèòü ïîëó÷åííûå ÷åòûðå òî÷êè íà ïëîñêîñòè è ïîñëåäîâàòåëüíî ñîåäè-
íèòü äðóã ñ äðóãîì, òî ïîëó÷èì êâàäðàò. Âîîáùå, êîðíè n−é ñòåïåíè èç ÷èñëà z 6= 0 âñåãäà
îáðàçóþò íà ïëîñêîñòè ïðàâèëüíûé n−óãîëüíèê.

24 Ïîêàçàòåëüíàÿ ôîðìà çàïèñè êîìïëåêñíîãî ÷èñëà

Åñòü åùå îäèí ñïîñîá çàïèñè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë � îí óäîáåí òåì, ÷òî ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå êîì-
ïàêòíûì è ïîçâîëÿåò ëåãêî ðàáîòàòü ñ îïåðàöèÿìè âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü è èçâëå÷åíèÿ êîðíÿ. Ýòî
ñïîñîá çàïèñè ÷èñëà â ïîêàçàòåëüíîé ôîðìå. Îñíîâàí íà ñëåäóþùåé èäåå: ìû çíàåì, ÷òî äëÿ

ëþáîãî âåùåñòâåííîãî ÷èñëà x ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå lim
n→+∞

(
1 +

x

n

)n
= ex. Îêàçûâàåòñÿ (ýòî

4Ñëó÷àé z = 0 òðèâèàëåí � ïîëó÷àåì ζ = 0.
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áóäåò ñòðîãî äîêàçàíî â êóðñå êîìïëåêñíîãî àíàëèçà), ÷òî àíàëîãè÷íûé ôàêò ñïðàâåäëèâ è äëÿ

êîìïëåêñíûõ ÷èñåë: äëÿ ëþáîãî z = x + iy ∈ C âûïîëíåíî lim
n→+∞

(
1 +

z

n

)n
= ex(cos y + i sin y).

Ïîëîæèì ïî îïðåäåëåíèþ: ez = ex(cos y+ i sin y). Ïðè ýòîì, î÷åâèäíî, åñëè z = x+ i · 0 � äåéñòâè-
òåëüíîå ÷èñëî, òî ez = ex. Áîëåå òîãî, ôóíêöèÿ ez îáëàäàåò ñâîéñòâàìè, àíàëîãè÷íûìè ñâîéñòâàì
îáû÷íîé ýêñïîíåíòû:

ez1 · ez2 = ez1+z2 , ez1 : ez2 = ez1−z2 , (ez1)z2 = ez1·z2 .

Ïîëîæèì òåïåðü z = iϕ, òîãäà ez = e0(cosϕ+ i sinϕ), ñëåäîâàòåëüíî,

eiϕ = cosϕ+ i sinϕ − ôîðìóëà Ýéëåðà.

Ïðèõîäèì ê ïîêàçàòåëüíîé ôîðìå çàïèñè êîìïëåêñíîãî ÷èñëà:

z = reiϕ, ãäå r =
√
x2 + y2, cosϕ =

x

r
, sinϕ =

y

r
.

Îòñþäà è èç ñâîéñòâ îïåðàöèé íàä êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìå ñðàçó
ïîëó÷àåì, ÷òî

z1 · z2 = r1 · r2ei(ϕ1+ϕ2), z1 : z2 = r1 : r2e
i(ϕ1−ϕ2), zn = rneinϕ,

n
√
z = n
√
re

i(ϕ+2πk)
n , k = 0, 1, . . . , n− 1.

Ïðèìåð. Ðåøèì óðàâíåíèå z2 = 3− 4i.
Çàïèøåì ÷èñëî 3− 4i = reiϕ â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìå:

r =
√

32 + 42 = 5, cosϕ =
3

5
, sinϕ = −4

5
.

Òîãäà |z| =
√
r =
√

5, à Arg z = {ϕ/2 + πk}. Ìû ïîìíèì, ÷òî êîðíåé äîëæíî áûòü äâà. Âïðî÷åì,
âòîðîé êîðåíü îòëè÷àåòñÿ îò ïåðâîãî âñåãî ëèøü çíàêîì, òàê ÷òî ìîæíî ñîñðåäîòî÷èòüñÿ íà ñëó÷àå
arg z = ϕ/2 ∈ (−π, π]. Òåïåðü íåáîëüøîå óïðàæíåíèå ïî òðèãîíîìåòðèè:

cos2
(ϕ

2

)
=

cosϕ+ 1

2
=

4

5
, sin2

(ϕ
2

)
=

1− cosϕ

2
=

1

5
.

Îïðåäåëèìñÿ ñî çíàêàìè: ÷èñëî 3 − 4i ëåæèò â ÷åòâåðòîé ÷åòâåðòè, ò.å. ϕ ∈ (−π/2, 0), à çíà÷èò,
cos(ϕ/2) > 0, sin(ϕ/2) < 0. Îêîí÷àòåëüíî,

z = ±
√
r
(

cos
ϕ

2
+ i · sin ϕ

2

)
= ±
√

5

(
2√
5
− i√

5

)
= ±(2− i).
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Ëåêöèÿ 7

25 Àëãåáðà ìíîãî÷ëåíîâ

Îïðåäåëåíèå 31. Ìíîãî÷ëåíîì íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ âåùåñòâåííîé ïåðåìåííîé x âèäà

P (x) = anx
n + an−1x

n−1 + . . .+ a1x+ a0, ãäå a0, a1, . . . , an ∈ R, an 6= 0.

×èñëî n íàçûâàåòñÿ ñòåïåíüþ ìíîãî÷ëåíà P (x). Ïèøóò degP (x) = n. Åñëè ìíîãî÷ëåí ïðåäñòàâ-
ëÿåò èç ñåáÿ êîíñòàíòó, îòëè÷íóþ îò íóëÿ, òî åãî ñòåïåíü ðàâíà íóëþ. Ìíîãî÷ëåí, òîæ-
äåñòâåííî ðàâíûé íóëþ, íàçûâàþò íóëåâûì ìíîãî÷ëåíîì. Åãî ñòåïåíü íå îïðåäåëåíà (èíîãäà
ïîëàãàþò, ÷òî ñòåïåíü íóëåâîãî ìíîãî÷ëåíà ðàâíà −∞).

Òåîðåìà 13. Ìíîãî÷ëåíû P (x) = anx
n + an−1x

n−1 + . . .+ a1x+ a0 è Q(x) = bnx
n + bn−1x

n−1 + . . .+
b1x + b0 ñîâïàäàþò ïðè ëþáîì çíà÷åíèè ïåðåìåííîé x òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ó íèõ ðàâíû
âñå êîýôôèöèåíòû ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòåïåíÿõ: a0 = b0, a1 = b1, ... , an = bn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí R(x) = P (x) − Q(x) = cnx
n + cn−1x

n−1 + . . . + c1x + c0.
Åñëè ó ìíîãî÷ëåíîâ P (x) è Q(x) ðàâíû âñå êîýôôèöèåíòû ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòåïåíÿõ, òî ó
ìíîãî÷ëåíà R(x) âñå êîýôôèöèåíòû ðàâíû íóëþ, ñëåäîâàòåëüíî, îí ïðèíèìàåò íóëåâûå çíà÷åíèÿ
ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ ïåðåìåííîé x. Íî ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî ìíîãî÷ëåíû P (x) è Q(x) ñîâïàäàþò ïðè
âñåõ çíà÷åíèÿõ x.

Äîêàæåì îáðàòíîå. Ïóñòü ìíîãî÷ëåí R(x) ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 0 ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ ïåðå-
ìåííîé x. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûå ðàçëè÷íûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà5 x1, x2, ... , xn+1 è çàïèøåì
ðàâåíñòâà R(xk) = 0, k = 1, . . . , n+ 1

c0 + c1x1 + c2x
2
1 + . . .+ cnx

n
1 = 0,

c0 + c1x2 + c2x
2
2 + . . .+ cnx

n
2 = 0,

. . . . . . . . .

c0 + c1xn+1 + c2x
2
n+1 + . . .+ cnx

n
n+1 = 0.

Ïîëó÷èëè ñèñòåìó èç n+ 1 ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî n+ 1 íåèçâåñòíîãî c0, c1, ... , cn+1.
Åå îïðåäåëèòåëü ðàâåí ∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x1 x21 . . . xn1
1 x2 x22 . . . xn2
...

...
... . . .

...
1 xn+1 x2n+1 . . . xnn+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Ýòî òàê íàçûâàåìûé îïðåäåëèòåëü Âàíäåðìîíäà, îí îáîçíà÷àåòñÿ V (x1, x2, . . . , xn+1) è ðàâåí

V (x1, x2, . . . , xn+1) =
∏
i>j

(xi − xj). (9)

Ïîñêîëüêó â íàøåì ñëó÷àå âñå ÷èñëà x1, x2, ... , xn+1 ðàçëè÷íû, òî V (x1, x2, . . . , xn+1) 6= 0. Çíà÷èò,
îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå òðèâèàëüíîå ðåøåíèå, òî åñòü c0 = c1 = . . . = cn = 0.

Òåîðåìà 14 (äåëåíèå ìíîãî÷ëåíîâ ñ îñòàòêîì). Ïóñòü P (x), Q(x) � ìíîãî÷ëåíû, ïðè÷åì ìíî-
ãî÷ëåí Q(x) íå ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííî íóëåâûì. Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîé ìíîãî÷ëåí T (x) (âîç-
ìîæíî, òîæäåñòâåííî íóëåâîé), äëÿ êîòîðîãî áóäåò âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

P (x) = T (x)Q(x) +R(x), ãäå R(x)− ìíîãî÷ëåí, degR(x) < degQ(x).

Ïðè ýòîì ìíîãî÷ëåíû T (x) è R(x) îïðåäåëåíû îäíîçíà÷íî.

5Ìîæíî ïîéòè äðóãèì ïóòåì. Ïîäñòàâèì x = 0 è óâèäèì, ÷òî c0 = R(0) = 0. Ïðîäèôôåðåíöèðóåì R(x) è

ïîëó÷èì R′(x) = nxn−1 + . . .+ c1 ≡ 0, ò.ê. ïðîèçâîäíàÿ òîæäåñòâåííî íóëåâîé ôóíêöèè âíîâü åñòü òîæäåñòâåííûé

íîëü. Ïîäñòàâèì îïÿòü òî÷êó 0 è ïîëó÷èì c1 = R′(0) = 0. Ñíîâà ïðîäèôôåðåíöèðóåì, ïîäñòàâèì x = 0 è ïîëó÷èì

2c2 = R′′(0) = 0. Ïðîäåëàâ ýòî n ðàç, óâèäèì, ÷òî âñå ck = 0.
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Íàõîæäåíèå òàêèõ ìíîãî÷ëåíîâ T (x) è R(x) íàçûâàåòñÿ äåëåíèåì ñ îñòàòêîì ìíîãî÷ëåíà
P (x) íà ìíîãî÷ëåí Q(x). Ìíîãî÷ëåí T (x) íàçûâàåòñÿ íåïîëíûì ÷àñòíûì, R(x) � îñòàòêîì.
Âîçìîæíî, R(x) ≡ 0, òîãäà ãîâîðÿò, ÷òî ìíîãî÷ëåí P (x) äåëèòñÿ íà ìíîãî÷ëåí Q(x), à ìíîãî÷ëåí
T (x) íàçûâàþò ÷àñòíûì îò äåëåíèÿ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè degP (x) < degQ(x), òî ìîæíî âçÿòü T (x) ≡ 0, R(x) = P (x).

Ïóñòü degP (x) ≥ degQ(x), òîãäà

P (x) = anx
n + an−1x

n−1 + . . .+ a1x+ a0,

Q(x) = bmx
m + bm−1x

m−1 + . . .+ b1x+ b0, an 6= 0, bm 6= 0, n ≥ m.

Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí

P1(x) = P (x)− T1(x)Q(x), ãäå T1(x) =
an
bm
xn−m.

Î÷åâèäíî, ÷òî degP1(x) ≤ n− 1. Åñëè degP1(x) < m, òî ïîëîæèì T (x) = T1(x), R(x) = P1(x).
Åñëè íåò, òî ïðèìåíèì ê ìíîãî÷ëåíó P1(x) ðàññóæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå ïðèâåäåííûì âûøå, è

ïîëó÷èì ìíîãî÷ëåíû T2(x) è P2(x). È òàê äàëåå, çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ ïîëó÷èì ìíîãî÷ëåíû
Tk(x) è Pk(x) òàêèå, ÷òî

Pk(x) = Pk−1(x)− Tk(x)Q(x), degPk(x) < degQ(x).

Òîãäà ïîëîæèì
R(x) = Pk(x), T (x) = T1(x) + . . .+ Tk−1(x) + Tk(x).

Ïîêàæåì, ÷òî ìíîãî÷ëåíû T (x) è R(x) îïðåäåëåíû îäíîçíà÷íî. Ïóñòü

P (x) = T (x)Q(x) +R(x) = T̃ (x)Q(x) + R̃(x).

Òîãäà R(x)− R̃(x) = (T (x)− T̃ (x))Q(x). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî T (x) 6= T̃ (x), òîãäà

deg(R(x)− R̃(x)) = deg((T (x)− T̃ (x))Q(x)) ≥ degQ(x),

÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïîñòðîåíèþ ìíîãî÷ëåíà R(x).

Çíà÷èò, T (x) = T̃ (x), òîãäà R(x) = R̃(x). Åäèíñòâåííîñòü äîêàçàíà.
Ïðèìåð. Ðàçäåëèì ñ îñòàòêîì ìíîãî÷ëåí P (x) = 2x5− 3x4 + x3− x2 + x+ 2 íà ìíîãî÷ëåí Q(x) =
x2 − x+ 1. Ïîëîæèì T1(x) = 2x3. Òîãäà

P1(x) = P (x)− T1(x)Q(x) = 2x5 − 3x4 + x3 − x2 + x+ 2− (2x5 − 2x4 + 2x3) = −x4 − x3 − x2 + x+ 2.

Ñòåïåíü P1(x) áîëüøå, ÷åì ó Q(x), ïîýòîìó ïðîäîëæàåì ïðîöåññ: T2(x) = −x2,

P2(x) = P1(x)− T2(x)Q(x) = −x4 − x3 − x2 + x+ 2− (−x4 + x3 − x2) = −2x3 + x+ 2.

Ñòåïåíü P2(x) áîëüøå, ÷åì ñòåïåíü Q(x), ïîýòîìó ïîëîæèì T3(x) = −2x,

P3(x) = P2(x)− T3(x)Q(x) = −2x3 + x+ 2− (−2x3 + 2x2 − 2x) = −2x2 + 3x+ 2.

Ñòåïåíü P3(x) ðàâíà ñòåïåíè Q(x), çíà÷èò, T4(x) = −2,

P4(x) = P3(x)− T4(x)Q(x) = −2x2 + 3x+ 2− (−2x2 + 2x− 2) = x+ 4.

Çíà÷èò, P (x) = T (x)Q(x) + R(x), ãäå T (x) = T1(x) + T2(x) + T3(x) + T4(x) = 2x3 − x2 − 2x − 2,
R(x) = P4(x) = x+ 4.
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Çàìåòèì, ÷òî ãîðàçäî áûñòðåå è êîìïàêòíåå îôîðìëÿòü ïðîöåññ äåëåíèÿ êàê ñòàíäàðòíîå äå-
ëåíèå ¾óãîëêîì¿.

2x5 − 3x4 + x3 − x2 + x + 2 x2 − x+ 1
2x5 − 2x4 + 2x3 2x3 − x2 − 2x− 2

− x4 − x3 − x2 + x + 2
− x4 + x3 − x2

− 2x3 + x + 2
− 2x3 + 2x2 − 2x

− 2x2 + 3x + 2
− 2x2 + 2x − 2

x + 4

Ñëåäñòâèå 1 (òåîðåìà Áåçó). Îñòàòîê îò äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà P (x) íà ëèíåéíûé äâó÷ëåí (x−c)
ðàâåí P (c).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì â òåîðåìå Q(x) = x − c. Òîãäà degR(x) = 0, òî åñòü R(x) = R ∈ R.
Çíà÷èò,

P (x) = T (x)(x− c) +R, ñëåäîâàòåëüíî, P (c) = R.

Îïðåäåëåíèå 32. ×èñëî c ∈ R íàçûâàåòñÿ (âåùåñòâåííûì) êîðíåì ìíîãî÷ëåíà P (x), èëè àë-
ãåáðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ P (x) = 0, åñëè âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî P (c) = 0.

Ñëåäñòâèå 2. ×èñëî c ∈ R ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà P (x) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà P (x)
äåëèòñÿ íà äâó÷ëåí (x− c).

Òåîðåìà 15. ×èñëî êîðíåé íåíóëåâîãî ìíîãî÷ëåíà íå ïðåâîñõîäèò åãî ñòåïåíè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü c1 � êîðåíü ìíîãî÷ëåíà P (x). Òîãäà P (x) äåëèòñÿ íà x − c1, òî åñòü
P (x) = (x − c1)P1(x), ãäå P1(x) � ìíîãî÷ëåí. Äàëåå, ïóñòü c2 � êîðåíü ìíîãî÷ëåíà P1(x), òîãäà
P1(x) = (x− c2)P2(x), ãäå P2(x) � ìíîãî÷ëåí. È òàê äàëåå, íàêîíåö ïîëó÷àåì, ÷òî

P (x) = (x− c1)(x− c2) . . . (x− cm)Q(x), (10)

ãäå ìíîãî÷ëåí Q(x) íå èìååò âåùåñòâåííûõ êîðíåé. Çíà÷èò, ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà P (x) áîëüøå èëè
ðàâíà, ÷åì ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà (x−c1)(x−c2) . . . (x−cm), òî åñòü degP (x) ≥ m. Ïðè ýòîì ÷èñëà c1,
... , cm ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè ìíîãî÷ëåíà P (x) (ïîñêîëüêó P (ck) = 0, k = 1, . . . ,m), è äðóãèõ êîðíåé
ó P (x) íåò.

Îïðåäåëåíèå 33. Êîðåíü c ìíîãî÷ëåíà P (x) íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì, åñëè P (x) äåëèòñÿ íà (x−c),
íî íå äåëèòñÿ íà (x− c)2.

Êîðåíü c ìíîãî÷ëåíà P (x) íàçûâàåòñÿ êðàòíûì, åñëè ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî k ≥
2 òàêîå, ÷òî P (x) = (x − c)kQ(x), ãäå Q(x) � ìíîãî÷ëåí Q(c) 6= 0. ×èñëî k â ýòîì ñëó÷àå
íàçûâàåòñÿ êðàòíîñòüþ êîðíÿ k.

Ïðèìåð. Ìíîãî÷ëåí P (x) = x5 − 2x4 − 2x3 + 4x2 + x− 2 ìîæíî ðàçëîæèòü íà ìíîæèòåëè:

P (x) = (x+ 1)2(x− 1)2(x− 2).

Çíà÷èò, îí èìååò ïðîñòîé êîðåíü c1 = 2 è äâà êîðíÿ êðàòíîñòè 2: c2 = c3 = −1, c4 = c5 = 1.

Òåîðåìà 16. ×èñëî êîðíåé íåíóëåâîãî ìíîãî÷ëåíà ñ ó÷åòîì èõ êðàòíîñòè (ò. å. êàæäûé êî-
ðåíü ñ÷èòàåòñÿ ñòîëüêî ðàç, êàêîâà åãî êðàòíîñòü) íå ïðåâîñõîäèò ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíà. Ïðè
ýòîì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìíîãî÷ëåí ðàçëàãàåòñÿ íà ëèíåéíûå
ìíîæèòåëè.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ìíîãî÷ëåí P (x) èìååò êîðíè c1, ... , cm (âîçìîæíî, íå âñå îíè ðàçëè÷íû).
Ïåðåïèøåì ðàâåíñòâî (10) â âèäå

P (x) = (x− α1)
k1(x− α2)

k2 . . . (x− αj)
kjQ(x),

ãäå c1 = . . . = ck1 = α1, ck1+1 = . . . = ck1+k2 = α2, ... , ck1+...+kj−1
= . . . = cm = αj, à âñå ÷èñ-

ëà α1, . . . , αj ðàçëè÷íû (îáúåäèíèëè âìåñòå ñêîáêè ñ êðàòíûìè êîðíÿìè). Îòñþäà ñðàçó âèäèì,
÷òî ÷èñëî êîðíåé ìíîãî÷ëåíà P (x) ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè ðàâíî m, ÷òî íå ïðåâîñõîäèò ñòåïåíè n
ìíîãî÷ëåíà P (x). Ïðè ýòîì m = n òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà degQ(x) = 0, òî åñòü êîãäà P (x)
ðàçëàãàåòñÿ íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè.

Çàìåòèì, ÷òî ìíîãî÷ëåí ïîëîæèòåëüíîé ñòåïåíè ìîæåò âîâñå íå èìåòü âåùåñòâåííûõ êîðíåé.
Íàïðèìåð, ó ìíîãî÷ëåíà x2 + 1 íåò êîðíåé, ïðèíàäëåæàùèõ R (â òàêîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ìíî-
ãî÷ëåí íå èìååò êîðíåé íàä ïîëåì âåùåñòâåííûõ ÷èñåë R). Ñèòóàöèÿ ìåíÿåòñÿ, åñëè âìåñòî âå-
ùåòâåííûõ ÷èñåë R ðàññìîòðåòü êîìïëåêñíûå ÷èñëà C. Íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ìíîãî÷ëåí
x2 + 1 èìååò äâà êîðíÿ: ±i. Ñïðàâåäëèâ îáùèé ôàêò:

Òåîðåìà 17 (îñíîâíàÿ òåîðåìà àëãåáðû; áåç äîêàçàòåëüñòâà). Íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ëþ-
áîé ìíîãî÷ëåí (ñ âåùåñòâåííûìè èëè êîìïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè) ïîëîæèòåëüíîé ñòåïåíè
èìååò õîòÿ áû îäèí êîðåíü.

Ñëåäñòâèå 3. Ëþáîé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n ≥ 1 íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë èìååò ðîâíî n
êîðíåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü P (x) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n. Ïî îñíîâíîé òåîðåìå àëãåáðû, ó íåãî åñòü
êîìïëåêñíûé êîðåíü α1. Òîãäà P (x) äåëèòñÿ íà x − α1 áåç îñòàòêà, ò.å. P (x) = (x − α1)P1(x), ãäå
ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà P1 ðàâíà n− 1. Ïðèìåíèì ê íåìó òå æå ðàññóæäåíèÿ è ïîëó÷èì P1(x) = (x−
α2)P2(x), ãäå degP2 = n−2. Ïðîäåëàåì òàê n−1 ðàç è ïîëó÷èì P (x) = (x−α1)·. . .·(x−αn−1)Pn−1(x),
ãäå degPn−1 = n− (n− 1) = 1. Çíà÷èò, Pn−1(x) = a(x− αn) è ñëåäñòâèå äîêàçàíî.
Ïðèìåð. Ïóñòü P (x) = x5 + 3x3 − 4x. Î÷åâèäíî, ÷òî ó íåãî åñòü êîðåíü c1 = 0. Ðàçëîæèì íà
ìíîæèòåëè, ïîëó÷èì

P (x) = x(x4 + 3x2 − 4) = xP1(x).

Ìíîãî÷ëåí P1(x) îáðàùàåòñÿ â íîëü â òî÷êå 1, ñëåäîâàòåëüíî, îí èìååò âåùåñòâåííûé êîðåíü
c2 = 1. Ðàçäåëèì P1(x) íà äâó÷ëåí (x− 1), ïîëó÷èì

P1(x) = (x− 1)(x3 + x2 + 4x+ 4) = (x− 1)P2(x).

Ìíîãî÷ëåí P2(x) îáðàùàåòñÿ â íîëü â òî÷êå −1, ñëåäîâàòåëüíî, èìååò êîðåíü c3 = −1. Ðàçäåëèì
P2(x) íà äâó÷ëåí x+ 1, ïîëó÷èì

P2(x) = (x+ 1)(x2 + 4) = (x+ 1)P3(x).

Î÷åâèäíî, ÷òî ìíîãî÷ëåí P3(x) ïðèíèìàåò ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ ïðè ëþáîì âåùåñòâåííîì x,
ñëåäîâàòåëüíî, îí íå èìååò âåùåñòâåííûõ êîðíåé. Îäíàêî ó íåãî åñòü äâà êîìïëåêñíûõ êîðíÿ:
c4 = 2i, c5 = −2i.

Òàêèì îáðàçîì, ìíîãî÷ëåí P (x) èìååò íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë 5 êîðíåé: c1 = 0, c2 = 1,
c3 = −1, c4 = 2i, c5 = −2i.Åãî ðàçëîæåíèå íà ìíîæèòåëè íàä ïîëåì âåùåñòâåííûõ ÷èñåë èìååò
âèä

P (x) = x(x− 1)(x+ 1)(x2 + 4),

à íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë:

P (x) = x(x− 1)(x+ 1)(x− 2i)(x+ 2i).
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Ëåêöèÿ 8

26 Àëãåáðàè÷åñêèå ñòðóêòóðû: ãðóïïû, êîëüöà, ïîëÿ

Îïðåäåëåíèå 34. Ãðóïïîé íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî G ñ ââåäåííîé íà íåì îïåðàöèåé ◦, îáëàäà-
þùåé ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. äëÿ ëþáûõ a, b ∈ G âûïîëíåíî: a ◦ (b ◦ c) = (a ◦ b) ◦ c � àññîöèàòèâíîñòü;

2. ñóùåñòâóåò ýëåìåíò e ∈ G òàêîé, ÷òî a ◦ e = e ◦ a = a äëÿ ëþáîãî a ∈ G � ñóùåñòâîâàíèå
íåéòðàëüíîãî ýëåìåíòà;

3. äëÿ ëþáîãî a ∈ G ñóùåñòâóåò a−1 ∈ G òàêîé, ÷òî a ◦ a−1 = a−1 ◦ a = e � ñóùåñòâîâàíèå
îáðàòíîãî ýëåìåíòà.

Ãðóïïà íàçûâàåòñÿ àáåëåâîé (êîììóòàòèâíîé), åñëè äëÿ ëþáûõ a, b ∈ G âûïîëíåíî: a ◦ b = b ◦ a.

Èç îïðåäåëåíèÿ ñðàçó âûòåêàåò åäèíñòâåííîñòü íåéòðàëüíîãî è îáðàòíîãî ýëåìåíòîâ. Äåéñòâè-
òåëüíî, ïóñòü e1 è e2 � äâà íåéòðàëüíûõ ýëåìåíòà. Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ

e1 = e1 ◦ e2 = e2.

Àíàëîãè÷íî, ïóñòü a1, a2 � äâà îáðàòíûõ ýëåìåíòà ê ýëåìåíòó a. Òîãäà

a1 = a1 ◦ e = a1 ◦ (a ◦ a2) = (a1 ◦ a) ◦ a2 = e ◦ a2 = a2.

Ãðóïïû, â êîòîðûõ ãðóïïîâàÿ îïåðàöèÿ ◦ ÿâëÿåñòÿ ñëîæåíèåì, íàçûâàþò àääèòèâíûìè. Ãðóïïû,
â êîòîðûõ ◦ � ýòî óìíîæåíèå, íàçûâàþò ìóëüòèïëèêàòèâíûìè.

Ïðèìåðû.

1. ×èñëîâûå ìíîæåñòâà Z, Q, R ÿâëÿþòñÿ àääèòèâíûìè àáåëåâûìè ãðóïïàìè. Ðîëü íåéòðàëü-
íîãî ýëåìåíòà â íèõ âûïîëíÿåò 0, ðîëü îáðàòíîãî ýëåìåíòà ê ÷èñëó a � ïðîòèâîïîëîæíîå
÷èñëî (−a).

2. ×èñëîâûå ìíîæåñòâà Q∗ = Q \ {0} è R∗ = R \ {0} ÿâëÿþòñÿ ìóëüòèïëèêàòèâíûìè àáåëåâûìè
ãðóïïàìè. Ðîëü íåéòðàëüíîãî ýëåìåíòà â íèõ âûïîëíÿåò ÷èñëî 1, ðîëü îáðàòíîãî ê ÷èñëó a

� ÷èñëî
1

a
.

3. Ìíîæåñòâî âåêòîðîâ (ïëîñêîñòè èëè ïðîñòðàíñòâà) ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé ãðóïïîé îòíîñèòåëüíî
îáû÷íîé îïåðàöèè ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ.

4. Ìíîæåñòâî âñåõ íåâûðîæäåííûõ êâàäðàòíûõ ìàòðèö ôèêñèðîâàííîãî ðàçìåðà n×n îáðàçóåò
ìóëüòèïëèêàòèâíóþ ãðóïïó îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè óìíîæåíèÿ ìàòðèö. Ðîëü íåéòðàëüíîãî
ýëåìåíòà âûïîëíÿåò åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà E, ðîëü îáðàòíîãî ýëåìåíòà ê ìàòðèöå A � îáðàòíàÿ
ìàòðèöà A−1. Êàê ìû çíàåì, óìíîæåíèå ìàòðèö íå êîììóòàòèâíî, ïîýòîìó äàííàÿ ãðóïïà íå
ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé.

5. Êîíå÷íîå ìíîæåñòâî G = {e, a, b, c} ñ îïåðàöèåé ◦ áóäåò àáåëåâîé ãðóïïîé, åñëè ïîëîæèòü ïî
îïðåäåëåíèþ: e � íåéòðàëüíûé ýëåìåíò,

a ◦ a = e, b ◦ b = e, c ◦ c = e, a ◦ b = b ◦ a = c, a ◦ c = c ◦ a = b, b ◦ c = c ◦ b = a.

6. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå àáñòðàêòíîå ìíîæåñòâî E è ðàññìîòðèì ñèñòåìó âñåõ åãî ïîäìíîæåñòâ.
Íà ýòîé ñèñòåìå ââåäåì îïåðàöèþ îáúåäèíåíèÿ A ◦ B = A ∪ B. Ïîëó÷èì ãðóïïó � àññîöè-
àòèâíîñòü î÷åâèäíà, åäèíèöåé ÿâëÿåòñÿ ñàìî ìíîæåñòâî E, òàê êàê A ∪ E = A, à îáðàòíûì
ýëåìåíòîì äëÿ A ÿâëÿåòñÿ ðàçíîñòü E \ A.
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7. Íà ìíîæåñòâå {0, 1} ââåäåì îïåðàöèþ ëîãè÷åñêîãî ñëîæåíèÿ 0⊕0 = 1⊕1 = 0, 0⊕1 = 1⊕0 = 1.
Ïîëó÷èì ãðóïïó, â êîòîðîé íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì ÿâëÿåòñÿ 0, à îáðàòíûì ýëåìåíòîì äëÿ
0 ÿâëÿåòñÿ 0, à äëÿ 1 ÿâëÿåòñÿ 1. Ýòó ãðóïïó îáîçíà÷àþò Z2.

8. Íà ìíîæåñòâå {0, 1, 2} ââåäåì îáû÷íóþ îïåðàöèþ ñëîæåíèÿ, íî ñëåãêà ïîäïðàâèì åå: 1 + 2 =
2 + 1 = 0, 2 + 2 = 1. Ñìûñë ýòîé îïåðàöèè òàêîé � ìû ïðîâîäèì ñëîæåíèå ïî ìîäóëþ 3, ò.å.
âíà÷àëå ñêëàäûâàåì ÷èñëà, à çàòåì âû÷èñëÿåì îñòàòîê îò äåëåíèÿ ïîëó÷èâøåéñÿ ñóììû íà 3.
Àññîöèàòèâíîñòü î÷åâèäíà (èç àññîöèàòèâíîñòè îïåðàöèè ñëîæåíèÿ). Íåéòðàëüíûì ÿâëÿåòñÿ
÷èñëî 0. Îáðàòíûì äëÿ êàæäîãî ÷èñëà k áóäåò ÷èñëî 3−k (èìååòñÿ â âèäó îáû÷íàÿ ðàçíîñòü).
Ýòó ãðóïïó îáîçíà÷àþò Z3.

9. Ïîñòóïèì òî÷íî òàê æå ñ ïðîèçâîëüíûì íàòóðàëüíûì n. Áóäåì ñêëàäûâàòü ÷èñëà {0, 1, . . . , n−
1} ïî ïðàâèëó: âû÷èñëÿåì îáû÷íóþ ñóììó, à ïîòîì íàõîäèì îñòàòîê îò äåëåíèÿ åå íà n. Ýòó
ãðóïïó íàçûâàþò ãðóïïîé âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ n è îáîçíà÷àþò Zn. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî
n íàøà ãðóïïà àáåëåâà.

10. Ìîæíî ïîñòóïèòü òàê æå ñ äðîáíûìè ÷èñëàìè. Íàïðèìåð, ðàññìîòðèì âåùåñòâåííûå ÷èñëà
x ∈ [0, 1] è ââåäåì ãðóïïîâóþ îïåðàöèþ ïî ïðàâèëó: âû÷èñëÿåì îáû÷íóþ ñóììó, à ïîòîì
íàõîäèì åå äðîáíóþ ÷àñòü. Íåéòðàëüíûé ýëåìåíò 0, à îáðàòíûé ê x åñòü 1− x.

11. Ìû óæå ãîâîðèëè î ïåðåñòàíîâêàõ íà n îáúåêòàõ. Ïîñêîëüêó ïðèðîäà ýòèõ îáúåêòîâ íàì ñåé-
÷àñ íå âàæíà, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìû ïåðåñòàâëÿåì ÷èñëà {1, 2, . . . , n}. Äëÿ ÿñíîñòè, êàæäóþ

ïåðåñòàíîâêó áóäåì çàïèñûâàòü â ðàçâåðíóòîì âèäå π =

(
1 2 . . . n
j1 j2 . . . jn

)
. Ëîãè÷íî ââåñòè

íà ìíîæåñòâå ïåðåñòàíîâîê ãðóïïîâóþ îïåðàöèþ � ïåðåñòàíîâêà σ ◦ τ åñòü ðåçóëüòàò ïî-
ñëåäîâàòåëüíîãî ïðèìåíåíèÿ ïåðåñòàíîâêè τ , à çàòåì ïåðåñòàíîâêè σ (â ðàçíûõ ó÷åáíèêàõ
èñïîëüçóþòñÿ ðàçíûå ñîãëàøåíèÿ, íî ìû ïðèäåðæèâàåìñÿ çäåñü ÷òåíèÿ ¾ñïðàâà íàëåâî¿).
Íàïðèìåð, åñëè n = 4 è

τ =

(
1 2 3 4
4 3 2 1

)
, σ =

(
1 2 3 4
2 3 4 1

)
,

òî σ◦τ =

(
1 2 3 4
1 4 3 2

)
. Äåéñòâèòåëüíî, ÷èñëî 1 âíà÷àëå ïîñòàâèëè íà ìåñòî 4 = τ(1), à ïîòîì

ñ 4 ìåñòà âåðíóëè íà ïåðâîå, ò.ê. σ(τ(1)) = σ(4) = 1. È òàê ñî âñåìè îñòàëüíûìè ÷èñëàìè. Ïðî-
âåðüòå ñàìè, ÷òî ïîëó÷èëàñü àññîöèàòèâíàÿ îïåðàöèÿ. Íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì ÿâëÿåòñÿ òîæ-

äåñòâåííàÿ ïåðåñòàíîâêà e =

(
1 2 3 4
1 2 3 4

)
, à îáðàòíûì ýëåìåíòîì äëÿ êàæäîé ïåðåñòàíîâêè

ÿâëÿåòñÿ ïåðåñòàíîâêà, ïîëó÷åííàÿ ÷òåíèåì ñíèçó ââåðõ. Íàïðèìåð, τ−1 =

(
1 2 3 4
4 3 2 1

)
= τ ,

à σ−1 =

(
1 2 3 4
4 1 2 3

)
. Ïîñòðîåííóþ ãðóïïó îáîçíà÷àþò Sn è íàçûâàþò ñèììåòðè÷åñêîé

ãðóïïîé ñòåïåíè n.

Îïðåäåëåíèå 35. Êîëüöîì íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî K ñ îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ,
îáëàäàþùåå ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ñëîæåíèÿ K åñòü àáåëåâà ãðóïïà (îíà íàçûâàåòñÿ àääèòèâíîé ãðóï-
ïîé êîëüöà K);

2. äëÿ ëþáûõ a, b, c ∈ K âûïîëíåíî: a(b+ c) = ab+ ac è (a+ b)c = ac+ bc � äèñòðèáóòèâíîñòü
óìíîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ;

Êîëüöî íàçûâàåòñÿ àññîöèàòèâíûì, åñëè óìíîæåíèå â íåì àññîöèàòèâíî: (ab)c = a(bc), è êîì-
ìóòàòèâíûì, åñëè óìíîæåíèå â íåì êîììóòàòèâíî: ab = ba. Ýëåìåíò 1 êîëüöà íàçûâàåòñÿ
åäèíèöåé, åñëè 1a = a1 = a äëÿ ëþáîãî a ∈ K.
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Çàìåòèì, ÷òî íåéòðàëüíûé ýëåìåíò ïî ñëîæåíèþ (îáîçíà÷èì åãî 0) îïðåäåëåí åäèíñòâåííûì îáðà-
çîì è óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ 0a = a0 = 0 ïðè âñåõ a ∈ K. Åñëè â êîëüöå ñóùåñòâóåò åäèíèöà,
òî îíà îïðåäåëåíà åäèíñòâåííûì îáðàçîì (íî ìîæåò è íå ñóùåñòâîâàòü).

Ïðèìåðû.

1. ×èñëîâûå ìíîæåñòâà Z, Q, R ÿâëÿþòñÿ àññîöèàòèâíûìè êîììóòàòèâíûìè êîëüöàìè ñ åäèíè-
öåé îòíîñèòåëüíî îáû÷íûõ îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ.

2. Ìíîæåñòâî 2Z âñåõ ÷åòíûõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ àññîöèàòèâíûì êîììóòàòèâíûì êîëüöîì áåç åäè-
íèöû.

3. Ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà îòðåçêå [0, 1] ÿâëÿåòñÿ àññîöèàòèâíûì êîììóòà-
òèâíûì êîëüöîì ñ åäèíèöåé îòíîñèòåëüíî îáû÷íûõ îïåðàöèé ïîòî÷å÷íîãî ñëîæåíèÿ è óìíî-
æåíèÿ ôóíêöèé.

4. Ìíîæåñòâî âñåõ âåêòîðîâ òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ñ îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è âåêòîðíîãî
óìíîæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ íåàññîöèàòèâíûì íåêîììóòàòèâíûì êîëüöîì.

5. Íà ìíîæåñòâå ìàòðèö ðàçìåðà n×n ââåäåì îïåðàöèþ ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ, êîòîðûå ìû óæå
õîðîøî çíàåì. Ïîëó÷èì àññîöèàòèâíîå, íåêîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé E � åäèíè÷íîé
ìàòðèöåé.

6. Íà ìíîæåñòâå Zn êðîìå óæå ââåäåííîé îïåðàöèè ñëîæåíèÿ, ââåäåì îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ: áó-
äåì ïåðåìíîæàòü ÷èñëà, à çàòåì ó ïðîèçâåäåíèÿ âû÷èñëÿòü îñòàòîê îò äåëåíèÿ íà n. Ïîëó÷èì
àññîöèàòèâíîå, êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé 1.

Îïðåäåëåíèå 36. Ïîëåì íàçûâàåòñÿ àññîöèàòèâíîå êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé, â êî-
òîðîì êàæäûé ýëåìåíò, êðîìå íóëåâîãî, èìååò îáðàòíûé. Êîëüöî, ñîñòîÿùåå èç îäíîãî íóëÿ,
ïîëåì íå ñ÷èòàåòñÿ.

Ïðèìåðû.

1. ×èñëîâûå ìíîæåñòâà Q è R ÿâëÿþòñÿ ïîëÿìè. Êîëüöî Z ïîëåì íå ÿâëÿåòñÿ: â íåì îáðàòèìû
òîëüêî ýëåìåíòû ±1.

2. Ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç äâóõ ýëåìåíòîâ: {0, 1} ÿâëÿåòñÿ ïîëåì îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé ñëî-
æåíèÿ è óìíîæåíèÿ, åñëè ïîëîæèòü:

0 + 0 = 0, 0 + 1 = 1, 1 + 0 = 1, 1 + 1 = 0, 0 · 0 = 0, 0 · 1 = 0, 1 · 0 = 0, 1 · 1 = 1.

3. Êîëüöî ìàòðèö ðàçìåðà n×n ïîëåì íå ÿâëÿåòñÿ (åñëè òîëüêî n > 1). Äåéñòâèòåëüíî, îáðàòíàÿ
ìàòðèöà îïðåäåëåíà íå äëÿ âñåõ ìàòðèö, à òîëüêî äëÿ ìàòðèö ñ íåíóëåâûì îïðåäåëèòåëåì.

4. Êîëüöî âû÷åòîâ Zn ÿâëÿåòñÿ ïîëåì â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà n� ïðîñòîå ÷èñëî. Äåéñòâèòåëüíî,
åñëè n = p · q ñîñòàâíîå, òî ïåðåìíîæàÿ (â ñìûñëå Zn) ÷èñëà p è q ïîëó÷àåì íîëü. Åñëè áû
ó p áûë îáðàòíûé ýëåìåíò, òî (p−1p)q = 1 · q = q = p−1(pq) = p−1 · 0 = 0 � ïðîòèâîðå÷èå!
Åñëè æå n � ïðîñòîå, òî íèêàêîå ïðîèçâåäåíèå (â ñìûñëå Zn) íå ìîæåò äàòü íîëü. Ñåé÷àñ ìû
äîêàæåì, ÷òî èç ýòîãî ñëåäóåò îáðàòèìîñòü êàæäîãî ýëåìåíòà.

Îïðåäåëåíèå 37. Ýëåìåíòû a è b êîëüöà K íàçûâàþòñÿ äåëèòåëÿìè íóëÿ, åñëè a · b = 0, õîòÿ
a 6= 0 è b 6= 0.

Òåîðåìà 18. Â ïîëå äåëèòåëåé íóëÿ íåò. Êîëüöî èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ, â êîòîðîì íåò
äåëèòåëåé íóëÿ, ÿâëÿåòñÿ ïîëåì.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè â ïîëå ab = 0, íî a 6= 0 è b 6= 0, òî

a = a · 1 = a(b · b−1) = (ab)b−1 = 0 · b−1 = 0 = a−1 · 0 = a−1(ab) = (a−1a)b = 1 · b = b

� ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ.
Ïóñòü K � êîëüöî èç n ýëåìåíòîâ, íå èìåþùåå äåëèòåëåé íóëÿ. Ïðåäñòàâèì ñåáå, ÷òî ýëåìåíò
a 6= 0 íå èìååò îáðàòíîãî. Ñîñòàâèì îòîáðàæåíèå ϕ(b) = ab, ãäå b ∈ K. Îáðàç îòîáðàæåíèÿ ϕ íå
ñîäåðæèò åäèíèöû êîëüöà e, ò.å. ϕ � íå ñþðúåêöèÿ. Íî íà êîíå÷íûõ ìíîæåòâàõ ñþðúåêòèâíîñòü
ýêâèâàëåíòíà èíúåêòèâíîñòè, ò.å. ϕ � íå èíúåêöèÿ. Òîãäà ab = ac äëÿ íåêîòîðûõ b 6= c, à çíà÷èò,
a(b− c) = 0 � ïðîòèâîðå÷èå!
Äëÿ êîëåö ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì ýëåìåíòîâ óòâåðæäåíèå òåîðåìû, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿåòñÿ
âåðíûì. Íàïðèìåð, êîëüöî Z íå èìååò äåëèòåëåé íóëÿ, íî ïîëåì íå ÿâëÿåòñÿ. Ïðèâåäåì åùå îäèí
ïðèìåð.
Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì êîëüöî âñåõ ôóíêöèé íà îòðåçêå [0, 1]. Îíî ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíûì è
àñññîöèàòèâíûì, îäíàêî â íåì åñòü äåëèòåëè íóëÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ôóíêöèè

f(x) =

{
1, 0 ≤ x < 1/2,

0, 1/2 ≤ x ≤ 1
è g(x) =

{
0, 0 ≤ x < 1/2,

1, 1/2 ≤ x ≤ 1.

Î÷åâèäíî, ÷òî îáå îíè íå ÿâëÿþòñÿ íóëåâûìè ýëåìåíòàìè êîëüöà, îäíàêî èõ ïðîèçâåäåíèå �
òîæäåñòâåííî íóëåâàÿ ôóíêöèÿ.

Îïðåäåëåíèå 38. Íåíóëåâûå ýëåìåíòû ïîëÿ K îáðàçóþò àáåëåâó ãðóïïó îòíîñèòåëüíî îïåðà-
öèè óìíîæåíèÿ. Îíà íàçûâàåòñÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïîé ïîëÿ K è îáîçíà÷àåòñÿ K∗.
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