
Äîïîëíèòåëüíûå ãëàâû

ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà

ëåêöèè 1�7

ëåêòîð - Â. Í. Äåíèñîâ

Ôàêóëüòåò êîñìè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé

2018-2019 ó÷åáíûé ãîä



Äâèæåíèå ðàêåòû. Ôîðìóëà Öèîëêîâñêîãî

Ðàêåòà ìàññû M(t) äâèæåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ v(t). Ñêî-
ðîñòü èñòå÷åíèÿ òîïëèâà ω = const. Èìïóëüñ ðàêåòû â

ìîìåíò âðåìåíè t:

I(t) =M(t)v(t);

â ìîìåíò âðåìåíè (t+ h):

I(t+ h) =M(t+ h)v(t+ h).

Èçìåíåíèå ìàññû: |∆M | =M(t)−M(t+h). Èìïóëüñ âû-
áðîøåííîé ìàññû: ∆I óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì

(v(t)− ω)|∆M | 6 ∆I 6 (v(t+ h)− ω)|∆M |.

Òîãäà

∆I = (v(t)− ω)|∆M |+ α(h)|∆M |, limh→0α(h) = 0.

C äðóãîé ñòîðîíû,

∆I = −I(t+ h) + I(t).



Äâèæåíèå ðàêåòû. Ôîðìóëà Öèîëêîâñêîãî

Çíà÷èò,

−M(t+ h)v(t+ h) +M(t)v(t) =

= (v(t)− ω)(M(t)−M(t+ h)) + α(h)(M(t)−M(t+ h)).

Îòñþäà

M(t+ h)(v(t)− v(t+ h)) =

= −ω(M(t)−M(t+ h)) + α(h)(M(t)−M(t+ h))

Ðàçäåëèì îáå ÷àñòè íà h è âîçüìåì ïðåäåë ïðè ñòðåì-

ëåíèè h ê íóëþ:

M(t)v′(t) = −ωM ′(t), v(t) = −ω ln(M(t)) + C.

Åñëè v(0) = v0, M(0) =M0, òî

v(t) = ω ln

(
M0

M(t)

)
+ v0.



Äâèæåíèå ðàêåòû. Ôîðìóëà Öèîëêîâñêîãî

Îáîçíà÷èì mk � ìàññà êîðïóñà ðàêåòû áåç òîïëèâà, mt

� ìàññà òîïëèâà, v � ñêîðîñòü ïîñëå ïîëíîé îòðàáîòêè

òîïëèâà. Òîãäà

v = ω ln
(
1+

mt

mk

)
+ v0 −ôîðìóëà Ê.Ý.Öèîëêîâñêîãî.

Åñëè v0 = 0, òî äëÿ äîñòèæåíèÿ ñêîðîñòè v íóæíî çà-

òðàòèòü òîïëèâî ìàññû

mT = mk

(
eV/ω − 1

)
.

×òîáû òåëî ñòàëî ñïóòíèêîì Çåìëè:

mk
v21
R

= mkg,

R � ðàäèóñ îðáèòû, v1 � ïåðâàÿ êîñìè÷åñêàÿ ñêîðîñòü.

Ïîñêîëüêó R ≈ R0 � ðàäèóñ Çåìëè, òî

v1 =
√
gR ≈

√
gR0 ≈ 8êì/ñ.



Êîíñòðóêöèÿ ðàêåòû äëÿ êîñìè÷åñêèõ ïîë¼òîâ

Ïóñòü mk = mp + ms, ãäå mp � ïîëåçíàÿ ìàññà (ìàññà

ñïóòíèêà), ms � ñòðóêòóðíàÿ ìàññà (ðàêåòíàÿ êîíñòðóê-

öèÿ). Îáîçíà÷èì m0 = mk +mt. Òîãäà

v(t) = ω ln

(
m0

mp +ms

)
.

Ìîäåëü òð¼õñòóïåí÷àòîé ðàêåòû: ïóñòü mi � ìàññà i-é

ñòóïåíè, λmi � ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñòðóêòóðíàÿ ìàññà.

m0 = mp +m1 +m2 +m3.

Êîãäà ïåðâàÿ ñòóïåíü ïîëíîñòüþ îòðàáîòàëà:

v1 = ω ln

(
m0

mp + λm1 +m2 +m3

)
Êîãäà âòîðàÿ ñòóïåíü ïîëíîñòüþ îòðàáîòàëà:

v2 = v1 + ω ln

(
mp +m2 +m3

mp + λm2 +m3

)



Êîíñòðóêöèÿ ðàêåòû äëÿ êîñìè÷åñêèõ ïîë¼òîâ

Êîãäà òðåòüÿ ñòóïåíü ïîëíîñòüþ îòðàáîòàëà:

v3 = v2 + ω ln

(
mp +m3

mp + λm3

)
Îêîí÷àòåëüíî:

v3 = ω ln

(
mp +m1 +m2 +m3

mp + λm1 +m2 +m3
·
mp +m2 +m3

mp + λm2 +m3
·
mp +m3

mp + λm3

)
Îáîçíà÷èì

α1 =
m0

mp +m2 +m3
;α2 =

mp +m2 +m3

mp +m3
;α3 =

mp +m3

mp

Ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó:

v3 = ω ln

(
α1

1+ λ(α1 − 1)
·

α2

1+ λ(α2 − 1)
·

α3

1+ λ(α3 − 1)

)
=

= f(α1, α2, α3) → max

ïðè óñëîâèè

α1α2α3 =
m0

mp

.



Êîíñòðóêöèÿ ðàêåòû äëÿ êîñìè÷åñêèõ ïîë¼òîâ

Îáîçíà÷èì α =

(
m0

mp

)1/3

. Óñëîâíûé ìàêñèìóì äîñòèãà-

åòñÿ ïðè α1 = α2 = α3 = α. Òàêèì îáðàçîì,

v3 = ω ln

(
α3

(1 + λ(α− 1))3

)
.

Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå:

α

1+ λ(α− 1)
= ev3/3ω = 1/p

Òîãäà

α =
1− λ

p− λ
,

m0

mp

=

(
1− λ

p− λ

)3

Àíàëîãè÷íî äëÿ n ñòóïåíåé:

m0

mp

=

(
1− λ

p− λ

)n
, p = exp−

(
vn

nω

)
.



Ïîäú¼ì òåëà íàä ïîâåðõíîñòüþ Çåìëè

Ïóñòü òåëî ìàññû m äâèæåòñÿ íàä ïîâåðõíîñòüþ Çåìëè.

Òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ îïèñûâàåòñÿ âåêòîðîì
−−→
r(t) = (x(t), y(t), z(t)), t ∈ [a, b].

−→
F (p(t)) � ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà òåëî â òî÷êå p(t) â

ìîìåíò âðåìåíè t,

A(α, β) � ðàáîòà ýòîé ñèëû, a 6 α 6 β 6 b.

Òîãäà A(α, β) � àääèòèâíàÿ ôóíêöèÿ èíòåðâàëà (α, β):

A(α, β) = A(α, γ) +A(γ, β), α, β, γ ∈ [a, b].

Åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî

inf
α6t6β

(
−→
F (p(t)),−→v (t))(β − α) 6 A(α, β) 6

6 sup
α6t6β

(
−→
F (p(t)),−→v (t))(β − α).

Òîãäà

A(a, b) =
∫ b

a
(
−→
F (t),−→v (t))dt,

−−→
F (t) = G

mM

|
−−→
r(t)|3

−−→
r(t).



Ïîäú¼ì òåëà íàä ïîâåðõíîñòüþ Çåìëè

Ëåììà: Ïóñòü I(a, b) � àääèòèâíàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëå-

òâîðÿþùàÿ óñëîâèþ:

inf
α6t6β

f(t)·(β−α) 6 I(α, β) 6 sup
α6t6β

f(t)·(β−α) ∀(α, β) ⊂ (a, b).

Òîãäà

I(a, b) =
∫ b

a
f(t)dt, (∗)

åñëè f èíòåãðèðóåìà íà [a, b].
Äîêàçàòåëüñòâî Ïóñòü T = t0, t1, .., tn � ïðîèçâîëüíîå

ðàçáèåíèå [a, b]. Òîãäà ∀k ∈ 1 . . . n:

inf
tk−16t6tk

f(t) ·∆tk 6 I(tk−1, tk) 6 sup
tk−16t6tk

f(t) ·∆tk.

Ñóììèðóåì ïî k, ïîëó÷àåì (â ñèëó àääèòèâíîñòè):

s(T ) 6 I(a; b) 6 S(T ),

ãäå s(T ), S(T ) � íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ ñóììû Äàðáó. Îò-

ñþäà è èç îïðåäåëåíèÿ èíòåãðàëà Ðèìàíà ñëåäóåò (∗).
Ëåììà äîêàçàíà.



Ïîäú¼ì òåëà íàä ïîâåðõíîñòüþ Çåìëè

Ïîëó÷àåì, ÷òî ðàáîòà

A(a, b) =
GmM

2

∫ b

a

(x2(t) + y2(t) + z2(t))′

(x2(t) + y2(t) + z2(t))3/2
dt =

= −GMm ·

 1

|
−−→
r(b)|

−
1

|
−−→
r(a)|


çàâèñèò òîëüêî îò íà÷àëüíîé è êîíå÷íîé òî÷åê. Ïóñòü

U(r) =
MG

r
− ïîòåíöèàë Íüþòîíà.

Òîãäà

Ar0r1 = m(U(r0)− U(r1)).

Åñëè R � ðàäèóñ Çåìëè, òî U(r) =
gR2

r
. ×òîáû îòïðà-

âèòü òåëî ñ ïîâåðõíîñòè Çåìëè íà ¾áåñêîíå÷íîå ðàñ-

ñòîÿíèå¿, òðåáóåòñÿ ñîâåðøèòü ðàáîòó:

AR∞ = limr→∞ARr = mgR.



Ïàäåíèå òåëà â àòìîñôåðå

Òåëî ìàññû m ïàäàåò, ñîïðîòèâëåíèå âîçäóõà ïðîïîð-

öèîíàëüíî ñêîðîñòè ïàäåíèÿ ñ êîýôôèöèåíòîì α:

mv′(t) = mg − αv(t)

v′ = g − βv, îáîçíà÷èì β = α/m.

v′ = −βv ⇒ v = Ce−βt.

Ñ ïîìîùüþ ìåòîäà âàðèàöèè ïîñòîÿííûõ íàõîäèì:

C(t) =
geβt

β
+ C;

v =

(
geβt

β
+ C

)
e−βt =

g

β
+ Ce−βt.

Ïóñòü v(0) = v0, òîãäà

v(t) = v0e
−βt +

mg

α
(1− e−βt).

Ïðè t→ ∞: v∞ =
mg

α
� ñòàöèîíàðíûé ðåæèì.



Áàðîìåòðè÷åñêàÿ ôîðìóëà

Ïóñòü p(h) � äàâëåíèå ñòîëáà âîçäóõà íà ïëîùàäêó S = 1
êâ. ñì íà âûñîòå h. Ðàññìîòðèì ïàðàëëåëåïèïåä Π, äâå
ñòîðîíû êîòîðîãî íàõîäÿòñÿ íà âûñîòå h è h+∆. Ìàññà

âîçäóõà, çàêëþ÷åííîãî â Π, ðàâíà

ρ(ξ) · 1 ·∆, ξ ∈ [h, h+∆].

Òîãäà

p(h)− p(h+∆) = gρ(ξ)∆.

Ðàçäåëèâ íà ∆ è ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè ∆ → 0 :

p′(h) = −gρ(h)

Â ñèëó çàêîíà Êëàéïåðîíà

p(h) = λρ(h),

ãäå λ =
RT

M
, T � òåìïåðàòóðà âîçäóõà, R � óíèâåðñàëü-

íàÿ ãàçîâàÿ ïîñòîÿííàÿ, M � ìîëÿðíàÿ ìàññà. Òîãäà

p′(h) =
−gp(h)

λ
⇒ p(h) = p0e

−gh/λ, p0 = p(0).



Êðèâîëèíåéíûå èíòåãðàëû

Ïóñòü L = {(x, y)|x = φ(t), y = ψ(t), t ∈ [a, b]} � ãëàäêàÿ

êðèâàÿ, φ, ψ ∈ C1[a, b], (φ′(t))2 + (ψ′(t))2 ̸= 0. Ôóíêöèÿ

g(x, y) îïðåäåëåíà íà L.
Îáîçíà÷èì T = {t0, t1, . . . , tn} � ðàçáèåíèå [a, b],
ξk ∈ [tk−1, tk], k = 1 . . . n, xk = φ(ξk), yk = ψ(ξk). Çàìåòèì,
÷òî äëèíà îáðàçà îòðåçêà [tk−1, tk] :

∆lk =
∫ tk

tk−1

√
(φ′(t))2 + (ψ′(t))2dt.

Îïðåäåëåíèå 1. Êðèâîëèíåéíûì èíòåãðàëîì 1-ãî ðîäà

îò ôóíêöèè g(x, y) ïî êðèâîé L íàçûâàåòñÿ ïðåäåë ïðè

ñòðåìëåíèè äèàìåòðà ðàçáèåíèÿ ê 0 èíòåãðàëüíûõ ñóìì
âèäà: σ1(T ) =

∑n
k=1 g(xk, yk)∆lk. Îáîçíà÷àåòñÿ

I1 =
∫
L
g(x, y)dl.

(Ò.å. ∀ε > 0 ∃δ = δ(ε) > 0: ∀T , ∆T =< δ è ëþáîãî âûáîðà

òî÷åê ξ1, .., ξn: |σ1(g)− I1| < ε. )



Êðèâîëèíåéíûå èíòåãðàëû

Îïðåäåëåíèå 2. Êðèâîëèíåéíûì èíòåãðàëîì 2-

ãî ðîäà îò ôóíêöèè g(x, y) â íàïðàâëåíèè îò òî÷êè

A(φ(a), ψ(a)) äî òî÷êè B(φ(b), ψ(b)) ïî ïåðåìåííîé x íà-
çûâàåòñÿ ïðåäåë ïðè ∆T → 0 èíòåãðàëüíûõ ñóìì âèäà:

σ2(T ) =
n∑

k=1

g(xk, yk)∆xk.

Îáîçíà÷àåòñÿ

I2 =
∫
AB
g(x, y)dx.

Àíàëîãè÷íî ìîæíî îïðåäåëèòü:

I3 =
∫
AB
g(x, y)dy.

Îïðåäåëåíèå 3. Îáùèì êðèâîëèíåéíûì èíòåãðàëîì

2-ãî ðîäà íàçûâàåòñÿ âûðàæåíèå:∫
AB
P (x, y)dx+Q(x, y)dy.



Êðèâîëèíåéíûå èíòåãðàëû

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ôóíêöèÿ g(x, y) íåïðåðûâíà íà L.

Òîãäà èíòåãðàëû I1, I2, I3 ñóùåñòâóþò è

I1 =
∫ b

a
g(φ(t), ψ(t))

√
(φ′(t))2 + (ψ′(t))2dt;

I2 =
∫ b

a
g(φ(t), ψ(t))φ′(t)dt;

I3 =
∫ b

a
g(φ(t), ψ(t))ψ′(t)dt.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü L - ãëàäêàÿ êðèâàÿ ñ íà÷àëîì â

òî÷êå A è êîíöîì â òî÷êå B; ôóíêöèè P (x, y) è Q(x, y)
íåïðåðûâíû íà L. Èíòåãðàë∫

AB
P (x, y)dx+Q(x, y)dy

íå çàâèñèò îò ïóòè èíòåãðèðîâàíèÿ òîãäà è òîëüêî òî-

ãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò U(x, y) òàêàÿ, ÷òî

dU = Pdx+Qdy.



Êðèâîëèíåéíûå èíòåãðàëû

Ôóíêöèÿ U(x, y) íàçûâàåòñÿ ïîòåíöèàëîì âåêòîðíîãî

ïîëÿ (P (x, y), Q(x, y)). Â ýòîì ñëó÷àå∫
AB

(P (x, y)dx+Q(x, y)dy) = U(B)− U(A).

Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîð-

ìà Pdx+Qdy ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì äèôôåðåíöèàëîì.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü Ω ⊂ R2 - âûïóêëàÿ îáëàñòü. Äèô-

ôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà Pdx+Qdy ÿâëÿåòñÿ â Ω ïîëíûì

äèôôåðåíöèàëîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

∂P (x, y)

∂y
=
∂Q(x, y)

∂x
, ∀(x, y) ∈ Ω.



Êîëåáàíèÿ ñòåðæíÿ

Ðàññìîòðèì òîíêèé ñòåðæåíü ñ ïëîòíîñòüþ ρ(x). Òî-
ãäà åãî ìàññà

m =
∫ b

a
ρ(x)dx.

Âûÿñíèì, êàê óðàâíîâåñèòü ñòåðæåíü. Çàêîí ðû÷àãà:

dµ

dm
=

x

R
⇒ µR =

∫ b

a
xρ(x)dx

(
=
∫ b

a
xdm(x)

)
.

Åñëè âñÿ ìàññà ñòåðæíÿ ñîñðåäîòî÷åíà â îäíîé òî÷êå

xc, òî

µR = mxc ⇒ xc =
∫ b

a
xρ(x)dx.

Âûáåðåì ñèñòåìó êîîðäèíàò òàê, ÷òîáû íà÷àëî ñîâïà-

äàëî ñ öåíòðîì òÿæåñòè:

xc =
∫ b

a
xρ(x)dx = 0.



Êîëåáàíèÿ ñòåðæíÿ

Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ñòåðæíÿ â ïðîèçâîëüíîì ïî-

ëîæåíèè:

U =
∫ b

a
gzρ(x)dx =

∫ b

a
g(zc + x cos(α))ρ(x)dx =

/â êà÷åñòâå ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ âîçüìåì ðàñ-

ñòîÿíèå îò xc äî x/

=
∫ b

a
gzcρ(x)dx+ g cos(α)

∫ b

a
xρ(x)dx =

=

(∫ b

a
xρ(x)dx = 0

)
= gzcm,

òî åñòü ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ çàâèñèò òîëüêî îò öåí-

òðà òÿæåñòè.



Âðàùåíèå ñòåðæíÿ

Ïóñòü òåïåðü ñòåðæåíü âðàùàåòñÿ ñ ïîñòîÿííîé óãëî-

âîé ñêîðîñòüþ ω (ðàä/ñ). Âû÷èñëèì åãî êèíåòè÷åñêóþ

ýíåðãèþ. Èìååì

ω =
dφ

dt
, dl = xdφ = xωdt− äëèíà ñòåðæíÿ.

Ïîýòîìó ëèíåéíàÿ ñêîðîñòü

v(x) =
dl

dt
=
xdφ

dt
= xω.

Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ýëåìåíòà ìàññû dm (îò x äî

x+ dx) ðàâíà dE =
dm · v2

2
.

Îòñþäà êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ âñåãî ñòåðæíÿ

E =
∫ b

a

v2

2
dm =

∫ b

a

x2ω2

2
ρ(x)dx =

ω2

2

∫ b

a
x2ρ(x)dx,

ãäå I =
∫ b
a x

2ρ(x)dx � ìîìåíò èíåðöèè.



Ïîíÿòèå èíòåãðàëà Ðèìàíà-Ñòèëòüåñà

Ïóñòü, íàïðèìåð, íà ñòåðæåíü ¾ïîäâåøåíû¿ òî÷å÷-

íûå ìàññû. Òîãäà ïëîòíîñòü ρ(x) ýëåìåíòà ñòåðæíÿ ìî-
æåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå

ρ(x)dx = dg(x),

ãäå g(x), âîîáùå ãîâîðÿ, íå äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíê-

öèÿ. Òàêàÿ êîíñòðóêöèÿ ïðèâîäèò ê ïîíÿòèþ èíòåãðàëà

Ðèìàíà-Ñòèëòüåñà.

Ââåäåì ñíà÷àëà ïîíÿòèå ôóíêöèè îãðàíè÷åííîé âà-

ðèàöèèè.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà íà

[a, b]. Ãîâîðÿò, ÷òî f èìååò íà [a, b] îãðàíè÷åííóþ âà-

ðèàöèþ, åñëè ñóùåñòâóåò C>0: ∀T = {x0, x1, .., xn},
a = x0 < x1 < · · · < xn = b � ðàçáèåíèÿ [a, b]:

V (f, T ) =
n∑

k=1

|f(xk)− f(xk−1)| 6 C.



Ïîíÿòèå èíòåãðàëà Ðèìàíà-Ñòèëòüåñà

Âåëè÷èíà

sup
T

(V (f, T )) = V b
a f

íàçûâàåòñÿ ïîëíîé âàðèàöèåé f(x) íà [a, b]. Ãîâîðÿò, ÷òî
ôóíêöèÿ f èìååò íà [a, b] îãðàíè÷åííóþ âàðèàöèþ è ïè-

øóò f ∈ BV [a, b].
Ñâîéñòâà. 1) Åñëè f, g ∈ BV [a, b], òî f ± g ∈ BV [a, b].
2) Åñëè f ìîíîòîííà è îãðàíè÷åíà íà [a, b], òî f ∈ BV [a, b]
è

V b
a f = |f(b)− f(a)|.

3) Åñëè f ∈ BV [a, b], a < c < b, òî f ∈ BV [a, c], f ∈ BV [c, b]
è

V b
a f = V c

a f + V b
c f.

4) Åñëè f ∈ BV [a, b], òî f = φ−ψ, ãäå φ, ψ îãðàíè÷åíû è

âîçðàñòàþò íà [a, b].



Ïîíÿòèå èíòåãðàëà Ðèìàíà-Ñòèëòüåñà

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü ôóíêöèÿ f îïðåäåëå-

íà íà [a, b]; g ∈ BV [a; b]. Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíîå

V = {x0, x1, . . . , xn; ξ1, . . . , ξn} � ðàçìå÷åííîå ðàçáèåíèå

îòðåçêà è îáîçíà÷èì

∆kg = g(xk)− g(xk−1).

Âûðàæåíèå

σg(V ) =
n∑

k=1

f(ξk)∆kg

íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëüíîé ñóììîé Ðèìàíà-Ñòèëòüåñà.

Îïðåäåëåíèå 3. Åñëè ñóùåñòâóåò ÷èñëî Ig(f) òàêîå,

÷òî ∀ε > 0 íàéäåòñÿ δ > 0: äëÿ ëþáîãî ðàçìå÷åííîãî

ðàçáèåíèÿ V îòðåçêà [a, b] ∆V < δ âûïîëíåíî

|σg(V )− Ig(f)| < ε,

òî Ig(f) íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëîì Ðèìàíà-Ñòèëòüåñà îò

ôóíêöèè f ïî ôóíêöèè g è îáîçíà÷àåòñÿ

(RS)
∫ b

a
f(x)dg(x).



Ïîíÿòèå èíòåãðàëà Ðèìàíà-Ñòèëòüåñà

Òåîðåìà 1. Åñëè f ∈ C[a, b], g ∈ BV [a, b], òî f èíòåãðè-

ðóåìà ïî g íà [a, b].
Îïðåäåëåíèå 4. Ïóñòü g âîçðàñòàåò íà [a, b], f îãðàíè-
÷åíà íà [a, b]. T � ïðîèçâîëüíîå ðàçáèåíèå [a, b]. Îáî-
çíà÷èì

Mk = sup
xk−16x6xk

f(x), mk = inf
xk−16x6xk

f(x).

Âûðàæåíèÿ

Sg(T ) =
n∑

k=1

Mk∆kg è sg(T ) =
n∑

k=1

mk∆kg

íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî âåðõíåé è íèæíåé ñóììà-

ìè Äàðáó - Ñòèëòüåñà. Ñâîéñòâà ñóìì Äàðáó-Ñòèëòüåñà

àíàëîãè÷íû ñâîéñòâàì ñîîòâåòñòâóþùèõ ñóìì Äàðáó

äëÿ èíòåãðàëà Ðèìàíà.

×èñëà I∗g(f) = inf
T
Sg(T ) è I∗g(f) = sup

T
sg(T ) íàçûâàþò-

ñÿ âåðõíèì è íèæíèì èíòåãðàëàìè Ðèìàíà-Ñòèëòüåñà.



Ïîíÿòèå èíòåãðàëà Ðèìàíà-Ñòèëòüåñà

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ôóíêöèÿ f îãðàíè÷åíà íà [a, b], g
âîçðàñòàåò íà [a, b]. Èíòåãðàë Ig(f) ñóùåñòâóåò òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà ∀ε > 0 íàéä¼òñÿ T � ðàçáèåíèå [a, b]:

Sg(T )− sg(T ) < ε.

Cëåäñòâèå. Ig(f) ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-
ãäà I∗g(f) = I∗g(f).

Òåîðåìà 3. Ïóñòü f ∈ R[a, b], g ∈ Lip[a, b]. Òîãäà Ig(f)
ñóùåñòâóåò.

Ïðèìåð: Âû÷èñëèì
∫ 3
0 xd{x}, {x} � äðîáíàÿ ÷àñòü x.∫ 3

0
xd{x} =

∫ 1

0
xd{x}+

∫ 2

1
xd{x}+

∫ 3

2
xd{x} =

=
∫ 1

0
xdx+1·(−1)+

∫ 2

1
xdx+2·(−1)+

∫ 3

2
xdx+3·(−1) = −3/2.



Ñâîéñòâà èíòåãðàëà Ðèìàíà-Ñòèëòüåñà

1) Åñëè f ,g′ ∈ R[a, b], òî (RS)
∫ b
a f(x)dg(x) =

∫ b
a f(x)g

′(x)dx.
2) Åñëè f1, f2 èíòåãðèðóåìû ïî g íà [a, b], òî∫ b

a
α1f1(x)+α2f2(x)dg(x) = α1

∫ b

a
f1(x)dg(x)+α2

∫ b

a
f2(x)dg(x).

Åñëè f èíòåãðèðóåìà ïî g1 è g2 íà [a, b], òî∫ b

a
f(x)d(β1g1(x)+β2g2(x)) = β1

∫ b

a
f(x)dg1(x)+β2

∫ b

a
fdg2(x).

3)
∫ b
a f(x)dg(x) =

∫ c
a f(x)dg(x)+

∫ b
c f(x)dg(x), a < c < b, åñëè

âñå òðè èíòåãðàëà ñóùåñòâóþò.

Çàìå÷àíèå. Îáðàòíîå, âîîáùå ãîâîðÿ, íå âåðíî. Ïóñòü,

íàïðèìåð,

f(x) =

1,−1 6 x < 0,

0 0 6 x 6 1,
g(x) =

0,−1 6 x 6 0,

1 0 < x 6 1.

Òîãäà ∫ 1

0
f(x)dg(x) = 0,

∫ 0

−1
f(x)dg(x) = 0.



Ñâîéñòâà èíòåãðàëà Ðèìàíà-Ñòèëòüåñà

Ïðè ýòîì ∫ 1

−1
f(x)dg(x)

íå ñóùåñòâóåò, òàê êàê ïðè ïðîèçâîëüíîì ðàçáèåíèè çíà-

÷åíèå èíòåãðàëüíûõ ñóìì çàâèñèò îò âûáîðà òî÷åê ðàç-

áèåíèÿ, à çíà÷èò, ïðåäåëà èíòåãðàëüíûõ ñóìì íåò.

4) Ïóñòü f èíòåãðèðóåìà ïî g íà [a, b], f ′, g ∈ R[a, b].
Òîãäà

(RS)
∫ b

a
f(x)dg(x) = f(b)g(b)− f(a)g(a)−

∫ b

a
g(x)f ′(x)dx.

5)Ïóñòü g âîçðàñòàåò íà [a, b]; f , h èíòåãðèðóåìû ïî g

íà [a, b]. Åñëè f(x) 6 h(x) ∀x ∈ [a, b], òî∫ b

a
f(x)dg(x) 6

∫ b

a
h(x)dg(x).



Ñâîéñòâà èíòåãðàëà Ðèìàíà-Ñòèëòüåñà

6)Ïóñòü g âîçðàñòàåò íà [a, b], f îãðàíè÷åíà è èíòåãðè-

ðóåìà ïî g íà [a, b]; M = sup
a6x6b

f(x), m = inf
a6x6b

f(x). Òîãäà

ñóùåñòâóåò ν ∈ [m;M ]:∫ b

a
f(x)dg(x) = ν(g(b)− g(a)).

Òåîðåìà 4 (îá îáùåì âèäå ëèíåéíîãî ôóíêöèî-

íàëà â C[a, b]).
1) Åñëè g ∈ BV [a, b], òî Ig(f) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèíåé-
íûé ôóíêöèîíàë â ïðîñòðàíñòâå C[a, b].
2) Ïóñòü ϕ(f) � ïðîèçâîëüíûé ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë â

ïðîñòðàíñòâå [a, b]. Òîãäà íàéä¼òñÿ g ∈ BV [a, b] òàêàÿ,
÷òî ϕ(f) =

∫ b
a f(x)dg(x).



Ìàëûå êîëåáàíèÿ ñòðóíû

Ñòðóíà ñ ïëîòíîñòüþ ρ0 äëèíîé l è òîëùèíîé ≪ l ñî-

âåðøàåò ìàëûå êîëåáàíèÿ. Ñèëà íàòÿæåíèÿ
−→
F0 íàïðàâ-

ëåíà ïî êàñàòåëüíîé â êàæäîé òî÷êå. Áóäåì ðàññìàòðè-

âàòü ñòðóíó êàê ìíîæåñòâî ïðèìûêàþùèõ äðóã ê äðóãó

N ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê. Ïóñòü mi � ìàññà i-òîé òî÷êè,

i = 1, . . . , N . Òîãäà

mi = ρ0∆xi = ρ0
l

N
.

Ïî ãîðèçîíòàëüíîé îñè ñòðóíà íå äâèæåòñÿ:

vxi =
dxi

dt
= 0 (∗).

Ïðè N → ∞ ïîëó÷àåì êðèâóþ y = y(x, t).

Öåëü � âûâåñòè óðàâíåíèå ýòîé êðèâîé â êàæäûé ìî-

ìåíò âðåìåíè t.



Ìàëûå êîëåáàíèÿ ñòðóíû

Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ i-îé ìàññû (â ñèëó (∗)):

Ti =
1

2
mi(vyi)

2 =
1

2
mi

(
dyi

dt

)2

=
1

2
mi

(
∂yi

∂t

)2

.

Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ âñåé ñèñòåìû:

T =
1

2

N∑
i=1

mi

(
∂yi

∂t

)2

=
ρ0

2

N∑
i=1

(
∂y

∂t

)2

i
∆x.

Ïóñòü F � ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà i-òóþ ìàññó. Òîãäà

Fix = 0,

Fiy = F+ + F− = −F0 sin(α) + F0 sin(β) ≈ (sinα ≈ tgα)

≈ F0

(
y′x(xi −

∆x

2
)− y′x(xi +

∆x

2
)
)
∆x ≈ (â ñèëó ìàëîñòè∆x)

≈ −F0

(
∂2yi

∂x2

)
∆x = −F0

(
∂

∂x

(
∂yi

∂x

)
i

)
∆x

= −F0

(
∂

∂y

(
∂y

∂x

)
∂y

∂x

)
i

∆x = −
F0

2

(
∂

∂y

(
∂y

∂x

)2
)
∆x.



Ìàëûå êîëåáàíèÿ ñòðóíû

Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ i-òîé ìàññû:

Vi = −
1

2
F0

(
∂y

x

)2

i
∆x.

Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ âñåé ñèñòåìû:

Vi = −
1

2
F0

N∑
i=1

(
∂y

x

)2

i
∆x

Ëàãðàíæèàí ñèñòåìû:

L(y, ẏ, t) = T − V =
1

2

N∑
i=0

(
ρ0

(
∂y

∂t

)2

i
+ F0

(
∂y

∂x

)2

i

)
∆x.

Óðàâíåíèå Ýéëåðà:

∂L

∂y
−
d

dt

∂L

∂ẏ
= 0.



Ìàëûå êîëåáàíèÿ ñòðóíû

Ïîëó÷àåì, ÷òî

∂L

∂ẏ
=

1

2

N∑
i=1

ρ0 · 2
(
∂y

∂t

)
i
∆x;

d

dt

(
∂L

∂ẏ

)
=

N∑
i=1

ρ0

(
∂2y

∂t2

)
i

∆x;

∂L

∂y
=

1

2

N∑
i=1

F0
∂

∂y

(
∂y

∂x

)2

i
∆x =

1

2

N∑
i=1

F0
∂

∂x

(
∂y

∂x

)2

i

1
∂yi
∂x

∆x =

=
1

2

N∑
i=1

F0 · 2

∂2y

∂x2
·
∂y

∂x
·
1
∂y
∂x


i

∆x =
N∑
i=1

F0

(
∂2y

∂x2

)
i

∆x.

Ïðè N → +∞ :∫ l

0

(
−ρ0

∂2y

∂t2
+ F0

∂2y

∂x2

)
dx = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå êîëåáàíèé ñòðóíû

∂2y

∂x2
= a20

∂2y

∂t2
; t > 0; x ∈ (0, l); a20 =

ρ0

F0
.



Ïðîñòåéøàÿ âàðèàöèîííàÿ çàäà÷à

Ôóíêöèîíàë � ýòî îòîáðàæåíèå I(y) : Ω → R, îïðå-
äåëåííîå íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå Ω ôóíêöèé y(x),
x ∈ M ⊂ Rn, è ïðèíèìàþùåå çíà÷åíèÿ â ìíîæåñòâå R.
Ïðîñòåéøèå ôóíêöèîíàëû çàäàþòñÿ ôîðìóëàìè âèäà

I(y) =
∫
M

F (x, y(x), y′(x))dx, (1)

ãäå y′(x) =
dy

dx
, n = 1, M = [a, b]. Ôóíêöèÿ F (x, y, yx) ñ÷è-

òàåòñÿ çàäàííîé, åñëè åå âûáîð îïðåäåëÿåò ôóíêöèîíàë

(1). Ïðèìåðû ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ:

1. C(M) � ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ íà M ,

∥y(·)∥C(M) = max
x∈M

|y(x)|.

2. C(1)(M) � ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ íà

M âìåñòå ñî ñâîåé ïðîèçâîäíîé,

∥y(·)∥C(1)(M) = max
x∈M

|y(x)|+max
x∈M

|y′(x)|.



Ïðîñòåéøàÿ âàðèàöèîííàÿ çàäà÷à

Îñíîâíàÿ (ïðîñòåéøàÿ) çàäà÷à âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëå-

íèÿ: ïîèñê ìèíèìóìà ôóíêöèîíàëà (1) íà êëàññå

Ω = {y(x), x ∈M, y(x) ∈ C(1)(M), y(a) = α1, y(b) = α2}.

Ïðè ýòîì F ∈ C(2)(M × R× R), M = [a, b].
Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèîíàë φ(y) : Ω → R íàçûâàåòñÿ

íåïðåðûâíûì â òî÷êå y0, åñëè

∀ε > 0∃δ > 0 : ∥y − y0∥ < δ ⇒ |φ(y)− φ(y0)| < ε.

Ëåììà 1. Åñëè a(x) ∈ C[a, b] è
b∫
a
a(x)h(x)dx = 0 äëÿ ëþ-

áîé ôóíêöèè h(x) ∈ C(1)[a, b] òàêîé, ÷òî h(a) = h(b) = 0,
òî a(x) ≡ 0.

Ñëåäñòâèå. Åñëè b(x) ∈ C[a, b] è
b∫
a
b(x)h′(x)dx = 0

äëÿ ëþáîé ôóíêöèè h(x) ∈ C(1)[a, b] òàêîé, ÷òî

h(a) = h(b) = 0, òî b(x) ≡ const.



Ïðîñòåéøàÿ âàðèàöèîííàÿ çàäà÷à

Ëåììà 2. Åñëè

b∫
a

(a(x)h(x) + b(x)h′(x))dx = 0 (2)

äëÿ ëþáîé ôóíêöèè h(x) ∈ C(1)[a, b] òàêîé, ÷òî

h(a) = h(b) = 0, òî b(x) ∈ C(1)[a, b] è a(x)− b′(x) ≡ 0.
Ðàññìîòðèì íåêîòîðûé ôóíêöèîíàë J(y) è åãî ïðèðà-

ùåíèå

∆J(y) = J(y+ h)− J(y),

îòâå÷àþùåå ïðèðàùåíèþ h ïåðåìåííîé y. Åñëè

∆J(y) = φ(h) + o(∥h∥), ∥h∥ → 0,

òî φ(h) � âàðèàöèÿ (ïåðâûé äèôôåðåíöèàë) ôóíêöèî-

íàëà J. Îáîçíà÷åíèå: δJ |y0 := φ(h).



Ïðîñòåéøàÿ âàðèàöèîííàÿ çàäà÷à

Òåîðåìà 1. Åñëè ôóíêöèîíàë J(y) äîñòèãàåò ýêñòðåìó-
ìà â òî÷êå y0, òî δJ |y0 = 0.

Îïðåäåëåíèå 1. Ôóíêöèÿ ŷ(x) ∈ C(1)[a, b] äîñòàâëÿåò
ñëàáûé ýêñòðåìóì ôóíêöèîíàëó J(y), åñëè ñóùåñòâóåò

δ > 0, ò.÷. ∀y ∈ C(1)[a, b], ∥y− ŷ∥1 < δ: J(ŷ) > J(y) (6 J(y)),
ãäå

∥f∥1 = sup
[a,b]

|f(x)|+ sup
[a,b]

|f ′(x)|.

Îïðåäåëåíèå 2. Ôóíêöèÿ ŷ(x) ∈ KC(1)[a, b] (ïðî-

ñòðàíñòâî êóñî÷íî-äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé) äî-

ñòàâëÿåò ñèëüíûé ýêñòðåìóì ôóíêöèîíàëó J(y), åñëè
ñóùåñòâóåò δ > 0, ò.÷. ∀y ∈ KC(1)[a, b], ∥y − ŷ∥0 < δ:

J(ŷ) > J(y) (6 J(y)), ãäå

∥f∥0 = sup
[a,b]

|f(x)|.



Ïðîñòåéøàÿ âàðèàöèîííàÿ çàäà÷à

Òåîðåìà 2. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ôóíêöèîíàë

J(y) =

b∫
a

F (x, y(x), y′(x))dx, y(a) = A, y(b) = B,

îïðåäåëåííûé íà ìíîæåñòâå ôóíêöèé y(x) ∈ C(1)[a, b],
äîñòèãàë íà äàííîé ôóíêöèè ŷ(x) (ñëàáîãî) ýêñòðåìóìà,
íåîáõîäèìî, ÷òîáû ôóíêöèÿ ŷ(x) óäîâëåòâîðÿëà óðàâíå-
íèþ Ýéëåðà

F ′
y −

d

dx

(
F ′
y′

)
= 0. (3)

Ïðèìåð. J(y) =
∫ 1
0 (xy

2 + x2yy′ + (1 + x2)y′2)dx → extr;

y(0) = 0, y(1) = 1. Óðàâíåíèå Ýéëåðà:

y′′(1 + x2) + 2xy′ = 0.

Ïîëó÷àåì, ÷òî ŷ(x) =
4

π
arctgx äîñòàâëÿåò ìèíèìóì

ôóíêöèîíàëà J(y) (ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî).



Çàäà÷à ñî ñâîáîäíûìè êîíöàìè

J(y) → extr, óñëîâèÿ íà êîíöàõ îòñóòñòâóþò. Âàðèàöèÿ

ôóíêöèîíàëà (1) èìååò âèä

δJ =

b∫
a

(F ′
yh(x) + F ′

y′h
′(x))dx.

Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷èì:

δJ =

b∫
a

(
F ′
y −

d

dx
F ′
y′

)
h(x)dx+ F ′

y′|x=bh(b) + F ′
y′|x=ah(a).

Åñëè y = y(x) � äîïóñòèìàÿ ýêñòðåìàëü, òî èíòåãðàëü-

íûé ÷ëåí ðàâåí íóëþ è, â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè h(x),
èìååì:

F ′
y′|x=b = 0, F ′

y′|x=a = 0. (4)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è î ñâîáîäíûìè êîí-

öàìè ñëåäóåò íàéòè îáùèé èíòåãðàë óðàâíåíèÿ Ýéëåðà

(3) è çàòåì îïðåäåëèòü ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå èç

óñëîâèé (4).



Çàäà÷à Áîëüöà

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è:

J(y) =

b∫
a

F (x, y(x), y′(x))dx+ l(y(a), y(b)) → extr,

y ∈ C(1)[a, b] (èëè y ∈ KC(1)[a, b]). Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ:
âûïîëíåíèå óðàâíåíèÿ Ýéëåðà è óñëîâèÿ òðàíñâåðñàëü-

íîñòè:
∂F

∂y′
|x=a =

∂l

∂y0
,

∂F

∂y′
|x=b = −

∂l

∂y1
,

ãäå y0 = y(a), y1 = y(b).
Ïðèìåð. J(y) =

∫ 1
0 (y

′2 − y)dx+ y2(1) → extr.

Óðàâíåíèå Ýéëåðà: 2y′′(x) = −1. Óñëîâèÿ òðàíñâåðñàëü-

íîñòè: ŷ′(0) = 0, ŷ′(1) = −ŷ(1). Îòñþäà ŷ(x) = −
x2

4
+

3

4
.

Äàëåå,

∆J(ŷ) = J(ŷ+ h)− J(ŷ) =
∫ 1

0
h

′2dx+ h2(1) > 0,

çíà÷èò, ŷ(x) äîñòàâëÿåò ìèíèìóì.



Ñèëüíûé è ñëàáûé ýêñòðåìóì

Ïðèìåð. J(y) =
∫ 1
0 (y

′3)dx → extr, y(0) = 0, y(1) = 1.
Óðàâíåíèå Ýéëåðà: y′(x) = C, çíà÷èò, ŷ = x. Ïðîâåðêà:

∆J(ŷ) = J(ŷ+ h)− Y (ŷ) =
∫ 1

0
h′(x)2(3 + h′(x))dx.

Ïîñêîëüêó ∥h∥1 < 3, òî ŷ(x) äîñòàâëÿåò ñëàáûé ìèíè-

ìóì. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïóñòü

gn(t) =


−
√
n,0 6 t < 1/n,

0, 1/n 6 t 6 1/2,

2/
√
n,1/2 6 t < 1,

hn(x) =
∫ x

0
gn(t)dx ∈ KC(1)[0,1].

Òîãäà hn(x) = 0, hn(1) = 0, ∥hn∥0 6 1/
√
n→ 0, n→ +∞.

Ïîëîæèì yn(x) = ŷ(x) + hn(x) = x+ hn(x), òîãäà

J(yn) =
∫ 1/n

0
(1−

√
n)3dx+

∫ 1/2

1/n
1dx+

∫ 1

1/2
(1 + 2/

√
n)3dx =

= −
√
n+O(1) → −∞, çíà÷èò, ñèëüíîãî ýêñòðåìóìà íåò.



Ïðèìåðû Ãèëüáåðòà è Âåéåðøòðàññà

Ïðèìåð Ãèëüáåðòà.

J(y) =
∫ 1

0
x2/3(y′2)dx→ extr, y(0) = 0, y(1) = 1.

Óðàâíåíèå Ýéëåðà:

d

dx

(
2x2/3y′(x)

)
= 0,

ñëåäîâàòåëüíî, äîïóñòèìàÿ ýêñòðåìàëü ŷ = x1/3 íå ïðè-

íàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó C1[0,1]. Ïðè ýòîì

∆J(ŷ) = J(ŷ+ h(x))− Y (ŷ) =
∫ 1

0
x

2
3h

′2(x)dx > 0

çíà÷èò, ŷ(x) äîñòàâëÿåò ìèíèìóì.



Ïðèìåðû Ãèëüáåðòà è Âåéåðøòðàññà

Ïðèìåð Âåéåðøòðàññà.

J(y) =
∫ 1

0
x2(y′2)dx→ extr, y(0) = 0, y(1) = 1.

Óðàâíåíèå Ýéëåðà:

d

dx

(
x22y′(x)

)
= 0.

Åãî ðåøåíèå y = C/x , íî y(0) íå ñóùåñòâóåò, çíà÷èò,

íåò äîïóñòèìûõ ýêñòðåìàëåé.

Ïîêàæåì, ÷òî ïðè ýòîì òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü ñóùå-

ñòâóåò. Î÷åâèäíî, ÷òî 0 6 Y (y). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðàñ-

ñìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü yn(x) =
arctg(nx)

arctg(n)
. Ïîëó-

÷àåì, ÷òî

Y (yn) =
∫ 1

0

x2n2

arctg2(n)
·
(

1

1+ (nx)2

)2

dx 6 1

n
→ 0.


